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Vorwort zur dritten Auflage. 
Mein Ziel war auch bei der dritten Auflage, ein modemes Buch iiber 

Differentialgleichungen zu schreiben, ein Werk also, das neben den un­
erlaBlichen Elementen die Dinge bevorzugt, denen man heutzutage in 
erster Linie Geschmack abgewinneri diirfte. 

Fiir die neue Auflage habe ich es mir besonders angelegen sein lassen, 
Druckfehler und sonstige Unstimmigkeiten zu beseitigen, die leider der 
zweiten Auflage noch anhafteten. Uberall, wo mir das Wiederlesen des 
eigenen Buches, 3 Jahre nach dem Erscheinen der zweiten Auflage, den 
Eindruck erweckte, daB die Darstellung noch nicht zur restlosen Klar­
heit gediehen sei, habe ich getrachtet, bessemd die Hand anzulegen. 

In manchem Betracht hat es die fortschreitende Wissenschaft er­
laubt, andere Wege der Darstellung zu gehen. So habe ich die Rand­
wertprobleme bei gew6hnlichen Differentialgleichungen im Gefolge 
einer h6chst verdienstvollen Arbeit des Rerm PRUFER neu dargestellt. 
Auch einiges habe ich neu aufgenommen, so z. B. einen AbriB der LIE­
schen Theorie, den POINCAREschen Wiederkehrsatz, die asymptotische 
Integration. An anderen Stellen habe ich wenigstens durch Verwei­
sungen auf neuste Literatur den Leser in Beziehung zu dem Wachstum 
der Wissenschaft zu set zen gesucht. Denn nicht jeder auch erhebliche 
Fortschritt lafit gleich eine Darstellung im Rahmen eines voraus­
setzungslosen und dazu noch umfangbeschrankten Lehrbuchs zu. 

M6chte das Wohlwollen, das der Verfasser sich hemiihte, semen 
Lesem zu bezeugen, einen freundlichen Widerhall finden. 

Berlin, Marz 1930. 

L. BIEBERBACH. 
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Einleitung. 
Unter einer gewohnlichen Ditferentialgleichung versteht man eine 

Beziehung 
( d Y d2 y 

f X,Y, dx' dx2' 
dtlY) ... , dxtl =0 

zwischen einerFunktion y (x) einer Variablen x, einer Anzahl von Ab­
leitungen dieser Funktion und der Veranderlichen x. Wenn Ableitungen 
bis zur n-ten Ordnung einschlieBlich vorkommen, so spricht man von 
einer Differentialgleichung n-ter Ordnung. So ist z. B. 

dy 
dx-x-y=O 

eine Differentialgleichung erster Ordnung. 

d2 y + 2 dy + = 0 dx2 dx Y 

dagegen ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung. Die Benennung 
Ordnung bezieht sich auf die Hochstordnung der vorkommenden Ab­
leitungen und ist nicht mit dem fUr einige Differentialgleichungen zu 
erklarenden Begriff des Grades zu verwechseln. Wir werden z. B. 

oder 

dy 
ilx-x-y=O 

dy 
dx + x2y = 0 

linear oder yom ersten Grad nennen, well links lineare Funktionen 

von y' = :: und y stehen. Das Adjektiv gewohnlich bezieht sich darauf, 

daB es sich urn Funktionen y (x) einer Variablen x handeIt. Es setzt 
diese Differentialgleichungen in Gegensatz zu den partieUen, bei wel­
chen es sich urn Funktionen von zwei oder mehr Variablen handeIt. 
So ist z. B. • 

az + az _ II) 

ax ay - e 

eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung. 
Es kann auch vorkommen, daB ein System von mehreren Dif­

ferentialgleichungen fUr mehrere Funktionen oder auch fUr eine Funk­
tion einer oder mehrerer Variablen vorgelegt ist. Immer aber ist die 

BIEBERBACH, Differentialgleichungen. 3. Aufl. 1 



2 Einleitung. 

Aufgabe der Theorie darin zu sehen, die Eigenschaften derjenigen 
Funktionen zu ermitteln, welche einer vorgelegten Dillerentialgleichung 
oder einem System von Dillerentialgleichungen genugen. Am niichsten 
liegt es, einen expliziten Ausdruck lur diese Funktionen zu suchen. Schwie­
riger ist es, herauszubekommen, wie der lunktionentheoretische Cha­
rakter, also z. B. der Verlauf des Kurvenbildes der ZOsenden Funktionen, 
von den Eigenschaften der Diflerentialgleichung abhiingt und aus den­
selben bestimmt werden kann. Es erhebt sich die Frage, wie unter meh­
reren Losungen eine mit gegebenen Eigenschalten zu finden ist, es handeZt 
sich darum, den numerischen Verlaul einer als vorhanden erkannten 
Losung zu linden, und viele ahnliche Aufgaben werden der Theorie 
vom mathematischen Griibelgeist, vom Interesse des physikalischen, 
chemischen, astronomischen oder technischen Praktikers gestellt. Allen 
diesen allerverschiedensten Aulgaben mufJ eine Theorie der Dillerential­
gleichungen Rechnung tragen. Sie hat die A ulgaben zu klassilizieren 
und die Mittel zu ihrer BewiiZtigung bereitzustellen, so dafJ jeder Spezial­
lall dann nur noch eine mehr oder weniger grofJe Einzelarbeit verlangt. 

Unsere nachste Aufgabe wird es sein, die einfachsten Dilferential­
gleichungen erster Ordnung zu untersuchen. Sie sollen von der Form 

(1) 
dy 
dx = I (x, y) 

sein. Dabei sei I (x, y) in einem gewissen Bereich der x-y-Ebene als 
eindeutige und stetige Funktion gegebenl. 

Unter einer Losung oder einem Integral einer Differentialgleichung 
verstehen wir irgendeine der 
Differentialgleichung genii­

/' 
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/ 
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............. 
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\ \ \ 
--+--1--~~~-+--+--+--~--~_z 

\ \ "- / / / / 
\ "- / 

/ / ,,"'-.. -'-.. / -- ---Abb.1. 

gende, also differenzierbare 
Funktion. Ihr geometrisches 
Bild heiBt I ntegralkurve . 

Wir wollen uns an Hand 
einer geometrischen Deutung 
zunachst eine ungefahre Vor­
stellung iiber die zu erwarten­
den Ergebnisse verschaffen. 

Das geometrische Bildeiner 
gew6hnlichen Differentialgl~i­
chung erster Ordnung (1) ist 
ein Tangentenleld. Die Diffe­
rentialgleichung erlaubt es 
namlich, in jedem Punkt des 

1 Weger. der Begriffe "Bereich" und "stetige Funktion von zwei Variablen" 
vgL man z. B. meinen Leitfaden der Differentialrechnung. 3. Aufl., auf S. 115 
und auf S. 116. 
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Definitionsbereiches von f (x, y) die Ableitung der gesuchten Funktion 
und damit die Tangente der gesuchten Kurve zu bestimmen. Wir 
konnen uns dieselbe in jedem Punkt durch ein Geradenstiick mar­
kiert denken1. Abb.l veranschaulicht das Tangentenfeld der Differential­
gleichung 

(2) dy = 
y dx 

Man kann natiirlich nicht in jedem Punkt, aber doch in einigen, 
die Richtung markieren und so schon eine gewisse Vorstellung iiber 
den Verlauf der Losungen erlangen. Man kann dazu in irgendeinem 
Punkt des Bereiches beginnen und von da ein Stiick Weges der dort 
vorgeschriebenen Tangente entlang bis zu einem Nachbarpunkt gehen. 
Man wird dort wieder der dort 
vorgeschriebenen Tangente fol­
gen2 bis zu einem Nachbar-
punkt, dort wieder zu der ver­
anderten neu vorgeschriebenen 
Tangente iibergehen usw. So 
bekommt man etwa das Bild 
der Abb. 2. Man wird so durch 
jeden Punkt des Bereiches vor­
aussichtlich eine Kurve finden. 

11 

--------------~------------~r 
Abb.2. 

Gegen diese Uberlegung kann man einwenden, daB man ja eigentlich 
schon sofort nach dem Verlassen des ersten Punktes die Tangente 
andern miiBte, nicht erst nach einer Weile, wenn anders die gefundene 
Kurve uberaU die vorgeschriebenen Tangenten besitzen soli. Doch kann 
man sich mit der -- spater durch einen biindigen SchluB zu bestatigen­
den -- Vorstellung trosten, daB man sicher eine gewisse Annaherung 
an die wirkliche Losungskurve erhalten wird, wenn man nur nie zu 
lange ein und dieselbe Richtung einhalt. Eine gewisse Stiitze kann ja 
auch diese Hoffnung schon vorlaufig in einer Reminiszenz aus der 
Integralrechnung finden. Betrachten wir namlich die Differential­
gleichung 

dy 
dx = f (x), 

so haben wir es gerade mit der Grundaufgabe der Integralrechnung 
zu tun, und wir wissen, daB dort tatsachlich die Naherungskurven bei 

1 Den Inbegriff eines Punktes und eines durch ihn gehenden Geradenstiickes, 
also analytisch das Zahlentripel (x, y, y') nennen wir Linienelement. 

2 Es konnte zweifelhaft sein, in welcher der beiden moglichen Richtungen 
man die Tangente im neuen Punkt zu verfolgen hat. Indessen ist es doch klar, 
daB man 50 vorgehen wird, daB die eingeschlagenen Richtungen sich halbwegs 
stetig aneinanderreihen. Nimmt man auf diese Vorschrift Riicksicht, so kann 
man bei geniigend kleinen Schritten nie im Zweifel sein, wie man weitergehen wird. 

1* 
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fortgesetzter Verfeinerung des Verfahrens gegen das Integral konver­
gieren. Die einzelnen Naherungen sind ja weiter nichts, als die geo­
metrischen Bilder der Naherungssummen, welche man bei der De­
finition des bestimmten Integrales zu benutzen pilegt. Ersetzt man 
namlich die Kurve des Integranden durch ein Treppenpolygon und 
zeichnet die Integralkurve dieses Treppenpolygons, so haIt diese ge­
rade in den einzelnen Teilintervallen je eine feste Richtung ein. Diese 
bei der "graphischen Integration" benutzten Kurven sind es, die als 
einfacher Spezialfall dessen auftreten, was wir auch bei den Differential­
gleichungen antreffen. (V gl. z. B. meinen Leitfaden der Integralrech­
nung, 3. Auf!. S. 50/52.) 

Wir wollen aus unserer Uberlegung die Vermutung entnehmen, 
da{3 durck jeden Punkt unseres Bereickes genau eine Integralkurve der 
Ditferentialgleickung geken mu{3, oder analytisck ausgedruckt, da{3 es 
genau eine der Ditferentialgleickung genugende ditferenzierbare Funktion 
y (x) gibt, die lur x = Xo den gegebenen Wert y = Yo annimmt, voraus­
gesetzt, da{3 der Punkt mit den Koordinaten xo, Yo dem gegebenen Be­
reicke angehiirt, in welckem I (x, y) gewisse nock niiker anzugebende Eigen­
sckalten besitzt. 

Wir wenden uns nun dazu, in einigen FaIlen auf einem ersten pri­
mitiven Wege die Losungen einer vorgelegten Differentialgleichung 
wirklich alle anzugeben. Wir werden dann stets das eben Gefundene 
bestatigt finden, wie denn auch fUr 

dy 
-- = I (x) 
dx 

durch 

diejenige Losung gegeben ist, welche bei x = Xo den Wert y = Yo be­
sitzt. 

Man kann sich auch in dem vorhin gewahlten Beispiel der Dif­
ferentialgleichung (2), losgelost von jeder allgemeinen Methode1, leicht 
davon iiberzeugen, daB un sere Vermutung zutrifft. Denn da die Inte-

gralkurve den Punkt (x, y) mit der Steigung - ; passiert, muB ihre 

Tangentl~ nach den Regeln der analytischen Geometrie auf der Ver­
bindungsgeraden dieses Punktes mit dem Koordinatenursprung2 senk­
recht stehen. Da sie also in jedem ihrer Punkte den auch durch diesen 
Punkt gehenden im Koordinatenursprung zentrierten Kreis beriihrt, 

1 Wir werden bald eine solche auf diese Differentialgleichung anwendbare 
Methode kennen lernen. 

2 Ihre Steigung ist·~ • so daB das Produkt der beiden Steigungen tatsll.ch­x 
lich - 1 ist. 
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so sind die Kreise Kurven, welche iiberall die verlangte Tangente be­
sitzen. Durch 

(3) 

miissen also Uisungskurven dargestellt sein. Man rechnet nach, daB 
die aus der Gleichung 

XII +y2 =,.11 

gewonnenen Funktionen tatsachlich der Differentialgleichung (2) ge­
niigen. Denn differenzierl man diese Gleichung nach x, so hat man 

x+yY=O. 
Also ist wirklich die Differentialgleichung (2) von S. 3 durch die Kreise 
(3) erfiillt. DaB unsere Nliherungskonstruktion eine gewisse Annlihe­
rung an die Kreise lieferl, wird man nach Abb.l nicht verkennen. 
In Abb. 1 sind ja die Kreise recht deutlich zu sehen. 



Erster A bschni tt. 

Gewohnliche Differentialgleichungen 
erster Ordnung. 

1. Kapitel. 

Elementare Integrationsmethoden. 

§ 1. Die Trennung der Variablen. 
1. Ein Beispiel. Wir wollen die Methode der Trennung der Varia­

bIen zunachst an der Differentialgleichung 

(1) dy +~=O 
dx y 

darlegen. Die Methode geht von der - vorerst unbewiesenen - An­
nahme aus, daB diese Gleichung Losungen besitzt. Denkt man sich 
dann fiir y eine der Losungen der Gleichung eingesetzt, so muB die 
Gleichung 

dy 
Y dx =-x 

identisch in x gelten. N amentlich muB das Integral der linken Seite 
dem der rechten gleich sein. Das liefert 

a: 

(2) f y (~) ~; d~ = x8 -; x 2
• 

Das Integral linker Hand wird durch die Substitutionsmethode be­
rechnet, indem man durch 'YJ = Y (~) als neue Integrationsvariable die 
Losung selbst einfiihrt. Setzt man y (xo) = Yo, so findet man 

y2 - y8 
-2-

Setzt man dann x~ + y~ = r2, so hat man in 

x2 + y2 = r2 

eine algebraische Gleichung, welcher die gesuchte Losung geniigen muB. 
Umgekehrt sieht man auch leicht, daB jede dieser Gleichung geniigende 
Funktion y (x) eine Losung der Differentialgleichung ist. Damit ist 
dann der anfanglich noch ausstehende Beweis fiir die Existenz von 
Losungen nachtraglich erbracht. Da es genau einen Kreis urn den 
Koordinatenursprung durch den Punkt xo' Yo gibt, so haben wir damit 
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genau eine LOsung der Differentialgleichung (1) gefunden, die fiir 
x = Xo den Wert y = Yo annimmt. Da fUr y = 0 die Differential­
gleichung (1) sinnlos wird, so tragen unsere LOsungen sogar weiter, 
als zunachst zu erwarten war. Auf S. 34 wird diesem Umstand weitere 
Beachtung geschenkt werden. 

Die Verwendung der Substitutionsmethode bei der Berechnung des 
Integrales (1) setzt weiter voraus, daB auf der betrachteten Integral-

kurve :: sein Vorzeichen nicht wechselt, daB man sich also auf das Innere 

eines durch die Koordinatenachsen bestimmten Quadranten beschrankt. 
Trotzdem haben wir in den Kreisen auch Losungskurven durch 

die Punkte der y-Achse gefunden. Es gibt also auch eine LOsung, die 
fUr x = 0 einen gegebenen Wert Yo annimmt. 

Bemerkung: AIle in diesem Kapitel zu besprechenden Methoden gehen 
von der Annahme aus, daB Uisungen existieren, und jedesmal kann dieser Be­
weis dadurch nachgetragen werden, daB man hinterher verifiziert, daB die ge­
fundene Uisung tatsi!.chlich der Differentialgieichung geniigt. Wir wollen aber 
diese eintonigen Verifikationen in der Foige weuer durchfiihren noch erwi!.hnen, 
zumal wir auch im folgenden Kapitel einen allgemeingiiltigen Beweis fiir die 
Existenz der Uisungen kennen Iemen werden. 

Eine Differentialgleichung gilt stets dann als gelost oder, wie man 
auch sagt, als integriert, wenn es gelungen ist, eine Losungskurve durch 
einen beliebig gewahlten Punkt des zugrunde gelegten Bereiches zu 
finden. Das ist in unserem Beispiel der Fall. Verlangt man namIich 
einen Kreis durch den Punkt (xo, Yo) der oberen oder der unteren Halb­
ebene, so muB man nur r2 = x: + y~ setzen. 

2. Die Methode. Die eben dargelegte Methode bleibt stets anwend­
bar, wenn die vorgelegte Differentialgleichung die Form 

dy f(~) 
(3) d~ = I{J(Y) 

besitzt. Dabei moge I (x) im Intervall a < x < b, P (y) dagegen im 
Intervall ex :::;; y < P stetig erklart sein. p (y) solI daselbst iiberdies von 
Null verschieden seinl. Der Bereich, in dem wir die Differential­
gleichung studieren, ist dann das Rechteck a < x < b, ex < y < p. 
Man kann die Gleichung so schreiben: 

p (y) ~: = I (x) • 

Denkt man sich wieder flir y irgendeine bestimmte Losung eingesetzt, 
so kann man wie oben integrieren, imd findet 

II Q; 

f p ('YJ)d'YJ = f f(~)d~ 
II. 

1 Das sind Einschri!.nkungen, die wieder die Verwendung der Substitutions­
methode gewi!.hrieisten werden. 
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als eine Gleichung fii.r diejenige Losung y (x), welche fii.r x = Xo den 
Wert Yo annimmtl. Wenn die Funktionen t (x) und l[J (y) nicht zu kom­
pliziert sind, wird man nun mit der weiteren Untersuchung der Losung 
keine Schwierigkeiten mebr haben. In komplizierteren Fallen kann es 
aber geschehen, daB mit diesen einfachen Schritten erst die geringste 
Arbeit geleistet ist. 

3. Substitutionen, die zur Trennung fiihren. Haufig tritt der Fall 
ein, daB erst nach Einfiibrung einer neuen unbekannten Funktion oder 
nach Einfiihrung einer neuen unabhangigen Variablen der eben ein­
geschlagene Weg gangbar wird. So hat z. B. 

(4) 

nicht die bisher zugrunde gelegte Form (3). Wahlt man aber 

v=x+y 

als neue unbekannte Funktion, so wird die Differentialgleichung 
dv 
dx = v + 1. 

Nun konnen die Variablen getrennt werden, solange nicht v = - 1 
wird. Man findet dann 

I v + 1 I log vo + 1 = x - Xo 
oder 

v = - 1 + (vo + 1) eZ - Zo. 

Also wird 

(5) y = - x-I + (1 + Xo + Yo) eZ - Zoo 

Dabei ist noch '00 = Xo + Yo gesetzt. Tatsachlich stellt diese Glei­
chungeine Funktion dar, die fur x = Xo den Wert Yo annimmt und die 
der Differentialgleichung genugt. Fur sie wird nirgends y + x = - 1, 
es sei denn, daB Xo + Yo = - 1 vorgegeben wird. Dann ist aber die 
Losung y = - x-I selbst, die also doch auch in (5) enthalten ist. 

Durch die gleiche Substitution werden bei allen Differentialglei­
chungen von der Form 

dy 
- = t(x + y) dx 

die Variablen getrennt. 
Ahnlich behandelt man y' = t «xx + (3y). 

4. Homogene Di££erentialgleichungen. Es gibt eine weitere ziemlich 
umfassende wichtige Klasse von Differentialgleichungen, in welchen 

1 Der Leser verifiziere, daB jede durch diese Gleichung definierte Funktion 
der Differentialgleichung (3) genfigt und daB es wegen q; (Yo) =1= 0 nach dem Satz 
fiber implizite Funktionen soIche Uisungen gibt. 
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sich durch eine einfache Substitution die Variablen trennen lassen. 
Ich meine die Differentialgleichungen der Form 

(6) dy =/(1:.). 
d~ ~ 

Man pflegt Differentialgleichungen der Form (6) oft auch h9mogen zu 
nennen. Hier hilft die Substitution 

durch die v als neue unbekannte Funktion eingeruhrt wird. Die Diffe­
rentialgleichung wird dann 

v' x + v = 1 (v) 
oder 

I f(v)-v 
V = . 

~ 

Die Variablen sind also getrennt. Will man aber hi.er die Methode 
von S. 6 verwenden, so muB man neben x 9= 0 auch 1 (v) - v 9= 0 
voraussetzen. Dadurch wird aber nicht nur das Intervall eingeschrankt, 
in dem die Bestimmung der Losung mit Hilfe des Verfahrens gelingt, 
sondern es gehen auch gewisse L6sungen der Differentialgleichung 

:: = 1 (~ ) verloren. Wenn namlich die Zahl ex der Gleichung 1 (ex) - ex 

= 0 geniigt, so ist y = exx eine Losung der Gleichung (6). 
Dieses Vorkommnis enthaIt einen Hinweis darauf, daB es wiinschens­

wert sein kann, den Begriff der L6sung weiter zu fassen, als dies bis­
her geschehen ist, namlich so, daB durch Transformationen, wie die 
eben benutzte, keine L6sungen verlorengehen. Wie das zu bewerk­
stelligen ist, wird spater klar werden. 

5. Substitutionen, die auf homogene Differentialgleichungen fiihren. 
In anderen Fallen ruhren andere Substitutionen auf homogene Differen­
tialgleichungen. Fiihrt man z. B. in 

(X_y2) +2xy~;=O 

v = y2 ein, so erhaIt man die homogene Gleichung 

l-~+ dv = o. 
~ d~ 

Auf homogene Differentialgleichungen lassen sich 1m allgemeinen 
auch die folgenden zuriickfiihren: 

(7) dy A~+By+C 

d~ a~+by+c· 

Falls namlich C = 0 und c = 0 ist, so ist die Gleichung bereits homogen. 
Durch eine passende Transformation kann man aber diese Gestalt oft 
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herstellen. Der Gedanke ist der: Man betrachte die beiden Geraden 

Ax+By+C=O, ax+ by+ c= O. 

Man bringe durch eine passende Verschiebung des Koordinatensystems, 
also durch eine Substitution der Form: 

(8) 

den Schnittpunkt der beiden Geraden in den Koordinatenanfang. Das 
geht immer, wenn A b - Ba 9= 0 ist, d. h. wenn die beiden Geraden 
nicht parallel sind. Dies werde also zunachst angenommen. 

Durch die Substitution (8) wird sowohl eine neue unabhangige 
Variable wie eine neue unbekannte Funktion eingefiihrt. Man findet 
leicht, daB dv dy 

du = dx 

ist. Die Substitution (8) liefert zunachst 
dv Au+Bv+(Ah+Bk+C) 
du= au+bv+(ah+bk+c) • 

Nun bestimme man h und k aus den beiden Gleichungen 

A h + B k + C = 0 , ah + b k + c = 0 • 

Diese sind losbar, well A b - B a 9= 0 sein soIl. Die transformierle 
Gleichung ist dann homogen. 

Wenn aber A b - Ba = 0 ist, so kann man die Gleichung nicht 
auf eine homogene Gleichung zuriickfiihren, aber man kru.m fUr b 9= 0 
die Differentialgleichung so schreiben: 

B Be 
dy T(a:r+by+c)+C- T 
dx= ax+by+e 

Dann fiihre man durch 
v=ax+by+c 

eine neue unbekannte Funktion vein. Die Gleichung wird dann 
B Be 

~(dV -a)= Tv+C-T 
b dx v 

oder 
dv (B + a) v + Cb - Bb 

v 

Hier sind die Variablen getrennt. Dabei ist ang.enommen, daB b 9= 0 
sei. Der Fall b = 0 erledigt sich ja von selbst, well dann auch B = 0 
oder a = 0 sein muB, wenn nicht wieder der vorweggenommene Fall 

Ab-Ba9=O 

vorliegen soIl. 1m Falle B = o sind aber die Variablen getrennt, wahrend 
im Falle a = 0 nach S. 8 die Substitution A x + By = v zur Trennung 
der Variablen fiihrt. 
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§ 2. Lineare Differentialgleichungen. 
1. Erste Methode .. Die linearen Differentialgleichungen erster Ord­

nung haben die Gestalt 

(1) :; + I (x) y + IP (x) = 0 . 

Die Koeffizienten I (x) und IP (x) mogen in einem Intervall stetig er­
kHi.rt sein. Zur Integration der linearen Differentialgleichungen fiihrt 
der Ansatz y = U'v, durch den zwei Hilfsfunktionen u(x) und v(x) 
eingefiihrt werden. Die Gleichung wird dann 

u (v'+ Iv) + 11 v + IP = O. 

Nun bestimme man vaus der Gleichung: 

(2) v' + I (x) v = 0 . 

Dann bleibt fUr u: 
u'v+IP=O. 

In beiden Gleichungen konnen dann die Variablen getrennt werden. 
Man findet 

a; 

-fW)d~ 
V = voe a;. 

Daher wird 
x 

1 a; + J fmde 
u = - - f IP (X) e a;. d X + Uo· 

Vo 
a;. 

So hat man schlieBlich: 
x 

fa; 1 a; +ff(;)dE. 
- f<E>dE { f () a:. } y = Vo e a;. Uo - Vo IP xed X . 

Dann wird 
a; x 

- j f<E>dE{ a; + f f(E)d~ } 
Y = e a;. Yo - J IP (X) e a;. d X 

a:. 
dasjenige Integral unserer Differentialgleichung, welches fUr x = Xo den 
Wert Yo annimmt. Es ist in jedem Intervall stetig und mit stetiger erster 
Ableitung versehen, in dem die Koettizienten von (1) stetig sind. 

2. Zweite Methode. Wir wollen die Integration der linearen Glei­
chung (1) noch etwas anders darstellen. Zwar ist es im Grunde genau 
das gleiche, doch wollen wir die Gelegenheit benutzen, urn an einem 
einfachen Beispiel die Methode der Variation dey Konstanten kennenzu­
lemen. Wenn in der Gleichung 

y' + I (x) y + IP (x) = 0 
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rp (x) = 0 ist, die Gleichung also, wie man sagt, homogen1 ist, so sind 
die Variablen getrennt und man findet als allgemeines Integral 

III 
- j"t{;)d; 

y = ce III, 

Dabei ist c eine beliebige Konstante2, die Integrationskonstante. Der 
Grundgedanke der neuen Methode ist es nun, in der inhomogenen 
Gleichung 

y' + 1 (x) y + rp (x) = 0 , 

in der also nun rp (x) nicht identisch verschwindet, den Ansatz 
III 

- jtmd~ 
y = c (x) e III, 

zu machen, also die Konstante c (x) zu variieren, d. h. durch eine noch 
zu bestimmende Funktion von x zu ersetzen. (Man erkennt jetzt wieder 
das Produkt von zwei Funktionen, das bei der ersten Darstellung 
den Ausgang bildete.) Man findet dann 

III 

- j t(e)de 
c'.e III, +rp(x)=O 

und berechnet daraus c (x). So findet man dann die schon vorhin 
angegebene Auflosungsformel wieder. 

3. Die BERNOuLLIsche Differentialgleichung. Auf die linearen Glei­
chungen laBt sich die BERNOULLIsche Differentialgleichung 

y' + I (x) y + rp (x) yn = 0 (n + 1) 

zuriickfiihren. Man hat sie nur so zu schreiben: 

y-n . y' + yl-n I (x) + rp (x) = 0 , 

urn zu erkennen, daB die Substitution v = yl-n auf die lineare Gleichung 

1 
1 _ n v' + V· I(x) + rp(x) = 0 

fiihrt. 
Oft erweist es sich als niitzlich, von der Differentialgleichung fUr 

die unbekannte Funktion y (x) zur Differentialgleichung fiir die Um­
kehrungsfunktion x (y) iiberzugehen. 1st namlich x (y) bestimmt, so 

1 Das Wort homogen wird also jetzt in anderem Sinne gebraucht als bei 
den Differentialgleichungen 

d Y = 1(2:.) 
41& :t& 

auf S. 9. Jetzt bezieht es sich darauf, daB die linke Seite eine homogene Funktion 
von y' und :y ist, wahrend es sich friiher darauf bezog, daB die rechte Seite eine 
homogene Funktion von 1& und y war. 

2 Sie war vorhin mit "110 bezeichnet. 
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ist natiirlich damit auch implizite y(x) bekannt; jedenfalls sind zu 
seiner Bestimmung keine Differentialgleichungen mehr zu losen. Oft 
ist aber die Differentialgleichung der Umkehrungsfunktion leichter an­
greifbar. 

Wenn z. B. die Gleichung 

dx (X2 sin y - y x) = 1 dy 

vorgelegt ist, so Wird daraus 

dx . 2 0 dy+yx-smyox = 0 

Das ist eine BERNOuLLIsche Gleichung fUr x, die Wir integrieren konnen. 

§ 3. Einparametrige Kurvenscharen. 

1. Kurvenscharen. In einem Bereich B sei die Funktion "p (x, y) 
eindeutig und stetig erkl1i.rt. Ihre Werte hn Bereich B erfiillen dann 
eine gewisse Strecke einer Zahlengeraden, der c-Achse. Versteht man 
dann unter c irgendeinen Wert aus diesem Intervall, so definiert die 
Gleichung 

(1) "p (x, y) = c 

eine Kurve des Bereichs B. Kurven, die zu verschiedenen c-Werten 
gehOren, treffen sich nicht im Bereiche B, wei! in diesem Bereich 
"p (x, y) eine eindeutige Funktion ist. Die Gesamtheit dieser Kurven 
bildet eine einparametrige Kurvenschar. c heiBt der Parameter der 
Schar. Eine solche Schar kann auch durch eine Gleichung der Form 

9' (x, y, c) = 0 

definiert sein. Es Wird dann im allgemeinen nicht zu jedem x-y-Paar 
nur ein c-Wert gehoren. Es werden vielmehr im allgemeinen durch 
jeden Punkt des Bereiches B mehrere Kurven der Schar gehen. Die 
Au£losung kann dann mehrere Funktionen 

c = "p (x, y) 

ergeben. Wir wollen voraussetzen, daB 9' (x , y, c) in einem gewissen 
Gebiete G de~ x, y, c eine eindeutige stetige Funktion von x, y, c ist, 
die stetige partielle Ableitungen nach x, nach y und nach c besitzt; 

:: sei in G von Null verschieden. In der Umgebung eines jeden solchen 

der Gleichung 9'(x, y, c) = 0 geniigenden Wertetripds xo, Yo, Co werden 
dann die bekannten Satze1 iiber implizite Funktionen verwendbar, 
und man hat daher in der Umgebung einer jeden solchen Stelle (xo, Yo) 

1 Vgl. z. B. meinen Leitfaden der Differentialrechnung, 3. Aufl., s. 125ff. 
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eine oder mehrere eindeutige und stetige Auflosungen 

c = "P (x, y), 

den verschiedenen Werten Co entsprechend, die zusammen mit xo, Yo 
Steilen xo, Yo' Co aus G ergeben, fiir die q:;(xo, Yo, co) = 0 ist. 

2. Differentialgleichungen. Wir setzen nun weiter voraus, daB 
"P (x, y) mit stetigen ersten Ableitungen versehen sei und nehmen an, 
daB Co, xo, Yo ein der Gleichung (1) geniigendes Wertetripel sei, fUr das 

:; (xo, Yo) =F 0 ist. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen gibt es 

dann in der Umgebung von x = Xo eine stetige mit stetiger erster Ab­
leitung versehene Funktion y (x) , die der Gleichung Co = "P (x , y) geniigt, 
und fUr die y (xo) = Yo ist. Das gleiche gilt aus Stetigkeitsgriinden 
fUr aile c-Werte, die von Co hinreichend wenig verschieden sind. Dann 
gilt der Satz: 

Die Kurven einer jeden einparametrigen K~trvenschar genugen (in 
einem, wie vorstehend beschriebenen, genugend kleinen Bereich) einer 
Differentialgleichung erster Ordnung. 

Wenn man namlich die Gleichung 

c = "P (x, y) 

nach x differenziert, so bekommt man 

0- a-rp I a1p dy 
- ax T ay dx' 

und dies ist schon die gewiinschte Beziehung zwischen x, y, y' der 
durch unsere Gleichung dargestellten Kurven. 

1st die Schar in der allgemeinen Form 

(2) q:; (x, y, c) = 0 

gegeben, so wird analog 

(3) 

Eliminiert man dann c aus den beiden letzten Gleichungen (2) und (3), 
so erhalt man die gewiinschte Differentialgleichung. 

3. Beispiele. Zwei Beispiele werden die Dinge vollends klarlegen. 
Die Tangenten einer Kurve 

Yf = f (~) 
machen eine einparametrige Kurvenschar 

(2') 

aus. ~ ist der Parameter der Schar (vorhin c genannt). Differenziert 
man nach x, so findet man natiirlich 

(3') y' = f' (~) 
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fill die Richtung der Tangenten. Nun hat man ~ aus beiden Gleichungen 
(2') und (3') zu eliminieren, wenn man nicht die beiden Gleichungen 

y = I (~) + I' (~) (x - ~) 

y' = I' (~) 
etwa als eine Parameterdarstellung der Differentialgleichung selbst 
ansehen will. Tatsachlich werden wir uns spater mit Differential­
gleichungen befassen, die in dieser Form gegeben sind oder auf diese 
Form gebracht werden k6nnen. 

Wenn z. B. 
rJ = ~2 

die vorgelegte Kurve ist, so hat man 

y = ~2 + 2 ~ (x -~) 
und 

y' = 2~. 
So erhalt man die Differentialgleichung 

y'2 ,( y,) 
Y=T +y x- 2 oder y' 2 - 4 x y' + 4 Y = 0 

der Parabeltangenten. 
Durch 

x2 + y2 = r2 

ist die Schar der konzentrischen Kreise gegeben. Also wird 

x + yy' = 0 

die Differentialgleichung der Schar. 
Ebenso wird 

2yy'-I=O 

die Differentialgleichung der Parabelschar 

y2=X+C. 

§ 4. Exakte Differentialgleichungen. 

1. Die Methode. Die Betrachtungen des vorigen Paragraphen 
fiihren uns zu einer weiteren Integrationsmethode. 

Wenn namlich die Koeffizienten P (x, y) und Q (x, y) einer Diffe-
rentialgleichung 

(1) 

in einem einfach zusammenhangenden Bereich B stetige mit stetigen 
ersten Ableitungen versehene Funktionen sind, welche der Integra­
bilita ts bedingung 

8P 8Q 
BY =8x 
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geniigen soIche Differentialgleichungen hellien exakt -, so gibt 
es nach bekannten Satzen der Integralrechnung eine in B eindeutige 
und stetige Funktion q; (x, y), deren Ableitungen P und Q sind. Dann 
besagt aber die Differentialgleichung, die man dann in der Form 

(2) fJrp + fJrp ~ = 0 
fJ~ fJy d~ 

schreiben kann, weiter nichts, als daB langs einer jeden Integralkurve 
der Differentialgleichung die Funktion q;(x,y) einen konstanten Wert 
annimmt. Dann ist q; (x, y) = C eine Schar von Integralkurven. 

2. Beispiele. Wenn z. B. die Gleichung 
dy 

x2 + y2 d~ = 0 

vorliegt, eine homogene Gleichung, die man auch nach S. 9 behandeln 
konnte, so ist die Integrabilitatsbedingung fiir die Koeffizienten er­
fiillt. Man berechnet dann bekanntlich die Funktion q;(x,y) so: Da 
die x-Ableitung von q; den Wert x 2 besitzt, so findet man 

f ~3 

q; = x2dx + 1jl(Y) = 3 + 1jl(Y)· 

Hier bedeutet 1jl (y) eine Funktion von y, die nun aus der Bedingung 
zu bestimmen ist, daB 

sein soIl. Das liefert aber 

Also wird 

So finden wir 
~3 + y3 

q;=-3-+ c. 

DaB die Ableitungen dieser Funktion die richtigen Werte haben, be­
statigt man leicht. So sind also 

x3 +r=C 

Losungen unserer Differentialgleichung. Wiinscht man insbesondere eine 
Integralkurve durch den Punkt xo, xo, so wird 

X3+y3=X~+y~ 
deren Gleichung. 

AIle Differentialgleichungen, in denen die Variablen getrennt sind, 
konnen sofort als exakte Differentialgleichungen geschrieben werden. 
Aus 

dy f (~) 
d~ = P (y) 
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folgt ja sofod 
dy 

f (x) - rp (y) dx = 0 . 

Man erkennt, daB die Integrabilitatsbedingung erfiillt ist. 

§ 5. Der integrierende Faktor. 
1. Begriffsbestimmung. Wenn die Koeffizienten der Differential­

gleichung 

(1) p (x, y) + Q (x, y) :: = 0 

nicht der Integrabilitatsbedingung des § 4 geniigen, so kann man doch 
hoffen, dieselbe durch Multiplikation mit einer geeigneten Funktion 
M (x, y), in eine exakte Differentialgleichung zu verwandeln. Man 
nennt diese Multiplikator oder auchintegrierender Faktor. Wenn man an­
nimmt, daB die Differentialgleichung Losungen besitzt, und daB die 
Schar ihrer Losungskurven durch 

rp(x,y) = c 

gegeben ist, und daB rp padielle Ableitungen erster Ordnung besitzt, 
so muB die Differentialgleichung auf die Form 

arr 
dy ax 
dx = - aq; 

ay 
gebracht werden konnen. Daher mnB 

aq; 
p ax 
Q = aq: 

ay 
sem. Darans folgt 

arr aq; 
ax ay 

-----p- = Q' 
Setzt man den gemeinsamen Wert dieser beiden Qnotienten glE'ich 
M (x, y), so findet man, daB 

aq; = M P 
ax ' 

~J!..=MQ 
a'y 

ist, daB also tatsachlich die Differentialgleichnng 

MP+MQ dy =0 
dx 

exakt ist. 

2. Auffindung eines Multiplikators. Wie kann man aber eine 
solche Funktion M wirklich bestimmen? W1'r setzen voraus, daB 11,[, P 

BIEBERBACH, Differentialgleichungen. 3. Aufl. 2 
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und Q stetige partielle Ableitungen erster Ordnung besitzen, betrachten 
also weiterhin nur Differentialgleichungen, die dieser Voraussetzung 
geniigen, und nennen auch nur Funktionen der angegebenen Art Multi­
plikatoren. Da dann die Funktionen M P und M Q der Integrabilitats­
bedingung geniigen miissen, so findet man fUr M die partielle Diffe­
rentialgleichung 

a(M P) a(MQ) 
----ay- = ax' 

Man kann sie auch so schreiben: 

paM _ QaM + M(ap _ &Q) = O. 
&y ax oy &x/ 

Man mag geneigt sein, die Integration dieser partiellen Differential­
gleichung fUr schwieriger zu halten, als die der urspriinglich Yor­
gelegten gewohnlichen Differentialgleichung. Indessen muB man be­
denken, daB man fiir unsere Zwecke nur irgendeine, lange nicht die 
allgemeinste Losung der partiellen Differentialgleichung braucht. Dnd 
tatsachlich ist es oft leicht, aus dem bloBen Anblick dieser Gleichung 
eine ihrer Losungen zu finden. 

"Venn z. B. 
~(ap _ &Q) 
Q 8y &x 

nur von x abhangt, so kann man der partiellen Differentialgleichung 
durch eine Funktion geniigen, die nur von x abhangt. Denn macht 
man die Annahme 

8M =0 
ay , 

so reduzierl sich die partielle Differentialgleichung auf 

Q8M = M(&P _ &Q) 
&x 8y &x 

oder 

Daraus findet man soforl 

J P,,-Qz dx 

M=e Q • 

3. Beispiel. Die linearen Differentialgleichungen konnen auf diese 
Weise integriert werden. Doch sind dies natiirlich nicht die allgemeinsten 
hierher gehorigen Differentialgleichungen. Denn auch 

y + xy + siny + (x + cosy) ~: = 0 

kann so integriert werden. Ein Multiplikator ist e~. Das allgemeine 
Integral wird 

e~(xy + siny) = c. 
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4. Mehrere Multiplikatoren. Manchmal kann man Vorteil aus der 
Kenntnis des Zusammenhanges zwischen den verschiedenen Multi­
plikatoren ein und derselben Differentialgleichung ziehen. 

Wenn niimlich M(x,y) ein Multiplikator, und I(x,y) =c ein all­
gemeines Integral!, einer gewohnlichen Dilferentialgleichung (1) sind, so 
ist auch M·I ein M ultiplikator. Denn man rechnet nach: 

iJ(MfP) _ iJ(Mlm = ~ MP- ~MQ + liJ(MP) _l iJ (111 Q) 
iJy iJx iJy dx iJy Ox 

=MP~-MQ~ ay Ox 

= _ M Q (d y iJ f +~) 
dx iJy iJx 

=0 

iJ(M P) _ iJ(MQ) = 0 
wegen ay iJx 

wegen P + Q ~; = 0 

wegen at +!!l dy = o. 
iJx ay dx 

Da weiter ein allgemeines Integral auch in der Form 

cpU) = C 

geschrieben werden kann, wenn man unter cp (w) eine .villkiirliche 
nirgends konstante differenzierbare Funktion versteht, so ergibt sich, 
daB auch 

M· cpU) 
ein Multiplikator ist. 

Wenn umgekehrt der Quotient zweier M ultiplikatoren M 1 und Jf 2 

nicht von x und y unabhiingig ist, so stellt 

.111 = C 

.J12 

ein allgemeines Integral der Dillerentialgleichung dar. Wenn namlich 
lund g in einem gemeinsamen Bereich erklart sind, und wenn langs be­
liebiger Kurven y = y (x), die dem Bereich angeh6ren, 

!l=M P-LM Qd Y 
dx 1 I 1 dx 

und 

ist, so stelIen sowohl 

I(x, y) = c wie g(x, y) = C 

fUr einen gemeinsamen Bereich ein allgemeines Integral dar. Langs 
einer jeden Integralkurve des Bereiches haben sowohl I wie g konstante 
Werte. Die Werte von g sind also bestimmt, wenn die von 1 gegeben sind. 

1 Vorbehaltlich einer spateren scharferen Begriffsbestimmung werde unter 
einem allgemeinen Integral eine mit stetigen partiellen Ableitungen erster Ordnung 
versehene Funktion I(x, y) verstanden, derart, daB man alle einem gegebenen 
Bereich B angeh6rigen Integralkurven durch f (x, y) = c darstellen kann. 

2* 
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Daher kann g als Funktion von I dargestellt werden. Nun hat manaber 
langs einer beliebigen Kurve 

dg M 2(P + Qy') M2 
dJ = M 1 (P + Q y') = MI' 

Da aber weiter, wie wir eben sahen, 

g = F(I) 
ist, so ist auch 

~~ = F' (I). 

Daher ist wirklich 

M 
ein allgemeines Integral. Denn M 2 hat langs einer jeden Integralkurve 

1 

des Bereiches einen konstanten Wert und besitzt auch stetige partielle 
Ableitungen erster Ordnung, well dies nach der Begriffsbestimmung 
des Multiplikators fUr Ml und M2 der Fall ist. 

5. Beispiel. Man kann von diesen Bemerkungen auch auf die 
folgende Weise zur Integration von Differentialgleichungen Gebrauch 
machen. Es sei z. B. ein Multiplikator von 

(y3 + x) + (x3 + y) y' = 0 

zu bestimmen. Wir schreiben die Differentialgleichung so: 

(y3 + x3 y') + (x + yY) = 0 . 

Betrachtet man dann erst einmal die beiden Differentialgleichungen 

y3 + x3 y' = 0 und x + y y' = 0 

gesondert fiir sich, so ist man leicht in der Lage, die samtlichen Multi­
plikatoren einer jeden derselben zu bestimmen. Die erste besitzt den 
Multiplikator x-3 y-3 und x-2 + y-2 = c ist ein allgemeines Integral. 
Also ist 

x-3 y-3 F (x-2 + y-2) 

der allgemeinste Multiplikator der ersten Gleichung. Ein Multiplikator 
der zweiten ist lund x 2 + y2 = c ist ein allgemeines Integral. 

Also ist 

ihr allgemeinster Multiplikator. Wenn es nun gelingt, eine Funktion 
zu linden, die als Multiplikator der beiden Differentialgleichungen zu­
gleich brauchbar ist, so ist dieselbe auch ein Multiplikator der ursprunglich 
gegebenen l>illerentialgleichung. Es kommt also darauf an, der Bedingung 

x-3 y-3 F (X-2 + y-2) = I (X2 + y2) 
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zu geniigen. Man sieht leicht, daB es hinreicht 

t (X2 + y2) = (X2 + y2)-S/a und F (:\>2 + y-2) = (:\>2 + y-2)-3/a 

zu wahlen. Daher ist 
(X2 + y2)-3/2 

ein Multiplikator der gegebenen Differentialgleichung. Man priife die 
Richtigkeit dieser Angabe durch Betrachtung der Integrabilitats­
bedingung nacho 

§ 6. Die CLAIRAuTsche Differentialgleichung und 
Verwandtes. 

1. Allgemeine Vorbemerkung. Die Differentialgleichungen 

y = t (x, y') 

y = t (y') 

x = t (y') 

x=t(y,y') 

werden am zweckmaBigsten dadurch behandelt, daB man 

y' = p 
als neue unbekannte Funktion einfiihrt". Kennt man namlich erst ein­
mal y' als Funktion von x, so setze man diese in die gegebene Dif­
ferentialgleichung ein, urn damit eine Gleichung zwischen x und y 
allein zu erhalten. Man verifiziert dann, daB sie ein Integral der Dif­
ferentialgleich ung liefert. 

2. Die CLAIRAUTSche Differentialgleichung. Den Verlauf des Verfahrens 
wollen wir uns jetzt am Beispiel der CLAlRAuTschen Differentialgleichung 

y = x y' + t (y') 

etwas naher ansehen. Wir denken uns in die Differentialgleichung 
irgend eine L6sung derselben eingetragen. Von den L6sungen wird vor­
ausgesetzt, daB sie eine stetige Ableitung y' haben. Urn eine Differential­
gleichung fiir die neue unbekannte Funktion 

y' =p 
zu bekommen, setzen wir voraus, daB y' eine Ableitung nach x und daB 
t (y') eine Ableitung nach y' besitze. Wir differenzieren 

y = xp + t (p) 
nach x. So finden wir 

p = p + X p' + I' (p) p' 
oder 

p' (x + I' (p») = 0 . 
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Diese Gleichung ist erfiillt, wenn entweder 

P'=O 
oder wenn 

x + f' (P) = O. 

1st in einem Intervall p' = 0, so folgt 

P = c = constans. 

Daher wird dann 
Y = xc + f(c) 

ein Integral. Man erhalt so eine Schar von geraden Linien. Man wird 
dazu bemerken, daB 

Y = xc + f(c) 

fur konstantes c ein Integral der CLAlRAuTschen Differentialgleiehung 
ist, unabhangig von jeder tiber die Eindeutigkeit hinausgehenden Vor­
aussetzung tiber f (c) . 

1m, zweiten Falle aber sei in einem Intervall 

Dies mit 

d. h. mit 

x = - f(P). 

y=xP+f(P), 

y = -pf(P) + f(P) 

zusammen gibt, falls t" (P) =1= 0 ist, eine Parameterdarstellung einer be­
stimmten Kurve der x-y-Ebene mit P als Parameter, die gleiehfalls der 
Differentialgleiehung genugt. Denn auch fur diese Kurve wird, wie man 
leicht ausrechnet, 

y=p. 
Allerdings mnS man dazu, wie gesagt, noch voraussetzen, daB f eine 
zweite nieht verschwindende Ableitung besitzt. 

3. SinguUires Integral. Diese Einzelkurve, die zu der Geraden­
schar noch hinzutritt, nennt man ein singulares Integral, wahrend man 
im Gegensatz dazu die Geraden als partikulare Integrale bezeiehnet. 1m 
Falle der CLAIRAUTSchen Differentialgleiehung ist das singulare Integral 
die Enveloppe der einparametrigen Schar der partikularen Integrale. 
Will man namlieh die Enveloppe der Geradenschar 

y = xc + f(c) 

bestimmen, so hat man bekanntlich1 diese Gleiehung nach dem Para-

1 Ohne jetzt auf eine allgemeine Theorie der Enveloppen einer beliebigen 
Kurvenschar eingehen zu wollen, sei hier nur so viel gesagt. Bei den Geraden­
scharen 

y = xc + f(c) 

mogen vorab die folgenden Bemerkungen Platz haben. Da wegen der Eindeutig­
keit von f(c) keine zwei Schargeraden einander parallel sind, so schneiden sich 
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meter c zu differenzieren und dann aus beiden Gleichungen c zu eli­
minieren. So findet man hier fiir die Enveloppe 

x = - f(c) 

y = xc + f(c}. 

Das ist aber gerade die Parameterdarstellung des singularen Inte­
grales. Da aber nun die Enveloppe von den Kurven des allgemeinen 
Integrals beriihrt wird, so geniigen auch ihre Linienelemente der Dif­
ferentialgleichung. Unter einem Linienelemente verstanden wir ja ein 

je zwei derselben. Wenn man eine Kurve sucht, die von den Geraden der Schar 
beriihrt wird, so kann man sich gegenwartig halten, daB zwei geniigend benachbarte 
Tangenten sich in der Nlihe ihrer Beriihrungspunkte schneiden und daB der Be­
rilhrungspunkt der Geraden c als Grenzlage des Schnittpunktes der beiden Geraden 
c und c + k fUr k -+ 0 aufgefaBt werden kann. Der Schnittpunkt aber bestimmt 
sich aus den beiden Gleichungen 

y=xc+f(c) 

y = x (c + h) + I (c + h) 

oder auch aus den beiden Gleichungen 

y=xc+/(c) 

0 - +t(c+h)-t(c) 
-x k • 

Geht man nun zu h -+ 0 iiber, so erhalt man, wie im Text angegeben wurde, zur 
Bestimmung des Punktes, in dem die Gerade c die Enveloppe berithrt, die beiden 
Gleichungen 

y=xc+f(c) 
o =X + f(c), 

oder 
y = - ef(e) + I (c) 
x = - I' (c) , 

die man als eine auf den Parameter c bezogene Darstellung der Enveloppe auf­
fassen mag. Man setze also wieder t" (e) =!= 0 voraus. Man iiberzeugt sich dann 
leicht, daB die Enveloppe in ihrem Punkt c von der Schargeraden c beriihrt wird. 
Denn die Gleichung der Tangente an die Enveloppe im Punkte e wird ja 

y = x e + I (c) . 

Bei diesen letzten Darlegungen ist durch I" (c) =!= 0 angenommen, daB die 
beiden Gleichungen 

x = - f(c) 

y = - ef(c) + f(c) 

tatsachlich eine Kurve bestimmen. Von Interesse ist aber auch der Fall, daB f' (e) 
von e unabhangig ist. Sei etwa t'(c) = a. Dann wird I(e) = ac + b, also die 
Enveloppe durch den Punkt 

x=-a, y=b 

geliefert. Tatsachlich bestehen dann ja auch die Losungen der Differentialgleichung 

y = xy' + ay' + b 
aus den geraden Linien 

die aIle durch den Punkt 
x=-a, y=b 

hindurchgehen. 
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Wertetripel x, y, y' oder geometriseh einen Punkt x, y vereinigt mit 
einer ihn passierenden Geraden. Da dann aber alle Linienelemente 
der partikularen Integrale. der Differentialgleiehung geniigen, so ge­
niigt aueh ein jedes Linienelement, das ein solches partikulares Integral 
mit der Enveloppe im Beriihrungspunkt gemeinsam hat, der Diffe­
rentialgleiehung. Da aber die Enveloppe nur solche Linienelemente 
besitzt, so ist es nicht verwunderlieh, daB die Enveloppe der parti­
kul30ren Integrale der Differentialgleiehung geniigt. In diesen Bemer­
kungen ist schon das allgemeine Gesetz begriindet, daB stets auch bei 
anderen Differentialgleichungen die Enveloppen der partikuliiren Inte­
grale als singuliire Integrale der Differentialgleichung gen[igen. 

4. Weitere Integralkurven. Zum SehluB moehte ieh nun noeh auf 
eine sehr merkwiirdige Tatsaehe aufmerksam maehen. Man kann 
n30rnlieh aus geradlinigen Stiieken und einem Bogen der Enveloppe 
noeh weitere Integralkurven zusammensetzen: Man gehe von einem 
Punkte aus und verfolge eine ihn passierende Gerade der Schar bis zu 
ihrem Beriihrungspunkte mit der Enveloppe und verfolge dann diese 
in der Ankunftsriehtung weiter bis zu einem beliebigen ihrer Punkte 
und gehe in diesem wieder auf die dort beriihrende Sehargerade iiber. 
Eine solche Kurve besitzt in jedem Punkte eine stetig sieh 30ndernde 
Tangente und ist aus lauter Linienelementen der Differentialgleichung 
zusammengesetzt, ist also eine Integralkurve. Wir haben so drei Arten 
von Integralkurven der CU.IRAUTsehen Gleiehung kennengelernt. Die 
Geraden, die Enveloppe und Kurven, die aus Geraden und einem 
Enveloppenbogen bestehen. Fiir die Existenz der Enveloppe muBten 
wir auBer der Eindeutigkeit noeh die zweimalige Differenzierbarkeit 
von fund t" =l= 0 voraussetzen. KAMKE! und LIEBMANN2 haben ge­
zeigt, daB es weiter keine Integrale gibt. Die Beweise konnten dort 
sogar unter geringeren Voraussetzungen iiber f gefiihrt werden. 

5. Die LAGRANGESche Differentialgleichung. Aueh bei der LAGRANGE­
sehen Differentialgleichung 

x + y f (y') + !p (y') = 0 

erlaubt es die Einfiihrung von 

y' = p, 
die vorzunehmenden Auflosungsprozesse erst naeh der Integration aus­
zufiihren. Fiihrt man n30mlieh y' = p ein und differenziert nach x, 
so erhalt man 

I + p f (P) + y f (P) p' + !p' (P) p' = o. 
Fiihrt man nun noeh y statt x als unabh30ngige Variable ein, so erh301t 
man 

1+ P f (P) + y f (P) P ~: + !p' (P) P ~~ = 0 

1 Math. Zeitschr. Bd.27. 2 Math. Zeitschr. Bel.2!J. 
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fiir P (y). Geht man zur Umkehrungsfunktion y (P) tiber, so wird 

~~(l + Pf(P» + ypf'(P) + P q/(P) = 0 

und das ist eine !ineare Differentialgleichung fiir y (P). 
Hat man aus ihr y als Funktion des Parameters p bestimmt, so 

liefert die Differentialgleichung selbst auch x als Funktion dieses Para­
meters. DaB man so wirklich die Losungen in Parameterdarsteilung 
gefunden hat, verifiziert man durch Einsetzen in die Differentialglei­
chung. 

Ganz ahnlich verfahrt man auch bei den anderen Differential­
gleichungen, die zu Beginn dieses Paragraphen aufgeftihrt wurden. 

§ 7. Ziel und Tragweite der elementaren 
Integrationsmethoden. 

N ach unseren Erfahrungen kann man es wohl als das Ziel der 
elementaren Integrationsmethoden bezeichnen, geschlossene Ausdriicke 
fUr die Losungen von Differentialgleichungen zu finden. Als Hilfs­
mittel werden dabei die elementaren Funktionen und die Quadraturen 
d. h. die bestimmten Integrale zugelassen. Es ist ja ein bekannter 
Satz von LIOUVILLE1, daB man nicht aile Integrale elementarer Funk­
tionen durch elementare Funktionen ausdrticken kann. Elementar 
heiBen dabei aile Funktionen, die sich durch endlich oftmalige Anwen­
dung algebraischer, exponentieiler und logarithmischer Prozesse expli­
zit darsteilen lassen. Ebenso soilen jetzt noch endlich viele Quadra­
turen zugelassen werden. Es ist wieder ein Satz von LIOUVILLE; daB man 
nicht aile Differentialgleichungen erster Ordnung, die durch Null­
setzen elementarer Funktionen gegeben sind, auf diese Weise losen 
kann. Die Beispiele, an denen das LIOUVILLE gezeigt hat, gehoren dem 
Gebiet der sogenannten RICCATISchen Differentialgleichungen an. Dar­
unter versteht man Differentialgleichungen von dieser Gestalt: 

(1) y' = (Xo (x) + 0(1 (x) Y + cX2 (x) y2. 

EULER, dessen "Institutiones calculi integralis" auch heute noch die 
reichste Sammlung elementar integrierbarer Differentialgleichungen 
enthalten, hatte sich damit befaBt, elementar integrierbare Falle der 
spezieilen RICCATISchen Gleichung 

(2) y' + y2 = axm (a = Konstante) 

zu finden. Sein Ergebnis ist dieses: Es laf3t sick Trennung der Variablen 
stets dann erreicken, wenn der Exponent m unter Verwendung einer 

1 CRELLES Journal Bd. 13. 
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ganzen positiven Zahl k in einer der beiden F ormen 

-4k -4k 
m = 2k + 1 oder m = 2k _ 1 

geschrieben werden kann. 1m ersten der beiden Falle macht man die 
Substitution 

y=_a_ Z - 1 
m+l 

und gelangt so zu der Differentialgleichung 

Z ' + Z2 - a tn·t 4k 
- (m + 1)2 ml n = - 2k _ 1 • 

In einer solchen geht man dann mit der Substitution 
1 

t=-, 
T 

1 z Z=·_--
t t2 

weiter und gelangt zu 
'+ 2 a . -4(k-l) 

z z = (m + 1)2 TV mit· 'P = 2 (k _ 1) + 1 • 

Somit kommt man durch mehrmalige Verwendung solcher Substitu­
tionen in allen erwahnten Fallen nach endlich vielen Schritten zu 
einer Differentialgleichung 

y' + y2 = ot 

mit konstantem ot, in welcher also die Variablen getrennt sind. Als 
Grenzfall k -+ 00 ist unter jenen RICCATlSchen Gleichungen auch noch 

y' + y2 = ax-2 

enthalten. Hier fiihrt die Substitution y = ! zu einem der schon be­

handeIten Typen. LIOUVILLE hat nun gezeigt, daB die hier aufgefiihrten 
die einzigen Falle sind, in welchen spezielle RICcATlsche Gleichungen (2) 
elementar integrierbar sind. Damit hat er Beispiele von Differential­
gleichungen gegeben, welche nicht elementar oder durch Quadraturen 
integrierbar sind. Die LIOUVILLEsche Arbeit, auf die wegen des Beweises 
verwiesen werden muB, steht in LIOUVILLES Journal de mathematiques, 
Bd.6 (1841). 

Der Leser wird noch ein Wort iiber die allgemeine RI<5cATISche 
Gleichung (1) vermissen. Sie wird durch die Substitution 

(3) 

in die line are homogene 

1 dlogu. 
y=---­

OC2 dx 

Differentialgleichung zweiter Ordnung 

(4) ot2U" - (ot~ + ot1 ot2) u' + otoot~U = 0 

iibergefiihrtl. Der von EULER behandeIte spezielle Typus (2) fiihrt auf 

u"-axmu=O, 

1 Jede lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung kann durch 
Umkehrung dieses Prozesses auch in eine RICCATISche verwandelt werden. 
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die also fUr m = 2~ ~\ elementar integrierl werden kann. Elementar 

sind weiter diejenigen dem allgemeinen Typus (I) angehorigen Glei­
chungen zu integrieren, in welchen , 

aootz = cI ' CXs + otl = Cz ist (wo ci und c2 Konstanten sind). 
CXs 

Denn dann bekommt die lineare Differentialgleichung (3) konstante 
Koeffizienten und kann daher, wie wir S. 153 sehen werden, elementar 
behandelt werden. Bei Betrachtung der linearen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung werden wir nochmals auf die RICCATIschen zuriick­
kommen und dann noch einen allgemeinen Satz iiber dieselben kennen­
lernen (S. 156). 

II. Kapitel. 

Die Methode der sukzessiven Approximationen und 
verschiedene Anwendungen derselben. 

Die bisher verwendeten Methoden sind recht primitiv und dem­
entsprechend ist ihre Tragweite gering. Natiirlich kann man in hin­
reichend einfachen Fallen ErsprieBliches mit denselben erzielen, aber 
in komplizierleren Fallen werden die Resultate rechnerisch recht um­
standlich. Daran andern auch nichts die Uberlegungen, durch die 
LIE die Theorie der elementaren Integrationsmethoden auf eine syste­
matische Basis gestellt hatl. Aber die Ausbeute dieser an sich schonen 
Uberlegungen ist fUr die Untersuchung der funktionentheoretischen 
Natur der L6sungen und ihres numerischen Verlaufes gering. Immerhin 
solI im Kap. III ein knapper Uberblick iiber diese Gedankengange ge­
geben werden. 

Wir wollen nun zunachst eine bequeme, gut konvergente Methode 
zur naherungsweisen Integration von Differentialgleichungen kennen 
lernen. Wir werden uns dabei auch gleichzeitig vergewissern, daB in 
der Tat jede Differentialgleichung Losungen besitzt, und damit auch 
die S. 4 ausgesprochene Vermutung beweisen: 

(1) 

§ 1. Das Verfahren der sukzessiven Approximationen. 
1. Existenzsatz. Zunachst wollen wir den folgenden 
Existenztheorem: In der Differentialgleichung 

dy 
dx = f (x, y) 

Satz beweisen. 

1 SOPHUS LIE hat in seinem gemeinsam mit GEORG SCHEFFERS herausgegebenen 
Buch: Vorlesungen uber Differentialgleichungen mit bekannten infinitesimalen Trans­
formationen (Leipzig 1891) eine eingehende Theorie der elementaren Integrations­
methoden gegeben. Man vergleiche auch den Bd. III der gesammelten Abhand­
lungen von LIE, sowie L. BIANCHI: Lezioni sulla teoria dei gruppi continui di 
trasformazioni. Bologna 1928. 
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sei f (x, y) in einem gegebenen Bereiehe1 B der x y-Ebene stetig und genuge 
fur jedes dem Bereiehe angehorige Punktepaar (x, Yl) und (x, Y2) der 
LIPSCHlTZsehen Bedingung 

(2) 

wo Meine passende, von x, von Yl zmd von Y2 unabhiingige positive Zahl 
ist. In B sei ferner 2 I f (x, y) I < M. Es seien weiter a und b zwei posi­
tive Zahlen, die der Bedingung2 

(3) aM<b 

genugen, und fur die das Rechteck R: 

I x- xol < a, I Y - Yo I <b 

dem Bereiche B angehort. Dann gibt es genau eine samt ihrer ersten Ab­
leitung in I x - Xo I <a stetige Fzmktion Y = cP (x), die der Differen­
tialgleiehung (1) genugt, fur die also in ! x - Xo I < a 

cp' (x) = f (x, cp (x)) 

gilt, und die zugleieh dureh den Punkt (xo' Yo) hindurchgeht, fur die also 
cp (xol = Yo ist. 

Die im Satz genannte LIPscHITzsehe Bedingung ist sieher dann 
erfiiilt, wenn f (x, y) eine in B stetige und besehrankte partielle Ab­
leitung naeh y besitzt. Denn wenn diese dann in B der Ungleiehung 

;; I < M geniigt, dann lehrt der Mittelwertsatz, daB die LIPSCHlTZsehe 

Bedingung erfiillt ist. 
Zum Beweis verwende ich das Verfahren der sukzessiven Approxi­

mationen. Urn es einzuleiten, geht man von irgendeiner stetigen Fun-

1 Unter einem "Bereiche der xy-Ebene" werde ein fiir a11emal eine Punkt­
menge dieser Ebene verstanden, derart, daJ3 es um jeden ihrer Punkte eine Kreis­
scheibe gfbt, die ganz zur Menge gehort. AuJ3erdem 5011 die Menge aus nur einem 
StUck bestehen, so daJ3 man je zwei ihrer Punkte miteinander durch einen dem 
Bereiche angehorigen Polygonzug verbinden kann. 

2 Diese Bedingung entfallt, wenn der Bereich B so definiert ist: C( ;:;;:;; x ;:;;:;; f3, 
y beliebig. Dies ist der Fall fUr line are Differentialgleichungen 

y' = f (x) + g (x) y , 
aber auch z. B. fUr 

y' = sin y. 

Denn ist im ersten Fall in IX ;:;;:;; X ;:;;:;; f3 
Ig(x) 1;S1I1, 

so folgt 
1 f (x, Yl) - f (x, Y2) I ;S l'vI I Yl - Y21 . 

1m zweiten Fall aber ist 

Also 
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tion Y = Yo (x) aus, die nur der Anfangsbedingung Yo (xo) = Yo geniigen 
und der eine dem Rechteck R angehorige Kurve entsprechen moge. 
Man kann als solche erste Naherung Yo (x) etwa die Konstante Yo (x) 
== Yo wahlen. Man kann aber auch, und das wird, wenn man erne rasche 
Annaherung an die LOsung anstrebt, zweckmaBiger sein, den Polygon­
zug nehmen, den wir schon auf S. 3 erwahnt haben und der den be­
kannten Naherungssummen der bestimmten Integrale entspricht. Aus­
gehend von y = Yo (x) werden die weiteren Naherungen auf folgende 
Weise gewonnen. Falls 

'1: = t (x, Yo (x)) 

ist, so ist yo(x) eine Losung. Anderenfalls setze man 

%1 = f (x, Yo (x)) 

und bestimme hieraus Yl (x) so, daB Yl (xo) = Yo wird. Wie man aus 
der Integralrechnung weiB, ist hierdurch Yl (x) eindeutig bestimmt, 
und zwar ist 

a: 
Yl (x) = Yo + f t (~, Yo (~)) d~ • 

a:. 

Nun bestimmt man Y2 so aus ~ ': = t (x , Yl (x)), daB Y2 (xo) = Yo wird, 

und findet 
a: 

Y2(X)=YO+ ft(~,YtC~))d~. 
a:. 

Allgemein wird Yn durch 

dy.. t dx = (x, Yn-l) , 

definiert, so daB 
a: 

Yn (x) = Yo + f t (~, Yn-l (~)) d~ 
a:. 

ist. Falls eine der hierbei vorkommenden Naherungen selbst Losung 
ist, falls also z. B. y~ (x) = t (x, Yn (x)), Yn (xo) = Yo ist, so wird 
YnH (x) = Yn (x) fiir p ~ O. Anderenfalls ist zur Bestimmung erner 
Losung noch die Konvergenz der Y n (x) zu untersuchen. Dabei wird 
sich dann auch ergeben, daB die iibrigen Behauptungen unseres Satzes 
zutreffen. 

Wir wollen zeigen, daB der lim Yn (x) existiert und daB die Grenz-
n~CXl 

funktion Y (x) = lim Yn (x) eine Losung der vorgelegten Differential-
n~CXl 

gleichung ist. Zunachst erhebt sich aber die Frage, ob man die an­
gegebenen Schritte tatsachlich ausfiihren kann. Das geht dann und nur 
dann, wenn die Kurven y = Y .. (x) fiir das Intervall I x - Xo I < a 
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alle dem zugrunde gelegten Bereich angehoren. Dies ist ohne weiteres 
der Fall, wenn der Bereich B so definiert ist: IX < X < f3, Y beliebig. 
Liegt aber ein allgemeinerer Bereich vor, so muB man unter Heranzie­
hung der Bedingung (3) so schlieBen: Wir nahmen an, daB y = Yo (x) 
fUr I x - Xo I < a eine Kurve aus dem Rechteck R ist. Nehmen wir im 
Sinne der vollstandigen Induktion an, daB y = Yn-l (x) eine Kurve 
aus B ist. Dann wird 

-" 

!Yn(x) - Yo I <f If(~, Yn-l) I d~ < M I x - Xo I· 
Xo 

Nun ist 
! x - Xo I <a und M a < b. 

Also ist 
IYn(x)-Yol<b. 

Daher liegen fUr I x - Xo I <a alle Naherungskurven Y = J'n (xl 1m 
Rechteck R 1. 

Weiter bemerkt man, daB fUr I x - Xo I < a 

I Yl(X) - Yo(x) I 
j-----x=xo-I 

beschrankt ist. Wahlt man also N passend, so ist 

I Yl (x) - Yo (x) I < N I x - Xo [. 
Ferner wird 

x x 

I Y2(X) - Yl (x) i = [f! (f(~, Y1) -t(~, Yo)) d~! < M f I Yt (~) - yo(~) Id~ 
~ ~ 

x I x X 2 

< M N If! ~ - Xo I d ~ I = M N ----=-2~· 
x. 

Allgemein wird, wie man durch vollstandige Induktion nachweist, 
'x - X In ly .. (x)-Yn_1(x)I<Mn-l.N. 11!0'. 

Denn nimmt man 

x - x In - 1 
: Y (x) - Y (x) 1< Mn-2.N ____ 0 ---, n-1 n-2 = (n - I)! 

als richtig an, so folgt aus 
s 

Yn(x) - Yn-1(x) = J {t(~, Yn-l) - t(~, Yn-2)}d~, 
Xo 

daB 

'Yn(x) - Yn-l(x) I <M I j IYn-1 - Yn-2! d~ \ < Mn-l.N.: X ~;";().,, 
x. 

ist. 

1 Dies ist die einzige Stelle, wo von der Voraussetzung (3) oder von I f (x, y) 1< M 
Gebrauch gemacht wird. 
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Die Reihe 

y(x) = limYn(x) 

=Yo(x) + (Yl(X) -Yo(x)) + ... + (Yn(x) -Yn-l(X)) + ... 
konvergiert hiernach absolut und gleichmaBig fiir alle x mit I x - Xo i < a. 
Die Konvergenz ist mit der der Reihe fUr die Exponentialfunktion 
vergleichbar. Sie ist also sehr gut. Wegen der gleichmaBigen Kon­
vergenz ist Y (x) stetig in I x - Xo I <a. Da Yn (x) in R verlauft, ist 
I (x, Yn) erklart und eine stetige Funktion von x. Aus der LIPSCHITZ­
Bedingung folgt 

I I (x, y) - I (x, Y n) I < M I Y - Y n I 
und daher existiert auch 

lim/(x, Yn) = i(x, y) 

gleichmaBig. Aus 
x 

Yn(x) = Yo + J i(~, Yn-1) d~ 
.\"0 

ergibt sich daher fUr n -+ 00 
x 

y(x) = Yo + J i(~, y) d~. 
-"0 

Daraus folgt 
dy 
dx = i(x, y). 

So haben wir also eine L6sung der Differentialgleichung gefunden, 
die der gegebenen Anfangsbedingung genugt. Fur I x - Xo I < a gilt! 
fUr dieselbe I y(x) - Yo I <a M < b. 

Wir wollen uns noch uberzeugen, daB sie tatsachlich die einzige 
L6sung ist, die die im Existenzsatz ausgesprochenen Eigenschaften 
besitzt. Nimmt man an, Y (x) und Y (x) seien zwei L6sungen, die der 
Bedingung 

y(xo) = y (xo) = Yo 

genugen. f1, sei das Maximum der Differenz I Y (x) - Y (x) I fiir 
xo;;;;; x < Xo + oc. oc ist dabei eine ZahI, uber die wir gleich noch naher 
verfugen werden. Dann ist . 

I/(x, Y)-i(x,y)I<MjY-yl· 
Aus 

Y' - y' = i(x, Y) - i(x, y) 
folgt weiter 

1 Diese Aussage entfallt in den Hillen, wo M nicht eingeftihrt wurde. 
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S . . 1 . 
el nun welter IX < 2 M ' so 1St 

! Y(x) - y(x) I <~- fur Xo ~ x <xo + IX, 

was nur dann keinen Widerspruch gegen die Definition von f-t be­
deutet, wenn f-t = 0 ist. Dann fallen aber zwischen x = Xo und x = Xo + IX 

beide Losungen zusammen. Ebenso schlieBt man im Intervall Xo - IX 

< X < Xo usw. Tatsachlich existiert also nur eine Losung bei gegebener 
Anfangsbedingung1• Anlangsbedingung heiSt dabei die Bedingung, daB 
fUr y (xo) = Yo sein solI. Es ist also am Anfang eines Intervalles, in dem 
eine Losung gefunden werden solI, ihr Wert vorgeschrieben. Der ein­
gangs ausgesprochene Satz ist nun in allen Teilen bewiesen. Die Ge­
samtheit der nach ihm vorhandenen Integrale machen das allgemeine 
Integral der Differentialgleichung aus. Jedes einzelne derselben heiSt 
ein partikulares Integral. (Vgl. dazu die vorlaufige Erklarung S. 19.) 

2. Bemerkungen: 1. Unsere Beweisfuhrung laBt nicht erkennen, inwieweit 
die gemachten Voraussetzungen fur die Richtigkeit der Behauptungen notwendig 
sind. In dieser Hinsicht hebe ich folgendes hervor. Fur die Existenz der LOsungen 
reicht die Stetigkeit von f(x,,,) hin. Erst fur die Einzigkeit der Losung, d. h. 
ihre eindeutige Bestimmtheit durch die Anfangsbedingungen muB eine weitere 
Bedingung wie die LIPSCHITzsche gefordert werden. Dies hat zuerst PEANO er­
kanntl • Einen besonders durchsichtigen Beweis hat PERRON3 gegeben. Einen 
Beweis dafiir, daB (1) bei bloBer von f (x,,,) vorausgesetzter Stetigkeit stets 
LOsungen besitzt, findet der Leser auf S. 46ff. dieses Buches. DaB die Einzigkeit 
der LOsung ohne LIPSCHITz-Bedingung verlorengehen kann, sieht man schon bei 
der Differentiaigieichung 

1 + l'TYT fur x > 0 

,,' = 0 ffir x = 0 

'='=-tTYT fur x < 0 

an der Stelle x = y = O. Denn " = 0 und " = x ~x I sind zwei L6sungen durch 

diesen Punkt. Vgl. auch S.70ff. 
2. Die Gute der Konvergenz unseres Verfahrens, d. h. die Zahl der Schritte, 

welche man notig hat, um eine gewisse Annaherung an die Integraikurve zu er-

zielen. hangt wesentlich von der Zahl M, d. h. von dem Maximum von :: in 

dem Rechteck ab. Man kann sich geometrisch Ieicht uberlegen, daB man es in 
einem gewissen MaBe in der Hand hat. durch eine passende Substitution, die 
geometrisch auf eine Drehung des x,,-Koordinatensystems hinausiauft, hier 

1 Man kann unschwer unser Ergebnis dahin erganzen, daB es auBer der ge­
fundenen keine LOsung gibt, fur die lim f(x) = Yo ist. Wenn man also von einer 

% ..... %0 

LOsung f (~) nur voraussetzt, daB sie fur Xo < x < Xo + a differenzierbar ist. 
und daB lim f (xl = Yo ist. so ist sie schon mit der im Existenztheorem angegebenen 

x-+- Xo 

identisch. 
2 Math. Ann. Bd.37. 1890. Vgl. dazu G. MIE: Math. Ann. Bd.43. 1893. 
3 Math. Ann. 76. 
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einigermaBen giinstige Verhaltnisse zu schaffen. Schon S. 2 war von der geo­
metrischen Deutung der Differentialgleichung die Rede. 1hr geometrisches Aqui­
valent war ein Feld von Linienelementen. Man kann demselben eine gewisse 
Ubersichtlichkeit dadurch verschaffen. daB man die Linien einzeichnet. in deren 
Punkten Linienelemente gleicher Richtung liegen. Wir wollen sie die I soklinen 

der Differentialgleichung nennen. Wenn nun :: einen groBen Wert hat. so be­

deutet das geometrisch, daB sich auf den Parallelen zur y-Achse die Richtung 
der Linienelemente rasch andert, daB also diese geraden Linien die verschiedenen 
Isoklinen in rascher Folge durchsetzen. Wenn man also das Koordinatensystem 
so legt, daB die 1soklinen einigermaBen senkrecht zur Richtung der x-Achse 

h 'd' S iJj.. B kl' d dd 'd ste en, so wlr 1m neuen ystem iJy elmgerma en eln wer en un ann Wir 

die Konvergenz unseres Verfahrens besser. Das wiirde auch bei der zeichnerischen 
Dnrchfiihrung der Methode der sukzessiven Approximationen zur Geltung kommen. 

3. Integralkurven in Parameterdarstellung. Durch eine Differential­
gleichung wird jedem Punkte des Bereiehes Beine Gerade zugeordnet. 
Dabei ist es gem~U3 den iiber f (x, y) gemaehten Voraussetzungen aus­
gesehlossen, daB die gegebenen Geraden der y-Aehse parallel werden. 
Die geometriseheAuffassung laBt somit als willkiirlieh erscheinen, was uns 
wohl bisher als verniinftigeAnnahme ersehien. Drehung des Koordinaten­
systems kann bewirken, daB t (x, y) an einzelnen Stellen unendlieh wird, 
und umgekehrt kann man ein solches Unendliehwerden von t (x, y) dureh 
Anderung des Koordinatensystems in der Umgebung eines Punktes viel­
fach beseitigen, indem man durch Drehung des Koordinatensystems zu 
einer anderen Differentialgleichung iibergeht, die aueh in dem bisherigen 
Ausnahmepunkt unseren Voraussctzungen geniigt, die aber in seiner 
Umgebung dieselben Geraden vorsehreibt, wie die gegebene. Ein Un­
endlichwerden von t (x, y) braueht also nicht notwendig ein singulares 
Vorkommen im Geradenfeld zu bedeuten. Es kann einfaeh auf der Lage 
des Koordinatensystems beruhen, und bedeuten, daB eine Integral-' 

kurve des Geradenfeldes1 der y-Aehse parallel wird. Wenn z. B. t (Xl, y) 

stetig bleibt, kannen wir durch Vertausehung von x und y zum Ziele 
gelangen. Am besten entspricht aber der Ubergang zur Parameter­
darstellung der geometrisehen Saehlage. Man kann durch irgendeine 

Gleiehung ~: = ({! (x, y) mit stetigem ({! (x, y) den Parameter t ein­

fUhren. ({! (x, y) soli dabei langs einer Integralkurve nirgends verschwin­
den. Tragt man namlich rechts die Gleiehung y = f (x) einer Lasung 
ein, so gewinnt man hieraus dureh Quadratur ihre Parameterdarstcl­
lung2, wobei noch der t = 0 entspreehende Punkt auf jeder Lasung 
beliebig wahlbar bleibt, wie es der noch auftretenden Integrations­
konstanten entspricht. Durch EinfUhrung dieses Parameters t kann 

I d. h. cine Kurve, die in jedem ihrer Punkte die Feldgerade beriihrt. 

9 • dx S dx 
- Es wlrd also dt = ({J (x. f(x)), also t = p{%.7(x))· 

BIE:BERBACH. Differ€'ntialg1eichungen. :~ . . \ufl. 3 
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dy . dy 
man dann statt d x = I (x ,Y) auch schrelben d t = I· cp und so diese 

eine Differentialgleichung durch das System x' = cp, y' = I· cp ersetzen. 
Ein entsprechender Existenzsatz lehrt dann wieder, daB es unter ent­
sprechenden Bedingungen fUr lund cp genau eine Losung gibt, die fUr 
t = to die Werte Xo und Yo annimmt. Denkt man noch an die Will­
kiir in der Wahl des t = 0 entsprechenden Punktes, so kann man auch 
sagen, es gehe nach wie vor durch jeden Punkt xo, Yo genau eine Inte­
gralkurve des Geradenfeldes, d. h. jetzt eine Losung des angegebenen 
Systemsl . Diese Betrachtungen legen es nahe, den Existenzsatz auf 
Systeme von Differentialgleichungen auszudehnen. 

4. Systeme. Man kann nun aber auch auf Systeme direkt die Methode der 
sukzessiven Approximationen ohne jede nennenswerte Anderung iiber­
tragen und so auch noch allgemeinere Systeme betrachten wie z. B. 

dy 
Ii x = I (x, y, z) , 

liz dx = g(x,y,z). 

Hier wird man dann x, y, z als drei Raumkoordinaten deuten. 
Geometrisch bedeuten dann diese Gleichungen wieder, daB jedem Raum­
punkt aus einem gewissen Bereich ein Linienelement zugeordnet wird. 
Und dann geht wieder durch jeden Punkt eine Losung. lch formuliere 
nun gleich den Satz fUr das allgemeinste System: 

(i = 1,2 ... n) • 

Die Funktionen Ii (x, Yl' ... ,Yn) seien in einem gewfssen Bereich der 
X.Yi' also z. B. in dem Bereich R: I x - Xo I < a, IYi - Y? I < hi ein-

1 Die durch einen Punkt gehende Integralkurve des Geradenfeldes andert 
sich nicht, wenn man vom Parameter t zu einem anderen ubergeht. Denn ist 
lix dy 
d-i = f (x, y), dt = g (x, y) ein System, das jedem Punkt eine Feldgerade zu-

weist, so ist auch 

dx 
d T = f (x, y) 11 (x, y) , 

dy 
._.- = g (x, y) h (x, y) 
Ii. 

fur jedes nicht verschwindende 11 (x, y) ein ebensolches System. Es geht aus uem 
Ii t I 

ersten hen·or, wenn man durch d. = h(x, y) den neuen Parameter T einfuhrt. 

1st dann x = x (t), Y = Y (t), x (to) = to, Y (to) = Yo eine Integralkurve des ersten Sy­
stems, so ist x = x (t(.»), y = y (t (.»). t (.0) = to offenbar dieselbe Kurve, aber 
auch Integralkurve des zweiten Systems, da t (.) durch 

geliefert wird. 



§ 1. Das Verfahren der sukzessiven Approximationen. 85 

deutig und stetig erkliirt. Es sei darin 

(4) I Ii I < iVli und es sei bi > aM,. 

Endlich sei in R die LIPSCHITz-Bedingung 

(5) i I(x,y~, ... ,y~) - I(x,yr,··· ,y~) j < M {iY~ -y~1 + ... + iY~ - y;: I} 
erlUllt. Dann gibt es genau n in Ix - Xo I < a. stetige und mit stetigen 
ersten Ableitungen versehene Funktionen Yi (x), welche diesen Ditle­
rentialgleichungen genugen, lur welche Yi (xo) = y!O) ist, und die in 
I x - Xo I < a stetig sind!. 

5. Zusatz. Kommt insbesondere auf der rechten Seite x nicht Yor, 
so kann man x langs vielen Integralkurven als Parameter auffassen 
und zu einem eine Gleichung weniger umfassenden System ubergehen. 
Durch jedenPunkt des x ,Yi-Raumes geht dann genaueineLosung, die das 
urspriingliche System in Parameterdarstellung liefert. Denken wir ins­
besondere an das ebene System zuruck, wo also zwei auf einen Para­
meter t bezogene Differentialgleichungen x' = I (x, Y), Y ' = g (x, y) vor­
liegen, so ist dieser Ruckgang auf eine Gleichung nur dann nicht mog­
lich, wenn an einer Stelle xo, Yo sowohl I(xo, Yo) wie g(xo, Yo) verschwin­
den. Dann wollen wir diese Stelle eine singuliire nennen. Wir werden 
solche singulare Stellen bald noch ausfiihrlicher behandeln. Hier sei 
nur einiges angefUhrt, was aus unseren bisherigen Darlegungen von 
selbst sich ergibt. Der fUr Systeme ausgesprochene Existenzsatz ist 
auch hier ohne weiteres anwendbar. Es gibt genau eine Losung, welche 
fUr t = to die Werte Xo und Yo annimmt, das ist eben die Losung x = xo, 
y = Yo, der geometrisch in der x-y-Ebene keine Kurve, sondern eben 
nur der singuHire Punkt entspricht. Auch hier ist wieder2 zu bemerken, 
daB unsere BeweisfUhrung die Behauptung mit umfaBt, daB es auch 
keine weiteren Losungen gibt, die bei endlichem to fUr t -? to gegen Xo 
und Yo konvergieren. Wohl aber kann es weitere Losungen geben, 
welche fUr t-? 00 gegen Xo und Yo konvergieren. So sind ja z. B. fur die 
Differentialgleich ung 

deren singularer Punkt x = y = 0 ist, aile Geraden y = mx Losungen. 
In Parameterdarstellung kann man das System x' = x, y' = y wahlen, 

und x = et Xo , Y = et Yo 

1 Es sei dem Leser als niitzliche Ubung iiberlassen, die ffir eine einzelne 
Differentialgleichung in diesem Paragraphen vorgetragene Beweisfiihrung auf 
Systeme zu iibertragen. Besonders mag aber fiir spatere Anwendung hervor­
gehoben werden, daB auf die Bedingung (4) dann verzichtet werden kann, wenn 
der Bereich R so erklart ist: Ix - Xo I < a, aIle y beliebig. Das trifft insbesondere 
fiir Systeme linearer Differentialgleichungen zu, d. h. dann, wenn die Ii lineare 
Funktionen der y sind. Ebenso entfallen die Voraussetzungen (4) filr aIle die­
jenigen unter den I, die z. B. in den y linear sind. 

2'Vgl. die FuBr'lote 1 auf S. 32. 
3* 
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werden Losungen, welche fUr t -+ - 00 gegen x = 0 und gegen y = 0 
streben, obwohl x = 0 und y = 0 die einzige Losung des Systems ist, 
welcher der Koordinatenursprung angehort. 

Eine jede Differentialgleichung hOherer Ordnung kann als Spezial­
fall eines Systems aufgefaBt werden. Betrachten wir z. B. die Differential­
gleichung zweiter Ordnung 

(6) y" = I (x , y, y') , 

so kann man y' = z setzen. Dann ist (6) aquivalent mit dem System 

(7) y'=z 

z' = t (x , y, z) • 

So falgt aus dem Existenzsatz fiir Systeme auch ein Existenzsatz fUr 
Differentialgleichungen hoherer Ordnung. Wir kommen S. 140 darauf 
zuriick. 

§ 2. Die graphische Darstellung der Differentialgleichungen. 

Fiir unsere Zwecke ist die Darstellung vermittels der Isoklinen 
die wichtigste. Wir haben oben schon dargelegt, daB eine Differential­
gleichung dy 

dx = I(x,y) 

oder ein System von Differentialgleichungen 

11 

1 

Abb.3a. 

dx dy 
dt = g(x,y) , de = h (x,y) 

f jedem Punkt eines Bereiches B, in 
; dem I(x, y), g(x, y}, hex, y) ein-

! deutig, stetig und mit stetigen Ab­: 
" leitungen erster Ordnung versehen 

" sein sollen, und in dem g und h , 
" nirgends gleichzeitig verschwinden, 

" eine Gerade zuordnet, und daB also 
I 

" / eine Differentialgleichung durch ein , / 

" / _ oJ Feld von Linienelementen gra-
.'/--/ ¥ phisch dargestellt wird. Urn nun in 

f 

Abb.3b. 

diese Darstellung eine gewisse Uber­
sicht1}chkeit zu bringen, verbanden 
wir die Punkte des Bereiches, 

welchen die gleiche Richtung zugeordnet ist, durch Kurven, die wir 
Isaklinen nannten (vgl. S. 33). Wir versehen die einzelnen Isoklinen 
mit Nummern und merken uns in einem nebenan verzeichneten Ge­
radenplan die zugehorigen Geraden an!. 

1 Man konnte natiirlich auch gerade Linien der verlangten Stellung an die 
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In Abb.3 verzeichnen wir das Bild der Differentialgleichung 
dy % 

d% = -yO 
Abb.4 zeigt die Differentialgleichung 

dy = x 2 + y2 
d% ' 

wobei der kleinste Kreis­
radius als Langeneinheit 
gedacht ist. 

Eine besondere Eigen­
tiimlichkeit weisen die 
Linienelemente der line­

!I 

aren Ditferentialgleichun- --t-+-t--+--+----1f--+-+-~-...... -.z: 
gen auf. Diejenigen Li­
nienelemente namIich, 
welche zu Punkten mit 
gleicher Abszisse gehoren, 
sind auf einen festen 
Punkt hingerichtet. Wenn 
namlich die Differential­
gleichung 

y' + f (x) y + g (x) = 0 
Abb.4&. Abb.4b. 

gegeben ist, so gehort das Linienelement des Punktes x, Y der Geraden 

'YJ = y - (f (:x) y + g (x)) (~ - x) 

an. Das Linienelement des Punktes x, Yl aber liegt auf 

'YJ = Yl - (f (x) Yl + g (x)) (~- x) • 

Beide Geraden schneiden sich im Punkt 

g (%) 
'YJ = - j(%) , 

dessen Koordinaten also nur von x, nicht von yoder Yl abhangen. 
Man kann daher die Leitkurve 

g (%) 
'YJ = - j(%) 

statt der Isoklinen verwenden, wenn man zu jedem ihrer Punkte die 
zugehorige Abszisse· x derjenigen Linienelemente x, Y, y' anmerkt, 
welche auf diesen Punkt hingerichtet sind. Natiirlich kann man von 

Isoklinen selbst zeichnen. Es wiirde aber Wirrwarr geben, wollte man sie hier 
so lang wahlen, daB man mit einiger Sicherheit dann durch andere Punkte Parallelen 
dazu ziehen kann. 
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hier aus auch leicht das Isoklinenfeid selbst zeichnen. Abb.5 zeigt das 
Bild der Differentialgleichung 

y'=yx+l 

1/ mit der Leitkurve 

1 
;=x---, 

.1' 

oder 

1 
'Y}=--

x 

-----------------r--------------~; 

Will man also z. B. das 
zum Punkt (2, 3) gehOrige 
Linienelement finden, so 

Abb.5. 

sucht man den Punkt der 
Leithyperbel, dessen Ordi­
nate 'Y} = - t ist und ver­
bindet ihn mit (2, 3). Dies 
Iiefert die Richtung des Li­
nienelements. (V gl. Abb. 5; 
an die Hyperbelpunkte sind 

die Abszissen x angeschrieben. In unserem Beispiel ist also der 
Hyperbelpunkt zu nehmen, an dem 2 steht.) 

Will man ausgehend von der Leitkurve die Isoklinen zeichnen, 
z. B. die zu Vi = 2 gehorige, so lege man durch alle Punkte der Leit-

- kurve Parallele zu der ge­
wiinschten Richtung der Li­
nienelemente und bringe diese 
mit den zu den einzelnen Kur-

7 

S 
¥ 
J 
Z 

venpunkten gehorigen Par­
allelen zur y-Achse zum 
Schnitt. So erhalt man zu 
jeder Abszisse denjenigen 
Punkt, dessen Linienelement 
die gewiinschte Richtung hat. 

Sowohl Isokiinenfeid wie 
Leitkurve konnen auch mit 
Vorteil verwendet werden, 

Abb.6. y,renn es sich darum handelt, 
in der schon angedeuteten 

Weise eine erste Naherungs16sung der Differentialgleichung zu zeichnen. 
Abb. 6 zeigt eine solche fUr die Differentiaigieichung 

y' = x2 + y2. 

Man kann die Naherungen dadurch verbessern, daB man die Iso­
klinen dichter wahlt. Auch empfiehit es sich, in dem Streifen zwischen 



§ 3. 'Vie beurteilt man die Giite einer Xaherung? 

zwei aufeinanderfolgenden lsoklinen die Naherungskurve nieht mit 
emer der auf den lsoklinen vorgesehriebenen Riehtungen zu zeiehnen, 
sondern dazu das arithmetisehe Mittel der auf beiden vorgesehriebenen 
Riehtungen zu verwenden. DaB dies Verfahren bei geniigender Ver­
femerung gegen die wahre Lasung konvergiert, werden wir bald be­
weisen und dabei gleichzeitig auch die Giite der bei jedem Schritt er­
reiehten Naherung abschatzen. 

§ 3. Wie beurteilt man die Giite einer Naherung? 

Wenn man fragt, wie gut eine Naherung mit einer Lasung iiber­
einstimmt, so verlangt man damit eine Absehatzung der Differenz 
zwischen der Naherung und der Lasung. Oben, bei der zeichnerischen 
Behandlung der Differentialgleichung, waren wir in Versuchung, schon 
zufrieden zu sein, wenn wir nur sahen, daB die betreffende Funktion 
angenahert der Differentialgleichung geniigt, oder anders ausgedriickt, 
wenn sich herausstellte, daB die Tangenten der Lasungen angenahert 
mit den in den Punkten der Kurve im Feld vorgeschriebpnen Geradcn 
iibereinstimmten. Und hier erhebt sich das Problem. leh formulierc es 
so: Man hat zwei Differentialgleiehungen 

(1) 
dy - - f (x ,,) dx -. '.J' 

(2) 
dY 
d x = t (x, Y) + A (x, Y) . 

t (x, y) solI in einem Bereich B stetig und beschrankt sein und einer 
LIPSCHITZschen Bedingung geniigen. A (x, y) solI in B beschrankt sein 1. 

Dazu kommt noch eine gleich zu nennende weitere Voraussetzung. 
Man wiinscht zu wissen, wie groB die Differenz zweier Lasungen der 
beiden Gleichungen sein kann, wenn diese Lasungen den gleichen 
Anfangsbedingungen geniigen. Man wird natiirlieh erwarten, daB ein 
kleines A (x, y) einen geringen Untersehied der Lasungen bedingt, oder 
mit anderen Worten, daB die Lasungen sich stetig mit der Differential­
gleichung andern. Es soIl sich aber aueh darum handeln, den Unter­
sehied der Losungen abzuschatzen. 

Man braucht nur wieder die Lasungen naeh der Methode der suk­
zessiven Approximationen zu konstruieren; dabei ergibt sich die Be­
antwortung unserer Frage mit Leichtigkeit. Zur Vereinfachung der 
Rechnung wollen wir bei beiden Differentialgleichungen die gleiche 
erste Naherung verwenden. Als solche Naherung benutzt man eine 
Lasung Y (x) der zweiten Differentialgleiehung, weil man sonst an­
gesiehts der wenigen iiber A (x, Y) gemachten Voraussetzungen nicht 
sieher ist, daB das Verfahren konvergiert. lch setze neben der Existenz 

1 Stetigkeit win! nicht vorausgesetzt. 
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dieser L6sung voraus, daB diese L6sung stetig und mit einer Ableitung 
versehen sei, die bis auf endlich viele Sprunge stetig ist. Diese erste 
Naherung sei 

Yo (x) = Y (x) . 

Die L6sungen solien so bestimmt werden, daB sie fur x = Xo den Wert 
y = Yo erhalten. Namentlich ist also Yo(xo) = Yo(xo) = Yo' Ich setze 

1 A (x, y) I < b . 
Dann finde ich zunachst die beiden Naherungen 

'" 
Yl (x) = Yo + f f (~, Yo (~» d~ 

"" und 

'" '" 
Y (x) = Yo + f f (~ ,Yo (~» dg + f A (~ ,Yo (g)) d~ . 

Ihr Unterschied kann sofort abgeschatzt werden: 

i Y (x) - Yl (x) 1 < 15 1 x - Xo I· 

Daher wird weiter1 

I f (x , Y) - f (x 'Yl) I < M i Y - Yl I < bM j x - Xo I· 
SO erhalt man dann die Abschatzung 

I Y (x) - y2 (x) i = 

= I j{/ (~, Y) - f(~ 'Yl)}dg + J A (~, Y)d~i < 15M Ix --;XOi2 + 15lx - xol. 
Zo ::t'o 

Daraus ergibt sich wieder 

I f(x, Y) - f(X'Y2)! < M 1 Y - Y2! < bM2 Ix --; xol~ + 15M 1 x - XO I. 

Und daraus findet man 

IY-Y3i <bM2ix-;,xoI3 +bM 1x --;xoI
2 + 15 lx- xol· 

DUTch volistandige Induktion bestatigt man, daB allgemein 
J 

IY-y l<bMn-llx-xoln +15Mn_2Ix-xoln-l + .. . +blx-x I. 
n n' (11-1), 0 

Da abeT nun fUr die L6sungen Y (x) und' y (x) selbst 

Y (x) - Y (x) = lim {Y (x) - Yn (x)} 
n~oo 

wird, so findet man aus unseren Abschatzungen: 

(3) 

1 Unsere Annahme tiber Yo(.~) hat zur Folge, daB alle Y i (x) mit Y(x) iiber­
einstimmen. M hat die auf S.28 angegebene Bedeutung. 
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Diese Formel ist es, die wir gewinnen wollten. Sie gilt fur jedes Intervall, 
in dem nach S.27ff. das Verfahren der sukzessiven Approximationen 
konvergiert. Die Hinge dieses Intervalles hangt daher nur vom Bereich 
B und vom Maximum des absoluten Betrages von f (x, y) abo 

Sie bringt u. a. zum Ausdruck, da{3 sich bei festen A nfangsbedin­
gungen die Losungen stetig mit der Differentialgleichung iindern. 

Ich wende dies insbesondere auf den Fall an, daB die rechte Seite 
einer Differentialgleichung 

dy 
dx=f(x,y,f-l) 

stetig von einem Parameter f-l abhiingt, genauer, da{3 sie eine stetige Funk­
lion. von x, y und dem Parameter f-l ist, solange x, y einem Bereich B 
und f-l einem Intervall I angehoren. Dann hiingen auch die Losungen 
bei fester, d. h. von f-l unabhiingiger Anfangsbedingung stetig von f-l abo 
Wenn aU{3erdem f{x,y,f-l) erste Ableitungen nach y und nach f-l besitzt, 
die ihrerseits stetig von x, y, f-l abhiingen, so besitzen auch die Losungen 
erste Ableitungen nach f-l' die stetig von x und f-l abhiingen. 

Die erste Halite der Behauptung, welche sich auf die steHge Ab­
hangigkeit der Losungen von x und f-l bezieht, ergibt sich unmittelbar 
als Anwendung der voraufgegangenen Betrachtungen. So bleibt nur 
noch der auf die Differenzierbarkeit bezugliche Teil der Behauptung 
zu beweisen. Dazu bilde man den nach f-l genommenen Differenzen­
quotienten auf beiden Seiten der Identitat 

dy(x,tt) ( 
(4) -dx- = t x, y (x, f-l), f-l) . 

Man erhaIt 

!:.... (" (x. tt + Lltt) -" (x. tt)) _ f (x. y + Ll y. tt + Lllt) - f (x." , 1!1 
dx Lltt - Lltt . 

Dafur kann man kurz schreiben 1 

d (Ll y ) a f Ll " (5) dx Lltt =ay(x,y+D-LlY,f-l+D-Llf-l)LlJl 

+ :~ (x, y + D-LlY,f-l + D-Llf-l) (0 < D- < 1). 

Das ist bei festem f-l und LI f-l eine lineare Differentialgleichung fiir den 

Differenzenquotienten ~; , eine Gleichung, deren Koeffizienten an der 

Stelle Llf-l = 0 noch stetig von dem in die Losung eingehenden Para­
meter Llf-l abhangen 2• Fur Llf-l-+ 0 gehen die Koeffizienten der Dif-

1 1m FaIle, wo f (x, y, Jl) analytiseh von ", Jl abhangt, entwiekle man reehts 
naeh Potenzen von Ll" und Ll Jl (statt der Anwendung des Mittelwertsatzes). 

2 Unter den Ableitungen denken wir uns die Funktion " (x, Jl), also aueh 
Ll" eingetragen. Ebenso denken wir uns 1} als Funktion von x und Jl und Ll Jl ein­
gesetzt. Die Koeffizienten der linearen Differentialgleiehung konnen also aIs 



42 1. 2. Die Methode der sukzessiven Approximationen. 

ferentialgleichung (5) in die der linearen Differentialgleichung 

(6) 
dz at at 
dx = iJy (X,y"ll)Z + a~ (x,y,p.) 

uber. Fur It ist namlich eine feste Zahl zu nehmen, so daB y (x, p.) 
eine wohlbestimmte Funktion von x ist. Daher ist auch bei festem 
LI p., LI y eine wohlbestimmte Funktion von x, die fur LI p. -+ 0 gleich­
maBig in x gegen Null geht. Daher unterscheiden sich bei festem LI p. 
die Koeffizienten von (5) von denen von (6) urn Funktionen von x, 
die fiir LIp. -+ 0 gleichmaBig in x gegen Null streben. Man wird ver­
muten, daB die bei Xo verschwindende Losung von (5) bei diesem Grenz­
ubergang LIp. -+ 0 stetig in die bei Xo verschwindende Losung von (6) 

ubergeht. Falls dies richtig ist, so besitzt ~ ~ fur LI p. -+ 0 einen Grenz­

wert, und somit ist die bei Xo der Bedingung y(xo) = Yo genugende 
Losung von (4) eine differenzierbare Funktion von p., deren Ableitung 
nach p. stetig von x und p. abhangt. Den Beweis erbringt man am besten 
durch direkte Integration der linearen Gleichungen (5) und (6) (vgl. 
S. 11). Die dort gegebene Auflosungsformel Hi.Bt die Richtigkeit unserer 
Vermutung sofort erkennen. Man kann den Beweis aber auch dadurch 
fuhren, daB man das uber die Differentialgleichungen (1) und (2) ge­
wonnene Ergebnis (3) auf die Differentialgleichungen (6) und (5) an­
wendet, wobei also (1) durch (6) und (2) durch (5) zu ersetzen ist. 

Wendet man die gleiche Betrachtung auf (6) an, dessen LOsung 

Z = aaY ist, so erkennt man, daB aus der Existenz und Stetigkeit der 
f.t 

Ableitungen von f nach y und p. bis zur n-ten Ordnung einschlieBlich 

die Existenz und Stetigkeit von ;:: folgt. 
Bemerkung: AIle Ergebnisse lassen sich auf Systeme iibertragen. Der 

Leser iiberlege sich, weJche der vorgetragenen Beweismethoden man zweck­
maBig verwendet. 

§ 4. Abhangigkeit von den Anfangsbedingungen. 
1. Stetigkeit. Der naiven Anschauung liegt die Auffassung nahe, 

daB eine geringe Anderung der Anfangsbedingungen eine nur geringe 
Anderung der Losung nach sich zieht. Wir wollen die Richtigkeit 
dieser Ansicht bestatigen und zugleich eine Abschatzung der Losungs­
anderung gewinnen. Auch hierzu leistet d~ Methode der sukzessiven 
Approximationen gute Dienste. Es sei 

(1) 
dy 
dx=f(x,y) 

b F k · D'ff' Lfy. t gege ene 'un bonen von x angesehen werden. Der 1 erenzenquotlent Lf f.t IS 

zwar auch bekannt. Doch solI gerade die lineare Differentialgleichung benutzt 
werden, um Nii.heres fiber ihn zu erfahren. 
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die Differentialgleichung1. Die Anfangsbedingung fur die Losung Y (x) 
derselben sei 

Y (xo) = Yo; 

fiir die Losung y (x) aber sei y (xo) = Yo + c, wo I c I < 'fJ sei. 'fJ bedeutet 
eine vorgegebene positive ZahL 

Dann seien 

Yo (x) = Yo Yo (x) = Yo + c 
x x 

Y1 (x) = Yo + J f ($, Yo (x)) d$ Yl (x) = Yo + c + J f($,Yo(;))d; 
x. 

x x 

Y2 (x) = Yo + J f (;, Y1) d$ Y2 (x) = Yo + c + J f ($, Yl ($)) d; 
x. 

Folgen von NaherungslOsungen. 
Daraus gewinnt man 

! Y1 (x) - Yl (x) 1< 'fJ + M'fJ Ix - xo! 

I Y 2 (x) -- Y2 (x) I < 'fJ + M'fJ Ix - xol + M2'fJ J:r ~ X O;2 

Vollstandige Induktion lehrt allgemein 
I x - X 12 ' 1 x - x n 

IY,,(x)-'Yn(x)I<'fJ+M'fJIX-xo!+M2'fJ" 2 0 + .•. +M"'fJ II! 0 • 

Durch Crenzubergang folgt 

(2) I Y (x) - Y (x) ! < 'fJ eMlx-x.l. 

Wir haben damit zugleich auch die GroBe des Einflusses ab­
geschatzt, welchen eine Anderung der Anfangsbedingungen auf den 
Verlauf der Integralkurve auBerstens haben kann. Ratte es sich uns 
lediglich darum gehandelt, aufzuweisen, daB die Losung stetig von Yo 
abhangt, so hatte die Bemerkung genugt, daB die NaherungslOsungen 
stetig von Yo abhangen und daB die Reihe 

Yo + .2 (Yn - Y,,-l) 
gleichmaBig in Yo konvergiert. Das folgt einfach daraus, daB die Ab­
schatzungen auf S.30 von der speziellen Wahl von Yo unabhangig 
sind, wofern nur (xo, Yo) ein Punkt aus dem S. 28 eingefuhrten Recht­
eck ist. Man gehe nur unter diesem Gesichtspunkt die Betrachtungen 
von S. 28 ff. erneut durch! 

Die Losungen sind also stetige Funktionen der Anfangsbedingungen: 

Y = Y (x, Yo). 

Zu einem zweitenBeweis dieses Ergebnisses gelangt man durch 
Anwendung des auf S.40 gewonnenen Satzes. Man mache, urn das 

1 Wir knupfen an die Voraussetzungen und die Bezeichnungen der S. 27 ff. an. 
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einzusehen, in (1) die 
(1) in 

(3) 

Substitution y (x) = z (x) + c. Dadurch geht 

dz 
dx = t (x,z + c) 

tiber. Die Lasung y (x) von (1) mit der Anfangsbedingung y (xo) = Yo + e 
geht in eine Lasung von (3) mit der Anfangsbedingung z (xo) = Yo 
tiber. Man hat also eine Lasung Y(x) von (1) und eine Lasung z(x) 
von (3) mit gleicher Anfangsbedingung zu vergleichen. Daher liefert 
die Abschatzung (3) von S.40 

I Y(x) - z (x) [ < 1} M I x - xo! eMix-x.l. 
Daraus folgt 

I Y (x) - y (x) [ < 1} + 1} M I x - Xo I eM I x-x. 1 , 

ein Ergebnis, das je nach den Werten von 1}, M I x - Xo I besser oder 
schlechter sein kann, als das oben auf direktem Wege gewonnene (2). 

Die Lange des Intervalls, in dem die gefundenen Abschiitzungen gelten, 
ist allein dadurch bestimmt, da(J das benutzte Verfahren der sukzessiven 
Approximationen konvergiert. Nach S. 40/4I hangt daher die Intervallange 
nur vom Bereich B und vom Maximum des absoluten Betrages von tab. 

2. Differenzierbarkeit. Die eben verwendete Methode hat aber 
den Vorteil, daB sie auch AufschluB tiber die Differenzierbarkeit der 
Lasungen als Funktionen der Anfangsbedingungen liefert. Wir kannen 
namlich e in (3) als einen Parameter f1 auffassen, von dem die Lasungen 
abhangen. S0 liefert der auf S.41 bewiesene Satz unmittelbar das Er­
gebnis, da(J die Losungen von (1) eine stetige erste Ableitung nach Yo 
besitzen, falls f (x, y) eine stetige erste Ableitung nach y besitzt, sowie 
da(J die Ableitungen der Losungen nach Yo bis zur n-ten Ordnung ein­
schlie(Jlich existieren und stetig sind, wenn die Ableitungen von f (x, y) 
nach y bis zur n-ten Ordnung einschlie(Jlich stetig sind. 

3. Zusatz. Die Betrachtungen dieses Paragraphen lassen sich wieder 
auf Systeme iibertragen. Hieraus oder auch direkt kann man weiter 
schlieBen, daB die Lasungen auch stetig von dem Anfangswert Xo ab­
hangen. Man kann sie also in der Form 

(4) y = q; (x; xo, Yo) 

schreiben und hat dann, falls noch die erst en Ableitungen von f (x, y) 
nach x und y stetig sind, in q; (x; xo, Yo) eine samt ihren Ableitungen 
erster Ordnung stetige Funktion vor sich. Man kann diese Gleichung 
nach Yo auflasen und schlieBen, daB die Auflasung 

Yo=1jl(x,y,xo) 

selbst samt ihren ersten Ableitungen stetig von x, y, Xo abhangt. Die 
Auflasung von (4) ist namlich durch 

yo=q;(xo;x,y) 
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gegeben. Wenn man namlich mit (x, y) einen Punkt der durch (xo' Yo) 
gehenden Lasung bezeichnet, so ist diese Lasung auch durch diesen 
Punkt bestimmt. Demnach muB insbesondere die durch x, y bestimmte 
Lasung durch xoYo gehen. Also ist 

Yo = q:>(xo;x,y), 

und diese Funktion ist samt den ersten Ableitungen stetig in den 
mehrerwahnten Rechtecken. 

4. Bemerkung: Die Uberlegungen dieses Paragraphen erlauben es aueh, den 
EinfluB einer gleiehzeitigen Anderung von Anfangsbedingung und DifferentiaI­
gleiehung zu beurteilen. Wenn man dies z. B. auf Differentialgleiehungen anwendet, 
deren reehte Seite 

t(x,y,p) 

stetig von x, y und einem Parameter p abhangt, so erkennt man, daB die LOsung, 
welche flir x = Xo den Wert Yo annimmt, stetig von den beiden Variablen Yo 
und p abhangt. Denn eine gleiehzeitige geringe Anderung von Yo nnd p zieht eine 
geringe Anderung von t (x, y, p.) nnd also eine geringe Anderung der Lasung y 
naeh sich. 

§ 5. Die EULER-CAUCHYSche Polygonmethode. 

1. Die Methode. CAUCHY hat die bekannte zur Definition des be­
stimmten Integrales dienende Methode auf Differentialgleichungen uber­
tragen. Wir haben den Ansatz dieser Methode schon mehrfach zur 
naherungsweisen Integration verwendet. Schon EULER lehrte ein ge­
nahertes Integral dadurch finden, daB man vom Anfangspunkt aus in 
der dort vorgeschriebenen Richtung ein Stuck weit vorgeht, in einem ge­
wissen Punkte dann zu der dort vorgeschriebenen Richtung ubergeht, 
urn diese ein Stuck weit einzuhalten usw. Aber erst CAUCHY hat be­
wiesen, daB die Polygone gegen Integralkurven konvergieren. DaB dem 
so ist, kann man mit den uns zu Gebote stehenden Mitteln am raschesten 
folgendermaBen einsehen. Die durch das Polygon dargestellte Funktion 
ist die genaue Lasung einer allerdings unstetigen Differentialgleichung 

dY 
dX = F(x, Y). 

Man definiere namlich F (x, Y) = / (x, Y) uberall auBer in den Punkten 
des Polygons. In den ihm angeharigen Punkten setze man F (x, Y) 
gleich dem Richtungskoeffizienten der oder einer der hindurch gehenden 
Polygonseiten. 

Ich schreibe dann die Hilfsdifferentialgleichung so 

~~ =/(x,Y)+{F(x,Y)-t(x,Y)}. 

Setze ich dann noch F - / = A, so werden die Betrachtungen von 
S. 39ff. anwendbar. Jedenfalls soIl f (x, y) der LIPSCHITZschen Be-
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dingung genugen. Daher konvergieren die auf 
dy 
dx=f(x,y) 

bezuglichen Naherungen y". Die auf 

dY 
-=F(x, Y) 
ax 

bezuglichen Naherungen Y" sind aber offenbar aile identisch, wenn 
man wie S. 39 fur Yo die genaue L6sung Y (x) dieser Differentialglei­
chung, das bekannte EULER-CAUCHYSche Polygon, nimmt. Diese Tat­
sachen genugen aber, urn die Betrachtnngen von S.39ff. anwendbar 
zu machen. Man findet daher fUr den Unterschied zwischen der genauen 
L6sung durch (xo' Yo) und der EULER-CAUCHYSchen Naherung 

I Y (x) - y (x) I < t51 x - Xo I eM I X-xo I . 

Dabei ist offenbar t5 weiter niehts als eine obere Schranke fUr den 
absoluten Betrag der Differenz zwischen dem in einem Punkte des 
Polygons durch die Differentialgleiehung vorgeschriebenen Richtungs­
koeffizienten und dem im gleiehen Punkte vom Polygon innegehaltenen 
Riehtungskoeffizienten. t5 kann daher wegen der gleichmaBigen Stetig­
keit von t (x ,y) dadurch beliebig klein gemacht werden, daB man die 
Polygonseiten hinreiehend kurz wahlt. Man hat also das Resultat: 

Wenn llings einer jeden Seite des EULER-CAUCHYSchen Polygons 
die Schwankung von t (x, y) kleiner als t5 bleibt, und wenn lerner im 
ganzen Bereich t (x, y) der LIPSCHITzschen Bedingung von S. 28 gmugt, 
so ist der Unterschied zwischen der genauen L6sung von 

dy 
dx=f(x,y) 

find der EULER-CAUCHYSchen N iiherung kleiner als 

t51 x - Xo : M ! X-Xo I . 

2. Vera11gemeinerung des Existenzsatzes. Ich will noch eine An­
wendung der EULER-CAUCHYSchen Methode angeben. Es solI sich darum 
handeln - wie schon S. 32 in Aussicht genorrimen wurde - zu be­
weisen, daB der Existenzsatz von S. 27(28 fUr Differentialgleichungen 

(1) 
dy 
dx = f (x, y) 

mit einer gewissen Einschrankung schon dann gilt, wenn nur j (x , y) 
in einem gewissen Bereich B stetig ist. Die Einschrankung liegt darin, 
daB jetzt durch jeden Punkt von B zwar mindestens eine L6sung von (1) 
geht, daB es aber jetzt, wie schon S. 32 bemerkt wurde, im ailgemeinen 
mehr als eine Losung durch einen gegebenen Punkt gibt. Ich werde 
also folgendes beweisen: 
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Wenn f(x, y) im Bereiche B stetig ist und wenn Xo, Yo ein Punkt 
aus B ist, so gibt es eine Zahl a > 0 derart, dafJ mindestens eine liir 
I x - Xo I < a stetige Funktion y (x) existiert, liir die (1) in I x - Xo I < a 
identisch erliillt ist, und fiir die y (xo) = Yo ist. 

Zum Beweise grenze ich urn xo, Yo ein B angehoriges Rechteck 
I x - Xo I < a, I y - Yo I <f3 ab und ersetze alsdann (1) durch eine 
Differen tialgleich ung 

(2) 
dy 
dx = g (x, Y), 

deren rechte Seite im ganzen Streifen I x - Xo I :::::; 'X stetig ist, und wo 
1m Rechteck und an seinem Rande 

g (x, y) = I (x, y) 

gilt. Eine solche Funktion erhalt man, wenn man auBerhalb des Recht­
ecks 

g (x, y) = I (x, Yo ± f3) 
definiert, wo das obere oder das untere Zeichen gelten soIl, je nachdem 
y - Yo > f3 oder y - Yo < - f3 ist. Dieser Kunstgriff hat den Vorteil, 
daB wir fur die neue Gleichung (2) im ganzen Intervall i x - Xo I < "­
eine Losung erhalten, die dann fUr aIle die x-Werte der Gleichung (1) 
genugt, fUr die sie im Rechteck verHiuft. Dadurch ist dann die Zahl a des 
Satzes bestimmt. Diese ist wegen der Stetigkeit der Lasung sicher positiv. 

Zur Konstruktion einer Losung bedienen wir uns der Polygon­
methode. Zur Herstellung des n-ten Polygones teilen wir das Intervall 
I x - Xo I < a in 2n gleiche Teile ein, so daB die zum n-ten Polygon ge­
horige Einteilung durch Halbierung aller der Intervalle entsteht, die 
beim n - I-sten Polygon auftraten. Ausgehend yom Punkte xo, Yo 
konstruieren wir dann das n-te Polygon, indem wir stets in dem zwi­
schen zwei x-Teilpunkten gelegenen Streifen eine feste Richtung ein­
halten, namlich diejenige, die uber dem Xo zunachst gelegenen Teil­
punkt vorgeschrieben ist. 

tl = "Pn (x) 

sei die dem n-ten Polygon zugehorige Richtungsfunktion, so daB das 
n-te Polygon selbst durch 

x 

(3) Yn (x) = Yo + J "Pn (t) dt 

gegeben istl. Wir betrachten noch 
x 

(4) y~ (x) = Yo + J g (t,)ln (t)) dt . 
Xo 

1 Die fUr 'IJ1 .. (x) vorhin durch Worte gegebene Definition laSt sich dann so 
in Formeln ausdriicken. Ein Teilintervall sei von x k und Xk+l begrenzt. x k sei 
der Xo zunachst gelegene Teilpunkt. Dann ist 'IJ1 .. zwischen x k und Xk+l so erklart: 
'IJ1n (x) = g(Xk' Yn (xk)) und in den an Xo anstoSenden Intervallen ist 'IJ1n (x) = g (xo. Yo)' 
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Aile bei den verschiedenen Polygonen vorkommenden x-Teilpunkte 
bilden eine abzahlbare Menge. Die Funktionen I "Pn (x) I liegen aile 
unter einer festen Schranke M, denn das sind Werte, die g{x, y) in 
geeigneten Punkten annimmt. Daher sind nach (3) und (4) auch die 
I Yn (x) I und I y~ (x) I unter einer festen Schranke gelegen. Daher kann 
man aus der Folge der Yn{x) eine Teilfolge auswahlen, derart, daB an 
allen Teilpunkten der 

lim Yn (x) 

existiert. Man numeriere, urn das einzusehen, die Teilpunkte und be­
trachte die Werte der Yn (x) am ersten Teilpunkte. Da sie beschrankt 
sind, kann man eine konvergente Teilfolge auswahlen. Die dazu ge­
horigen Funktionen Yn (x) betrachte man am zweiten Teilpunkte und 
wahle daraus eine auch dort konvergente Teilfolge aus usw. 

So moge man nacheinander die Folgen 

Y).l (x), Yl2 (x) .. . 

Y,(/l (x), Y,"2 (x) .. . 

erhalten, deren jede eine Teilfolge der vorhergehenden ist, und die 
derart beschaffen sind, daB die n-te Folge an den n ersten Teilpunkten 
konvergiert. Die Diagonalfolge 

Y).l (x), Y,u2 (x) ... 

konvergiert dann an allen Teilpunkten. 
Ich werde nun zeigen, daB diese Diagonalfolge sogar fUr alle x aus 

I x - Xo I < (f. konvergiert. 
Sei namlich Xl eine beliebige Stelle mit I Xl - Xo I < (f., so gibt es 

zwischen Xo und Xl beliebig nahe bei Xl Teilpunkte. x2 sei ein zwischen 
Xo und Xl gelegener Teilpunkt, tiber den wir nun gleich passend ver­
fUgen werden. Jedenfalls ist 

Xl 

Yn (Xl) - Yn (X2) = J "Pn (x) dx. 
x2 

Daher ist 
I Yn (Xl) - Yn (x2 ) I < M IX1 - x2 1 

fUr alle n. Man gebe eine Zahl e > 0 vor und wahle x2 so nahe an 
xl> daB 

wird. Dann ist also 

IYn (Xl) - Yn (x2 ) 1 < ; , 

einerlei, wie sonst Xl und x 2 gewahlt sein mogen. 
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Ferner wahle man alsdann n so groB, daB fUr aIle p > 0 

I YnH> (x2 ) - Yn (x2 ) I < : 
ist. Da auch 

ist, so wird 
I YnH> (Xl) - Y., (Xl) 1 < e , 
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woraus die Konvergenz folgt. Es gibt also eine Grenzfunktion Y (x) , 
ffudie 

1ll I X - Xo I <(1; gilt. Ich zeige, daB diese Grenzfunktion stetig ist. 
Dies folgt daraus, daB, wie eben schon bemerkt wurde, fUr irgend 

zwei Werte Xl und x2 ' ffu die 

ist, auch fUr aile n 

ist. Daher ist auch 

sobald 

ist. 

M!Xl -x2 1 < e 

1 Y., (Xl) - Yn (x2 ) 1 < e 

! Y (Xl) - Y (X2) I < e , 

Weiter streb en die durch (4) erklarten y* (x) derselben Grenzfunktion 
Y (x) zu, wie die Yn (x) . Denn aus (3) und (4) folgt 

z 

Y~ (x) - Yn (x) = f [g (t, Yn (t)) -- "Pn (t)] d t. 

Nun aber sind die Werte von "Pn (t) in den einzelnen TeilintervaIlen 
konstant, und zwar stets gleich dem Wert, den get, Yn(t)) in der am 
einen Ende des Teilintervailes gelegenen Ecke des Polygones Yn (x) 
annimmt. Daher ist wegen der gleichmaBigen Stetigkeit von g(x, y) 

Ig(t,Yn(t))-"P.,(t) 1 <'Yj, 
sobald nur n groB genug ist, d. h., sobald aIle TeilintervaIle klein genug 
sind. Daraus folgt sofort, daB 

lim (Y~ (x) - Yn (x)) = 0 
n-+co 

gleichmaBig fUr I x - Xo I <(1; gilt. 
Ich zeige noch, daB die Yn (x) gleichmaBig gegen Y (x) konvergieren. 

Dies kann den vorausgegangenen Betrachtungen sofort entnommen 
werden. Denn wir haben folgendes bewiesen: Wenn 

Ix1 - x2 1 < 3~ 
BIEBERBACH, Differentialgleichungen. :i. Ann. 4 
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ist, so folgt aus 

daB 
1 Yn+2> (Xl) - Yn (Xl) ! < e. 

Man gebe daher ein e > 0 beliebig vor und teile das Intervall 

Ix-xol ~ 0(. 

in endlich viele Teilintervalle ein, deren Lange kleiner als 3~ istl. Zu 

jedem Teilintervall gehort dann eine Nummer N derart, daB im ganzen 
Intervall 

1 Yn+:r> (x) - Yn (x) 1 < e. 
ist fiir beliebiges p > 0 und n > N. 

Das groBte dieser endlich vielen N sei N'. Es hat die Eigenschaft, 
daB fiir n > N' und p > 0 in jedem der Intervalle, also auch im ganzen 
Intervalle 

IYn+:r> (x) - Y .. (x) 1 < e 

ist. Daher folgt aus 
z 

Y: (x) = Yo + f g (t, Y .. (t)) d t 
z. 

in Verbindung mit der gleichmaBigen Existenz der Grenzwerte 

Y (x) = limy .. (x), 
n-+oo 

und 
Y (x) = lim Y! (x) 

,,-+00 

und in Verbindung mit der Stetigkeit von g(x,y), daB 
z 

Y (x) = Yo + J g (t, y) d t 
Zo 

ist, und daraus folgt durch Differentiation, daB y (x) eine Losung von 
(2) ist, fiir die y (xo) = Yo gilt. 

1 Dann laBt sich namlich in jedem der Intervalle eine Stelle x. finden, so daB 
fur alle anderen Stellen Xl des Intervalles 

8 
Ixl-x.1 < 3M 

ist. An jeder Stelle, also auch bei x2' existiert lim y,,(x.). Also gibt es ein N, so 

daB fiir alle n > N und alle p > 0 
8 

I Y"HI (x2) - Y .. (X.) I < "3 

ist. Also ist fur alle Stellen Xl des Intervalles, fUr n > N und alle p > 0 

I Y"H' (xJ) - Y .. (Xl) I < 8. 
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Wir haben schon S. 32 bemerkt, daB es im allgemeinen noch weitere 
dieser Anfangsbedingung genugende Lasungen gibt. Man vgl. auch noch 
die Bemerkungen auf S.70ff. 

§ 6. Integration durch Potenzreihen. 
Wenn I (x, y) eine analytische Funktion seiner Argumente ist, so 

werden auch die Losungen der Dilferentialgleichung 

dy 
dx = I(x, y) 

analytische Funktionen. Wir wollen uns davon uberzeugen. 
Ich setze vorausl, daB I (z, w) in dem durch I z - zo I <A und 

I W - Wo I < B bestimmten Bereich eine eindeutige analytische Funk­
tion der beiden komplexen Variablen z und W sei 2• In diesem Bereich 
sei weiter 

II (z, w) I < M. 

Ferner seien a < A, b < B so gewahlt, daB 

b > aM. 

Es soll eine Lasung der Differentialgleichung 

dw 
dz=/(z,w) 

gefunden werden, die fUr z = Zo den Wert w = Wo annimmt. Man 
kann auch jetzt die Lasung nach der Methode der sukzessiven Appro­
ximationen finden. Nur muss en jetzt einige Abschatzungen etwas an­
ders gewonnen werden. Wir benatigen vor aHem eine Abschatzung 

II (z, WI) -I (z, w2 ) I < M I WI - w21· 
Diese gewannen wiT S.28 aus dem Mittelwertsatz3 . Hier muB etwas 
anders geschlossen werden. Man muB ja nur erkennen, daB 

Ilf(Z, WI) - f(z, w2) [ <M 
w I - w2 -

ist bei passender Wahl von M. Nun ist aber 

I Man vgl. die Voraussetzungen auf S.27/28: 
2 Sie soIl also nach z und nach W differenzierbar und als Funktion der beiden 

Variablen z und w stetig sein. 
3 Der Leser vergleiche zum folgenden stets die entsprechenden Darlegungen 

von S.29ff. 

4* 
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In I z - Zo I < A, I W - Wo I < B ist : ~ (z, w) gleiehfails analytiseh. 

Daher gibt es eine Zahl M > 0, so daB fiir aile diese z, W 

1

8 t ' 
8w (z,w)i < M 

ist. Also ist I f (z, Wl) - f (z, w2) I < M I Wl - W 2 I, da man geradlinig 
von Wl naeh W 2 integrieren kann. Also gibt es eine Sehranke M, wie wir 
sie suehen. Wir konnen nun wie auf S. 29 ff. die Methode der sukzessiven 
Approximationen ansetzen. Wir wahlen nur aus bald ersichtliehen 
Grunden ais erste Naherung Wo (z) eine analytisehe Funktion. Ieh setze 
z. B. wo(z) = woo Dann wird 

z 

wl (z) = Wo + f f (C, wo) d C. 
Zo 

Hier kann die Zo mit z verbindende Gerade als Integrationsweg gewahlt 
werden. Dann erkennt man, daB 

(1) 

ist. Genau wie auf S. 30 kann man nun die weiteren Naherungen ab­
sehatzen, wofern man nur geradlinig von Zo naeh z integriert. Wir 
mussen uns nur noeh ahnlieh wie auf S. 30 vergewissem, daB das Ein­
setzen der gefundenen Naherungen Wn (z) in f (z, w) zu analytisehen 
Funktionen f(z, wn(z») fUhrt. Dazu ist erforderlieh, daB die Werte von z 
dem Kreise I z - Zo I <A, und daB die Werle, die wn(z) annimmt, 
dem Kreis i W - Wo I <B angehoren. Setzt man I z - Zo I <a vor­
aus, so ist naeh (1) I wl - Wo I < a M < b. Wir wollen zeigen, daB 
fUr aile n und I z - Zo I <a aueh I Wn - Wo I < b ist. Wir nehmen 
dem Verfahren der vollstandigen Induktion entspreehend an, daB 
I W n_ l - Wo I < b fur I z - Zo I < a. Dann ist wegen 

• 
wn(z) = Wo + f f(C, wn- l ) dC 

" ersiehtlieh, daB 

I wn (z) - Wo I < M I z - Zo I < M a < b. 

So gelangen wir zu einer Folge von analytisehen Naherungsfunktionen 
Wn (z), die fiir I z - Zo I < a gegen eine gleiehfails analytisehe Grenz­
funktion konvergiert. Der Konvergenzbeweis ergibt sieh genau so wie 
S. 30. Es sei eine nutzliehe 'Obung fUr den Leser, das naher dureh­
zufuhren. Die Grenzfunktion W (z) ist dann die gesuchte Losung der Dif­
ferentialgleiehung. DaB es keine weitere gibt, die denselben Anfangs­
bedingungen genugt, erkennt man, wie auf S. 31. 

Als analytische Funktion kann man sie in eine in I z - Zo I < a 
konvergente Potenzreihe 

(2) W (z) = Wo + cl (z - zo) + ... 
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entwickeln. Da man nun einmal weiB, daB man ihre Koeffizienten 
so wahlen kann, daB sie eine Losung der Differentialgleichung dar­
stelit, so kann man ihre wirkliche Bestimmung auch auf anderem 
bequemeren Wege vornehmen. Dazu bietet sich die Methode der un­
bestimmten Koeffizienten dar. Man geht mit der Reihe (2) in die Dif­
ferentialgleichung hinein und bekommt dadurch gewisse Bedingungs­
gleichungen fUr die Koeffizienten, aus welchen man sie berechnen kann. 

Wenn namlich der Differentialgleichung 

~: = f(z, w) = .2)ai k(z - zo)i(w - wo)k 

die Funktion 
w = Wo + c1 (z - zo) + ... 

geniigen soIl, so sind zur Bestimmung ihrer Koeffizienten Ck nur die 
Ableitungen von w an der Stelle Zo zu berechnen. Denn es ist ja 

Ck = kl, ddk~ I . 
• .z IZ = Zo 

Man entnimmt aber sofort der Differentialgleichung, daB 

c1 = ddw I = f(zo, wo) = aoo 
z Iz ='0 

ist. Differenziert man die Gleichung einmal nach z und setzt z = Zo, 

so findet man 

So kann man nacheinander die Koeffizienten berechnen. Denn jede 
neue Gleichung erlaubt es, einen weiteren Koeffizienten durch die 
vorher schon bestimmten auszudriicken. 

Auch die weiteren Betrachtungen von S. 39ff. lassen sich nun un­
verandert iibertragen. Insbesondere lehrt die Uberlegung von S. 41 ff., 
daB die Losungen analytisch von den Anfangsbedingungen abhangen 
und analytische Funktionen eines selbst analytisch in die Differential­
gleichung eingehenden Parameters sind. 

Auch auf Systeme lassen sich die Betrachtungen ohne weiteres 
iibertragen. 

§ 7. Ubertragung der SIMPsoNschen Regel. 
In der Integralrechnung lernt man verschiedene Formeln zur nu­

merischen Quadratur kennen. Die bekannteste ist die SIMPsoNsche 
Regel. Sie lehrt, daB das Integral 

a+h 

l(h) = f f(x) dx 
a 
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angenahert durch die Fonnel 

J1(h) = ~-{/(a) + 4/(a + -~) + I(a + h)} 

ausgewertet werden kann. Die Giite der Ubereinstimmung kommt 
darin zum Ausdruck, daB die Entwicklungen von J (h) und von J1 (h) 
nach Potenzen von h bis zu den Gliedern vierter Ordnung einschlieBlich 
iibereinstimmen. Auch kennt man Fonneln zur Abschatzung des 
Fehlers. 

Es ist ein gemeinsamer Zug aller dieser Fonneln, den Integral­
wert naherungsweise durch eine lineare Funktion geeignet gewahlter 
Funktionswerte auszudrl;cken. RUNGE hat es zuerst unternommen, 
nach diesem Gedanken Naherungsfonneln zur Aufiosung von Diffe­
rentialgleichungen zu gewinnen. KUTTA1 hat in Verfolg dieser Unter­
suchungen durch eine langere Rechnung folgendes Ergebnis gefunden. 

Dasjenige Integral der Differentialgleichung 
dy 
dx=/(x,y), 

welches fUr x = Xo den Wert Yo besitzt, wird fUr x = Xo + h an­
genahert durch die folgende RUNGE-KuTTASche Formel dargestellt: 

Hier ist 

h 
y (xo + h) = Yo + (I (K1 + 2 K2 + 2 Ks + K 4 ) • 

K) = I(xo, Yo), 

K2 = I (Xo + ~ , Yo + K~ h) , 

Ks = I ( Xo + ~ , Yo + K~ h) , 

K4 = I (xo + h, Yo + Ks h) . 

Entwickelt man sowohl die Losung, wie diese Naherung nach Potenzen 
von h, so erhalt man "Obereinstimmung bis zu den Gliedern vierter 
Ordnung einschlieBlich. 

Was nun die Abschatzung des Fehlers anlangt, den man bei An­
wendung dieser Regel begeht, so gewinnt man durch einige Rechnung 
auf Grund des TAYLORSchen Satzes das folgende Ergebnis: DerUnter­
schied zwischen der wahren Losung Yw und der NaherungslOsung y .. 
durch den Punkt (xo, Yo) geniigt der Ungleichung 

I I 6 M N I x - xo 15 I N5 - 1 I 
Yw - Y .. < IN - 11 . 

Dabei ist folgendes vorausgesetzt: 1m Gebiete B: I x - Xo I < a, 
I y - Yo I < b geniigt I (x, y) samt seinen partiellen Ableitungen der 

1 Zeitschr. fiir Math. u. Phys. Bd. 46. 1901. 
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vier ersten Ordnungen den folgenden Bedingungen: 

Ferner soll 

II (x, y) 1< M , 

I aMk) fiN ( . k < 
ax'aY"I<Mk-l ~+ =3). 

Ix-xoIN<l 
aM <b 
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sein. Ich will die dazu fuhrenden Rechnungen nicht reproduzieren. 
Auf eine Aufstellung ahnlicher Fehlerabschatzungen im komplexen Ge­
biet kann verzichtet werden. 

Ich will z. B. fiir x = 0,2 dasjenige Integral von 

y'=x+y 

berechnen, welches fiir x = ° verschwindet. Die Naherungsformel lie­
fert 0,0214, die genaue Losung 

y=~-x-l 

ergibt auf vier Dezimalen genau gleichfalls 0,0214. 
Die Approximation ist also besser, als sie die allgemeine Abschatzung 

erwarten lieB. Denn diese liefert fiir M = 1, N = 1, a = 0,1, b = 0,2 

immerhin a1s auBersten moglichen Fehler noch 6;;'. Ratte man fur 

x = 0,1 gerechnet, so hatte man als moglichen Fehler nur l~ gefunden. 

Will man auch fUr 0,2 eine groBere Genauigkeit erreichen, so kann 
man erst den Wert der Losung fUr 0,1 berechnen und dann mit dem ge­
fundenen Wert a1s Anfangswert nochmals die RUNGE-KuTTAsche Regel 
anwenden. Man hat dann auBer dem zweimal vorkommenden Fehler 

von l~' noch den Fehler zu beriicksichtigen, der davon herriihrt, daB 

man am Anfang des zweiten Intervalles einen urn hochstens l~ falschen 

Anfangswert verwendet hat. Das macht aber nach S. 43 fiir den Wert 

der Losung bei 0,2 hochstens l~ aus. Daher findet man durch zwei­

malige Anwendung der RUNGE-KuTTAschen Regel in der eben an­
gegebenen Weise die Losung fiir x = 0,2 bis auf einen Fehler von 

"uS t 9 a ers ens 10' . 

Wer sich naher fiir praktische Integration interessiert, moge zu 
dem in dieser Sammlung erschienenen Buch von RUNGE und KONIG 
uber nurnerisches Rechnen greifen. 
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III. Kapitel. 

Die LIEsche Theorie. 

§ 1. Die Transformationsgruppe und ihre infinitesimalen 
Transformationen. 

1. Die Transformationen. 1st ein System von Differentialgleichungen 

(1) 

vorgelegtl, so kann diejenige Losung, welche fur t = to die Werle 
Xl = xlO ' x2 = x20 annimmt, in der Form 

(2) 

geschrieben werden. Die genannte Losung geht namlich durch die 
Substitution 't' = t - to aus derjenigen Losung von 

(i = 1,2) 

hervor, welche fUr 't' = 0 die Werle Xi = xio(i = 1,2) annimmt. Es 
ist also 

(3) (i = 1,2). 

Fur jeden einzelnen Werl von t stellen die Gleichungen (2) eine 
TransformatIOn dar, welche den Punkt (xIO ' x 20) aus B in den Punkt 
(Xl' X2) desselben Bereiches uberfuhrt, solange It - to I nicht zu groB 
ist. Wir wollen, urn diese Annahme nicht immer erwahnen zu mussen, 
lieber voraussetzen, daB die Pi (Xl' X 2) samt ihren ersten Ableitungen 
in der vollen (Xl' x2)-Ebene stetig seien. LaBt man t von to an sich an­
dern, so erhaIt man eine Schar solcher Transformationen. Jede der­
selben transformiert den Punkt P to (x10 ' x 20) in einen Punkt P t der 
durch P to bestimmten Losungskurve der Differentialgleichungen (1). 
Man nennt daher diese Integralkurven auch Bahnkurven der Trans­
formation und denkt sich den Parameter t als Zeitparameter gedeutet. 

2. Die Gruppe. Diese einparametrige Schar von Transformationen (2) 
bilden eine Gruppe. Urn das einzusehen, haben wir zu zeigen, daB 1. die 
aus zwei Transformationen zusammengesetzte zur Schar gehort, und 
daB 2. die inversen Transformationen zur Schar gehoren. 

Sind 
%1: < = Ii (tl - to' XlO ' X 20) 

%2: X~ = Ii (t2 - tl , xi, x;) 

(i = 1,2) 

(i= 1,2) 

1 Die P, (Xl' X2) mogen in einem Bereich B samt ihren partiellen Ableitungen 
erster Ordnung stetig sein. 
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zwei Transfonnationen der Schar, so ist nach (2) 

~3: x,=li(t2-to,x10,x20)' (i= 1,2) 

so daB also hierdurch die zusammengesetzte Transfonnation ~3 = ~2 ~1 
gegeben ist. 

Insbesondere ist daher 
(i = 1,2) 

die zu (2) inverse Transfonnation. 
Dies erkennt man nach (3), wenn man in der vorausgegangenen 

Betrachtung t2 = to setzt. 
Will man die Transfonnation ~3 = ~1 ~2 haben, so schreibe man 

~: x; = Ii (ta - t1 , X1O> x20) 

~1: Xi = l.et1 - to, x~ , x;) 

~: Xi = Ii (t2 - to, X10 ' X20)· 

Es ist somit ~3 = ~8' Die Transfonnationen sind also vertauschbar. 
Es liegt eine ABELsche Gruppe vor. Die Parameterwerte t - to, welche 
die einzelne Transfonnation der Schar festlegen, werden bei der Zu­
sammensetzung addiert und die Summe der Parameter ist del Para­
meter der zusammengesetzten Transfonnation. 

3. Infinitesimale Transformationen. 1st nun eine Funktion F (Xl ,X2) 

vorgelegt, so wird es interessieren, ihren Wert in einem Bildpunkt 
(Xl' X2) mit dem Wert im Originalpunkt (x10 , x20) zu vergleichen. Tragt 
man (2) inF(x1 , x2) ein, so findet man 

(4) F (t) = F (11 (t - to' x10 ' X20) , 12 (t - to, X10 ' X20)) . 
Eswird 

,aF aF 
F (to) = a- (x10' x20) P1 (x1O> x20) + -a (x10 , x20) P2(X10 , X20)' 

Xl X 2 

Will man F (t) nach Potenzen von t - to entwickeln, so wird der An­
fang der Entwicklung 

F (t) = F (to) + (t - to) F (to) + . . . . 
Also 

wenn man in iiblicher Weise zur Abkiirzung 

UF= aF P + aF P 
aX1 1 aXa II 

setzt. Nimmt man die Pi als geniigend oft differenzierbar an, so werden 
die weiteren Koeffizienten der Entwicklung erhalten, indem man die 
Operation U wiederholt anwendet. So wird dann der Koeffizient von 
(t - to)2 
-2-

U2F = U (U F) = -aa (UF) P1 + -aa (UF)P2 • 
Xl X 2 
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In erster Ann1i.herung ist die Anderung von F unter dem EinfluB einer 
Transformation der Gruppe durch die in (5) angeschriebenen Glieder 
gegeben. Diese Ann1i.herung wird urn so besser sein, je kleiner t - to 
ist, d. h. je weniger die Transformation von der identischen abweicht. 
Denn letztere kommt ja heraus, wenn man t = to nimmt. Die in (5) 
angeschriebenen Glieder wiirden den EinfluB der Transformation genau 
wiedergeben, wenn diese durch 

(6) Xi = x iO + (t - to) Pi (X1O> X20) (i = 1,2) 

dargestellt ware, d. h. wenn es sich um die Integration von Differential­
gleichungen 

dX t P dt = i (X10' x20) 

mit konstanten rechten Seiten handelte. Man hat sich gewohnt, die 
Transformationen (6) intinitesimale Transformationen zu nennen und 
zu ihrer Bezeichnung UF zu verwenden. Insbesondere wird namlich 

UXi = Pdx1 ,X2). 

so daB man statt (6) auch schreiben kann 

Xi = XiO + (t - to) U XiO (i = 1. 2). 

Die Kenntnis von UF lehrt nach (4), den EinfluB der Transformation 
auf irgendeine Funktion zu ermitteln. Den ungef1i.hren Ort des Bild­
punktes kann man durch mehrmalige Anwendung von (6) wie folgt 
ermitteln. Man bilde nacheinander 

Xii = XiO + (t] - to) Pi (x1O> X20) 

Xi2 = Xii + (t2 - t1) Pi (X11 • X\I1) 

Xin = Xin-1 + (tn - tn- 1) Pi (X1n- 1 • XlIn- 1)· 

Dann wahle man die tk - tk _ 1 , geniigend klein. Je kleiner sie sind, um 
so genauer wird (x1n , x2n) die Lage von 

(i = 1.2) 

besitzen. Man wendet also sukzessive immer Transformationen an, die 
wenig von der Identitat abweichen. Die dabei herauskommenden 
Zwischenpunkte sind weiter nichts als die Ecken eines der S. 45 betrach­
teten EULERschen Polygone, die die Losungskurven der Differential­
gleichungen (1), d. h. also in unserer jetzigen Sprechweise, die Bahn­
kurven der Transformation approximieren. 

4. Invariante Kurvenscharen. Es moge nun durch 

F (Xl' X2) = const 

eine Kurvenschar gegeben sein. Wir wollen feststellen, unter welchen 
Bedingungen durch die Transformation (2) jede Kurve der Schar 
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wieder in eine Kurve der Schar ubergeht. DafUr ist notwendig und hin­
reichend, daB aus allen den Punkten, wo F einen festen Wert hat, 
wieder Punkte werden, in denen F wieder einen festen Wert hat, mag 
dies nun derselbe oder ein anderer sein. DafUr wieder ist notwendig 
und hinreichend, daB das F (t) von (4) eine Funktion von t und von 
F (xIO ' x20) allein ist. Nun ist 

F (t + h) = F {II (t + h - to' X1O' X20) , 12 (t + h - to' X1O' x20 )} 

= F {II (h, Xl' X 2), 12 (h, Xl' X 2)} , 
wenn man 

Xi = Ii (t - to' X IO ' X 20 ) 

setzt. Dies folgt aus dem oben uber die Zusammensetzung der Trans­
formationen Gesagten. Also wird 

I of of 
F (t) = ,,-(Xl' X2 )PI(XI , X2 ) +,,- (Xl' X2 )P2 (X1 , X2 ) = U(F). 

uXI uX2 

1st dann F(t + h) eine Funktion von h und von F(XI' x 2) allein, so 
folgt, daB U (F) eine Funktion von F allein ist. Diesc notwendige Be­
dingung fUr eine invariante Kurvenschar erweist sich nun aber auch als 
hinreichend. Denn ist U (F) = t/> (F), so wird 

dF 
de = t/> (F). 

Also 

Also 
F=w(Fo,t-tO)' 

Wir haben somit das Ergebnis: 
Da!ur, dafJ die Kurvenschar F = const durch die Transformationen (2) 

in sich ubergefuhrt wird, ist notwendig und hinreichend, dafJ U (F) = t/> (F) 
ist, wo t/> (F) eine passende Funktion von Fist. 

1st insbesondere t/> (F) = 0, so folgt F' (t) = O. D. h. F bleibt un­
geandert. Dann geht jede Kurve der Schar in sich uber. D. h. F = const 
stellt die Bahnkurven der Transformation (2), d. h. die Integralkurven 
der Differentialgleichungen (1) dar. Dies Ergebnis ist uns in der Tat 
schon S. 15f£. in etwas anderer Fassung begegnet. 

§ 2. Die erweiterte Gruppe. 
1. Erweiterte Gruppe. Die KurvenF = const werden im allgemeinen 

die Integralkurven einer von (1) verschiedenen Differentialgleichung 
sein. Es ist der Grundzug der LlEschen Theorie, zu ermitteln, welchen 
Nutzen fUr die Integration einer Differentialgleichung die Kenntnis der 
infinitesimalen Transformationen einer Gruppe besitzt, welche die In-
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tegralkurven derselben ineinander iiberfiihrt. Urn dies darlegen zu kon­
nen, wird es zunachst notig . sein, festzust€llen, ob man nicht einem 
System von Differentialgleichungen 

(7) (i = 1,2) 

schon vor der Integration, d. h. bevor man die Integralkurven in der 
Form F = const kennt, ansehen kann, ob seine Integralkurven eine 
Transformationsgruppe (2) gestatten. Zu dem Zwecke wollen wir zu­
nachst feststellen, welchen EinfluB die Transformationen (2) auf e~n 
Linienelement haben. 1st 

X iO = x iO (·) 

eine stetig differenzierbare Kurve, so wird nach (2) 

(8) Xi (.) = 11 (t - to' X10 (.), X 20 (.») 

ihre Bildkurve bei festem t. Also wird 

(i = 1,2) 

oder abgekiirzt· 

(2') Xi = Fi (t - to' x1O> x20 ' XlO> x20)· 

Die Transformationen (2) zusammen mit den (2') bilden wieder eine 
Gruppe, die sogenannte erweiterte Gruppe. Die Funktionen Fi von (2') 
sind namlich die Integrale der Differentialgleichungen 

(I') (i = 1,2) 

Wegen (8) ist namlich fiir jedes. 

dXi(T) ( ) 
-d-t - = Pi Xd·) , x2 (.) • 

Also 

2. Differentialgleichungen mit Transformationen in sich. Nun kann 
man die Betrachtungen des vorigen Paragraphen auf das von den Dif­
ferentialgleichungen (I) und (I') gebildete System ohne weitere Um­
stande iibertragen. Insbesondere wollen wir die Frage beantworten, 
wann das Vektorfeld einer Differentialgleichung (7) durch die Trans­
formationen der erweiterten Gruppe in sich iibergefiihrt wird. Dies ist 
gleichbedeutend mit der Frage, wann durch eine Transformations­
gruppe die Richtigkeit der Gleichung 

F (Xl' X 2 , Xl' X2) = Xl Q2 - X 2 Q1 = 0 

nicht gestort wird. Nach den Darlegungen des § 1 ist dafiir notwendig 
und hinreichend, daB fUr die erweiterte Gruppe UF= 0 ist immer dann, 
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Oder 

Q (i)Pl' i)P1 .) Q (i)Pz • -t i)P2 • ) + 2 i)xl Xl + i)x2 %2 - 1 i)x1 Xl - i)xa X 2 • 

An nicht singuHi.ren Stellen der Differentialgieichung (7) ist die 
Bedingung, daB UF mit F gieichzeitig verschwinden solI, damit gieich­
bedeutend, daB 

(9) 

( i)P1 i)P1 Q) Q (i)P2 Q i)P2 Q ') + Q2 i)x1 Q1 + i)x2 2 - 1 i)xl 1 + i)x2 2 = 0 

ist. Wenn P 1Q2 - P2Q2 =1= 0 ist, so kann man hierfiir schreiben 

(10) ~ ( Q1 ) + ~ ( Q2 ) - 0 
aX1 Q1 P 2-Q2 P 1 i)x2 Q1 P 2-Q2 P 1 - . 

Dafiir also, dafJ die Integralkurven der Differentialgleichung (7) 
durch die zu (1) gehOrige Transformationsgruppe in Integralkurven von 
(7) iibergefiihrt werden, ist notwendig und hinreichend, dafJ entweder 
P}Q2 - P 2 Ql = 0 oder dafJ (10) erfiillt ist. Die erste Moglichkeit ent­
spricht natiirlich dem Fall, daB die Integralkurven von (7) bei den 
Transformationen der Gruppe jede einzein in sich seIber iibergehen. 

§ 3. Differentialgleichungen mit bekannter Transformations­
gruppe oder mit bekannten infinitesimalen Transformationen. 

1. Ermittlung von Multiplikatoren. Die Form (10) der Bedingung 
dafiir, daB die zu (1) gehOrige Transformation~gruppe, die die Integral­
kurven von (7) untereinander vertauscht, ohne sie einzein festzulassen, 
zeigt, daB aus der Kenntnis dieser Transformationsgruppe, ja schon 
ihrer infinitesimalen Transformation, die Kenntnis eines Multiplikators 
foigt. Denn die Gieichung (10) besagt ja unmittelbar, daB 

1 

Q1P2-Q2P~ 

ein Multiplikator des Differentialausdruckes 

(7') 
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ist. 1st also tP (Xl' X 2) eine Funktion, fUr die 

a~ Q2 a~ 

aXl QI P2-Q2 Pl' aX2 

ist, so ist Hi.ngs den Integralkurven von (7) 

tP (Xl' X2) = const. 

Das sind also die Integralkurven von (7). 

2. Die LIEsche Theorie der elementaren Integrationsmethoden. Die LIE­
sche Theorie der elementaren Integrationsmethoden besteht nun in der 
Bemerkung, daB es in ail den im Kap. I besprochenen Fallen relativ 
leicht ist, infinitesimale Transformationen anzugeben, die die betreffende 
Differentialgleichung in sich iiberfiihren (ohne daB dabei die Integral­
kurven derselben einzeln festbleiben). Aile Beispiele von § 1 erscheinen 
so als Spezialfalle des allgemeinen Falles, in dem man infinitesimale 
Transformationen kennt, die die Differentialgleichung in sich iiber­
fiihren. Die allgemeine Aufgabe, aile infinitesimalen Transformationen 
von (7) zu finden, ist mit der Aufgabe identisch, alle Funktionenpaare 
PI> P a anzugeben, weIche die partieile Differentialgleichung (9) be­
friedigen. Es geniigt aber fiir die Integration von (7) ein soIches Funk­
tionenpaar zu kennen. 

Die Schreibweise (10) der Gleichung (9) lehrt, daB aus der Kenntnis 
eines Multiplikators von (7) die Kenntnis eines Funktionenpaars ent­
nommen werden kann, das (9) geniigt. 1st namlich M ein Multipli­
kator von (7'), so ist 

-aa (M QI) + -aa (M Q2) = O. Xl X2 

Man bestimme zwei Funktionen PI und Paso, daB M = Q P 1 Q P ist. 
1 2 - 2 1 

Dann geniigen diese beiden (10) und daher (9), und daher bestimmen 
PI' P a eine nichttriviale infinitesimale Transformation von (7). Damit 
sind die Ausfiihrungen von § 4 und 5 aus Kap. I der allgemeinen Theorie 
un tergeordnet. 

3. Beispiele. Betrachten wir noch einige weitere Falle aus Kap. I. 
Wir haben damals nicht bemerkt, daB man im Faile der linearen 

Differentialgleich ung 

y' + t (x) y + If' (x) = 0 

leicht einen Multiplikator angeben kann. Fiir die LIEsche Theorie 
schreiben wir diese Differentialgleichung so: 

dX 2 t dT = - (Xl) X2 - If' (Xl) 

dx! 1 
dT . 
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Es ist also QI = I, Qa = -I (Xl) XI - <P (Xl). Macht man den Ansatz 
PI = 0, so bleibt fiir Pa nach (9) ubrig: 

- t (Xl) P2 - ~aPz + (f (Xl) X2 + <P (Xl)) aaP~ = 0 . 
Xl X 2 

Es liegt nahe, aapz = 0 zu nehmen. Dann bleibt fiir das nur noch von 
X 2 

Xl abhangige P 2 ubrig: 

Man kann also 

nehmen. Somit ist 
e fl(x,)dx, 

ein Multiplikator. Die Differentialgleichungen 

dX l = 0 dX2 = e-ff(x,)dx, 
dt 'dt 

liefem Transformationen der linearen Differentialgleichung in sich. 

4. Eine allgemeine Substitutionsmethode. 1m ersten Kapitel wur­
den mehrfach Substitutionsmethoden herangezogen, die zur Trennung 
der Variablen fiihrten. Auch diese lassen sich von der LIEschen Auf­
fassung her systematischer verstehen. Betrachten wir z. B. die homo­
gene Differentialgleichung 

dy = t(L) 
dx X 

oder als System geschrieben 

(ll) 
dxs = t(Xz ). 
dT Xl 

Die Gruppe von Transformationen 

Xl = et xlO 

x2 = et x20 ' 

die sich aus der Integration der Differentialgleichungen 
dX l dX2 
de = Xl , de = x2 

ergeben, fiihren offenbar die Differentialgleichungen (ll) in sich uber. 
In der Tat genugen ja auch 

PI = Xl' P2 = X2 

QI = 1, Qa = t G:) 
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del' Differentialgleichung (9). In 

1 

Xlt(::)-Xa 
hat man also einen Multiplikator. Wir arbeiteten abel' auf S. 9 mit 
del' Substitution 

Anders ausgedriickt: Wir fiihrten durch 

Yl = Xl 

Xa 
Y2=-Xl 

neue Variablen ein. Die Kurven Yl = const und Y2 = const sind dabei 
die Niveaulinien des neuen Koordinatensystems. Die Linien Ys = const 
sind die Ba.h.nkQrven del' Transformationsgruppe, und die Linien 
Yl = const steUen eine Kurvenschar VOl', die durch die Operationen 
del' Gruppe in sich ubergefiihrt wird. 

Damit haben wir eine allgemeine Substitutionsmethode erkannt: 
Man fiihre die Bahnkurven einer Transformationsgruppe, welche· die 
Differentialgleichung in sich iiberfiihrt, sowie eine weitere, bei diesel' 
Gruppe invariante Kurvenschar als neue Koordinatenlinien ein. Dann 
sind in diesel' neuen Veranderlichen - die man kanonische nennt -
die Variablen getrennt. 

In den neuen Veranderlichen erhalten wir ein Paar von Differential­
gleichungen fiir die Operationen del' Transformationsgruppe, deren Lo­
sungen xe = const sind und die zugleich Bahnkurven del' Transfor­
mationen sind. Ferner sind die Xl = const eine invariante Kurven­
schar del' Gruppe. 

Damit 
dX1 P dT = 1 (Xl' X2) 

dXa p 
dT = 2 (Xl' X2) 

durch X2 = const befriedigt wird, muB U X 2 = P 2 (Xl' X2) == 0 sein. 
Damit Xl = const eine invariante Kurvenschar ist, muB nach S.59 

U Xl = PI (Xl' X2) 

eine Funktion von Xl allein sein. Die Gruppe ist also durch 

dX1 P ( dXa 
dT= 1 Xl)' dT=O 

definiert. Diese Gruppe muB nun die transformierten Differential­
gleichungen in sich iiberfiihren. Die Ql und Q2 miissen also del' par­
tiellen Di£ferentialgleichung geniigen, die sich ergibt, wenn man in (10) 
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Also ist 
Q1 1 

Q2 P-;' = 'P (x 2) 

eine Funktion von x2 allein. D. h. 

Q1 PI (Xl) 

Q2 = 'P (X 2 ) • 

Also Q1 =A(Xl , X2) PI (Xl) , Q2 =A(Xl' X2) tp(X2) fUr ein passendesA. 
Die transformierten Differentialgleichungen werden also 

~:l = A (Xl' X 2) PI (Xl) 

dx 2 , ( dT = /L (Xl' X 2) tp x2)· 

Fiihrt man durch 
d, 1 

d'1 A (X 1 x 2) 

einen neuen Parameter "1 ein, so kann man auch schreiben 

dX 1 P dX2 
-d = 1 (Xl)' d- = tp (X2) 
'1 '1 

d dX2 'P (x 2 ) 
o er auch d- = -P ( ). Die Variablen sind also getrennt. 

Xl 1 Xl 

5. Beispiel. Diese allgemeine Bemerkung erklart auch den Erfolg, 
den die Substitution 

v=x+y 

auf S. 8 bei der Differentialgleichung 

=; =/(x+y) 

hatte. Denn schreibt man 

dX 1 = 1 
d, ' 

so erkennt man, daJ3 die Operationen 

Xl = X10 + t, x2 = x20 - t 

die Differentialgleichung in sich iiberfiihren. Diese Transformations­
gruppe entstammt den Differentialgleichungen 

dX l = 1 
dt ' 

dX2 = -1 
dt • 

Bahnkurven sind die Geraden 

Xl + X 2 = const , 
BIEBERBACH, Differentialgleichungen. 3. AufI. 5 
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eme invariante Kurvenschar die Geraden 

Xl = const. 

In der Tat wird auch (9) bzw. (10) von S. 61 durch PI = 1, P2 = - 1, 
Ql = 1, Q2 = t (Xl + X2) befriedigt. 

§ 4. Projektive Transformationen. 

Besonderen Reiz diirfte es haben, die voraufgegangenen Betrach­
tungen mit den VorsteIlungen der projektiven Geometrie in Verbindung 
zu bringen. Dies wird in verschiedener Richtung geschehen. 

1. Affine Gruppe. Wann ist die durch 

(i = 1,2) 

definierte Gruppe eine Gruppe affiner Transformationen? Die Gruppe 
soIl also so aussehen 

(12) (i = 1, 2), 

wo die aki passende Funktionen von t - to sind. Durch Differentiation 
nach t kommt 

(13) x~ = a~i + a~i xlO + a;i x20 • 

Da in (12) die Determinante I all a2l 1 =1= 0 sein soIl, so kann man aus (12) 
a12a22 

die X iO entnehrnen und in (13) eintragen. Also kommen hier Differential­
gleichungen der Form 

(14) (i = 1, 2) 

in Frage. Hier sind dann die otki' die zunachst von t abhangen konn­
ten, Konstante, da wir Differentialgleichungen betrachten wollen, deren 
rechte Seiten vom Parameter nicht abhangen. 

Die so gefundene Bedingung ist auch hinreichend. S. 9/10 haben wir 
uns namlich gerade mit der Integration von Differentialgleichungen 
der Art (14) befaBt. Sie waren nur damals nicht als System geschrieben. 
Den dortigen Ergebnissen kann man tatsachlich entnehmen, daB die 
Losungen von (14) in der durch (12) angedeuteten Weise von den An­
fangswerten abhangen. 

2. Projektive Gruppe. Die affinen Transformationen sind ein Spezial­
fall der projektiven. Zu der Behandlung der letzteren fiihrt man am 
besten homogene Koordinaten Xl' X 2 ' Xs ein. So lautet jetzt die Frage 
nach denjenigen Differentialgleichungen, deren Integrale sich in der 
Form 

(15) 
3 

Xi = .2)aki X Ok 
k=l 

i = 1, 2, 3 
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schreiben lassen. Die aki sind dabei passende Funktionen von t - to 
mit nicht verschwindender Deterrninante. Eine der in 1. angestellten 
ganz analoge Uberlegung fUhrt jetzt auf Differentialgleichungen 

(16) 
3 

X~ = 2)Cl.. ik xk 
k~l 

(i = I, 2, 3), 

wo die Cl..ik Konstanten sind. DaB auch umgekehrt die Losungen von (16) 
sich in der Form (15) schreiben lassen, ergibt sich so: Unter den Inte­
gralkurven von (16) kommt stets mindestens eine reelle Gerade vor. 
Man unterwirft die Gleichungen (16) einer projektiven Transformation, 
die diese Integralgerade zur uneigentlichen Geraden macht. Dabei ent­
stehen wieder lineare homogene Differentialgleichungen mit konstanten 
Koeffizienten. Da aber jetzt xa = 0 eine Integralgerade ist, so hat die 
letzte Differentialgleichung die Form 

Geht man dann zu inhomogenen Koordinaten uber, indem man ~1 = Xl , 
X3 

~2 = ~- setzt, so erhalt man fUr die ~i Differentialgleichungen der 
Xa 

Form (14). Aus dem fUr diese schon gelaufigen Ergebnis folgt, daB 
auch bei den (16) die Losungen die Form (15) haben. Da man eben­
so aud). die XOk durch die Xi ausdrucken kann, ist die Determinante von 
Null verschieden. Man kann also sagen, daB man die Losungen von 
(16) aus den Losungen von Differentialgleichungen (14) durch pro­
jektive Abbildung bekommt. Die Differentialgleichungen (14) konnen 
durch Parallelverschiebung nach S. 9/10 homogen gemacht werden. Da­
her gehen die Losungen der Differentialgleichungen (16) durch projek­
tive Transformation aus den Losungen von Differentialgleichung 

dy ax + by 

dx ex + dy 

hervor. Die Losungen solcher werden wir S. 74 in anderem Zusammen­
hang ausfUhrlich diskutieren. 

Es sci eine nutzliche Ubung fUr den Leser, die hier skizzierten Ge­
dankengange in allen Einzelheiten durchzufUhren und auch den hier 
stillschweigend unterdruckten, S.9/10 aber erwahnten Ausnahmefall 
durchzuarbeiten. 

Hier werde nur noch angemerkt, daB man in der Literatur den 
inhomogen geschriebenen Differentialgleichungen (16) uberflussiger­
weise den Namen JACoBIsche Differentialgleichung zu geben pflegt, 
weil man sich immer noch daran erinnert, daB JACOBI, in praprojektiver 
Zeit diese Differentialgleichung zuerst studiert hat. Setzt man 

5* 
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so wird 

dy xsx; - X 3X 2 

dx = xsxi - x 3X 1 

(CC21 x + CCBBY + CC2S) - Y (CC31 x + CCS2Y + CCSS) 
(cc11 x + ccnY + CC1S) - x (cc31 X + CCS2Y + ccd 

die JACOBIsche Differentialgleichung. 
Die Losungen solcher Differentialgleichungen pflegt man nach 

KLEIN und LIE als W-Kurven zu bezeichnen1• 41 

Wir beschlieBen damit unsere knappe Skizze der LIEschen Ge­
dankengange, soweit sie fiir die Theorie der Differentialgleichungen 
erster Ordnung in Betracht kommen. Wir verweisen den interessierten 
Leser erneut auf die S. 27 erwahnte Literatur fiir weiteres Eindringen 
in analoge Theorien bei Differentialgleichungen hoherer Ordnung und 
bei partiellen Differentialgleichungen. 

IV. Kapitel. 

Diskussion des Verlaufs der Integralkurven. 

§ 1. Elementare Betrachtungen. 

In diesem Kapitel soIl rein qualitativein 'Oberblick iiber den Verlauf 
der Integralkurven gewonnen werden. Wir werden ihr Steigen und Fallen, 
ihre Konvexitat und Konkavitat, ihre Wendepunkte und einige weitere 
Dinge, die wir bald angeben werden, untersuchen. Zunachst soIl in diesem 
Paragraphen angedeutet werden, wie man oft schon durch ganz simple 
Betrachtungen iiber die eben genannten Fragen AufschluB gewinnen 
kann. Wenn die Differentialgleichung t (x,y,y') = 0 vorgelegt ist, so stellt 
t (x, y, 0) = 0 im allgemeinen Kurven dar, welche die Teile des Geraden­
feldes, in welchen die Integralkurven bei wachsendem x steigen, von 
denjenigen trennen, wo sie fallen 2. Differenziert man die Differential­
gleichung nach x, so erhalt man til) + t'Y' y' + ty' • y" = O. Daher sind 
die Wendepunkte der Integralkurven unter den Punkten (x, y) ent­
halten, fiir die bei passender Wahl von y' die beiden Gleichungen 

I (x, y, y') = 0, 

gelten. Diese Punktmenge oder Kurve, wenn man so sagen will, trennt die 
Teile des Richtungsfeldes, wo die Integralkurven konkav sind, von den-

1 Math. Ann. Bd. 4. 1871. 
2 Der Zusatz "im allgemeinen" deutet darauf hin, daB unter Umstll.nden 

f (x, Y, 0) = 0 keine Kurve ist. wie z. B. bei f = Y' oder daB unter Umstll.nden 
auch die Integralkurven iiberall steigen. wie z. B. fiir f = x2 - y'. wo also 
f (x. y. 0) = 0 nicht trennen kann. Sind aber Stellen beiderlei Art im Feld vor­
handen, so werden sie durch f(x. Y. 0) =0 voneinander getrennt. 
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jenigen, wo sie konvex sind. Ohne weiteren Zusatz konnen diese An­
gaben nur dann verwendet werden, wenn die Differentialgleichung 
in der Form y' =F (x, y) vorgelegt ist, und wenn dabei F (x, y) in einem 
Bereich B samt seinen ersten Ableitungen als eindeutige und stetige 
Funktion erklart ist. Dann wird F (x, y) = 0 der Ort derjenigen Punkte, 
wo die Integralkurven der x-Achse parallel sind und 

aF + aF F= 0 
ax ay 

wird der Ort der Wendepunkte. Wir wollen an einem Beispiele die 
Verwertung der Angaben naher kennenlernen. 

Es sei y' = 1 + x y vorgelegt. Der Ort horizontaler Tangenten ist 
die Hyperbel 1 + xy = 0, wahrend die Wendepunkte auf der Kurve 
dritter Ordnung x + y + x2y = 0 liegen 1. Beide Kurven sind in Abb. 7 
punktiert eingetragen. 
Schon diese wenigen Be­
merkungen erlauben es, 
zu erkennen, daB die In­
tegralkurven den inAbb. 7 
verzeichneten ungefahren 
Verlauf haben mussen. 
Man kann durch Be­
trachtung der Isoklinen 
der Gena uigkeit der Zeich­
nung noch etwas zu Hilfe 
kommen, z. B. beachten, 
daB die Achsen stets un­
ter 45 Grad durchsetzt 
werden. Aber nicht aIle 

Abb.7. 

Integralkurven k6nnen die x-Achse treffen. Auch solche Kurven sind 
in Abb. 7 zu sehen. Wenn man namlich z. B. yom Punkte (+ 2, - 2) 
beginnend eine Integralkurve fUr wachsende x verfolgt, so fallt sie 
standig, verfolgt man sie aber fUr abnehmende x, so steigt sie an, bis 
sie die punktierte Hyperbel trifft. Hier ist sie der x-Achse parallel, 
urn dann bei weiter abnehmendem x wieder zu fallen. 

1 Die Punkte dieser C3 sind tatsachlich Wendepunkte der Integralkurven. Denn 
fur das y'" der Integralkurven findet man y"' = 2 + 3 x y + x 2 + x 3 y. Die 
Kurve 2 + 3 xy + x 2 + x 3 y = 0 hat aber keinen eigentlichen Punkt mit der 
C3 gemein. Man kann noch hinzufligen, daB jede Integralkurve, welche die Ca 
trifft, in diesem Schnittpunkt dieselbe auch durchsetzt. Denn in einem solchen 
Schnittpunkt (xo, Yo) gilt fur die Richtung y~ der Integralkurve: y~ = 1 + Xo Yo' 
wahrend sich die Richtung y~ der C3 aus 1 + 2 xoYo + (1 + x~) Y~ = 0 ergibt. 
1m FaIle einer Berlihrung beider im Punkte (xo' Yo) mliJ3te y~ = y~ sein. Das 
kann aber nur flir Yo = 0 moglich sein. Hier aber ist wegen der Gleichung der 
C3 auch xo = O. In diesem Punkte (0, 0) aber ist y~ = 1, y~ = - 1. 
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§ 2. Singula.re Punkte. 
1. Allgemeine Bemerkungen. Wir haben S. 27 ff. bewiesen, daB 

unter gewissen Voraussetzungen durch jeden Punkt eines Gebietes B 
nur eine Losung der Differentialgleichung y' = t (x, y) geht. Die Voraus­
setzungen aber waren diese: t(x, y) solI in B eindeutig und stetig sein 
und einer LIPSCHITZ-Bedingung 

I t (x, Yl) -. t (x, Y2) I < M I Yl - Y21 

genugen. Dabei ist Meine von x und dem Wertepaar Yl' Y2 nicht ab­
hangende passende feste Zahl. Wir wollen uns nun die Frage vor­
legen, inwieweit die Bedingungen ffir die Gilltigkeit des Ergebnisses 
auch notwendig sind. Zunachst erinnem wir uns (vgl. S,47), daB die 
bloBe Stetigkei t von t (x , y) schon die Existenz der Losungen zur 
Folge hat. Wenn nur t (x, y) eine stetige Funktion ist, so geht durch 
jeden Punkt von B mindestens eine Losung hindurch. Aber ohne weitere 
Voraussetzungen uber t (x ,y) kann man nicht nachweisen, daB durch 
jeden Punkt nUT eine Losung geht. Tatsachlich kann man Differential­
gleichungen mit stetigem t (x, y) angeben, welche mehrere Losungen 
durch ein und denselben Punkt schicken. Das gilt z. B. bei der Diffe­
rentialgleichung 

Y' = + 1'IyT 
Denn ihre Losungen sind neben y = 0 die Parabeln 

Y = 1- (x + h)2 (fur x 2 - h) 1 

Y = - 1- ( x + h)2 (fur x S - h) , 

welche bei x = - h die x-Achse beruhren. 
Aber erinnem wir uns an die Definition der Losung: Losung heiBt 

jede differenzierbare Funktion, welche der Differentialgleichung genugt. 
Daher sind auch solche Kurven als Losungen anzusprechen, welche 
aus einem geradlinigen Stuck und einem Parabelbogen bestehen. Z. B. 

y=O furx<a 
Y = t ( x - a)2 fUr x >a (a 2 0) . 

Durch den Punkt x = 0, y = 0 geht auBer diesen Losungen auch 
die Losung y = 0 hindurch2• 

Ein weiteres Beispiel ist dieses: Die Losungen sollen durch folgende 
Kurven geliefert werden: 

y---,ex, ex<O fUr y<O 

Y = f3 X2 , 0 < f3 < 1 fUr 0 < Y < X2 

Y = X2 + r, r > 0 flir Y 2 x2 • 

(ex, f3, 'Y Parameter 

der Kurvenscharen) 

'I Fur x < - h ware y' nicht mehr positiv, so daB also nur diese Parabel­
bogen der Differentialgleichung genugen. 

2 Auch anUiBlich der Betrachtung der CLAIRAUTschen Differentialgleichung 
ist bereits ein 1!.hnliches Vorkommnis erw1!.hnt worden. 
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Daraus ergibt sich fUr das f (x, y) der Differentialgleichung 

f(x,y)=O fUr 

f(x, y) = J12~' 
0, 

y<O 

:x =l= 01 
X=O/ 

f(x,y)=2x fur 

fUr 
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Dies so fUr aIle x, y erklarte f (x, y) ist durchweg stetig1 . Gleichwohl 
gehen durch den Koordinatenanfangspunkt unendlich viele Losungen, 
namlich die zwischen y = 0 und y = x 2 gelegenen Parabeln y = f:J x 2 • 

Man hat zeigen konnen, daB stets dann, wenn durch einen Punkt P, 
wo f (x, y) stetig ist, mehrere Losungen gehen, dieselben zwischen 
zwei auBersten Losungen liegen und einen von beiden bestimmten 
Bereich in der Umgebung von P liickenlos ausfilllen2• 

Eine hinreichende Bedingung dafUr, daB eine stetige Differential­
gleichung durch jeden Punkt nur eine Losung schickt, haben wir in 
der LIPSCHITZ-Bedingung erkannt. OSGoon 3 ist in der Frage nach hin­
reichenden Bedingungen fUr die Einzigkeit der Losungen zu folgendem 
Ergebnis gekommen: q; (u) sei eine stetige Funktion, q; (0) = 0, q; (u) > 0 

Ii fuo du 

m -(-)=00, 
£-+0 'P u 

fUr 1t > 0, 0< e < uo. Es sei 
e 

[ f (x, Y1) .- f (x, Y2) i < q; ([ Y1 - Y2 il, 
in dem der Betrachtung unterliegenden Bereich. Dann gibt es bei 
gegebener Anfangsbedingung nur eine Losung. Man kann also z. B. 
mit q;(u) = u log u arbeiten. TAMARKINE3 hat eine hinreichende Be­
dingung fUr die Existenz mehrerer Losungen hinzugefUgt. Es sei '1fJ (u) 

stetig und monoton wachsend, '1fJ(0) = 0 und f;(:) konvergent, 
o 

ferner 
[f(x, Y1) - f(x, Y2)! > '1fJ(!Y1 - Y21l 

in der Umgebung von (xo' Yo). Dann gehen durch diesen Punkt mehrere 
Losungen4 • 

1 Fur (x, y) = (0, 0) folgt dies daraus, daJ3 fur aile (x, y) I t (x, y) I ;;;;; 2 I x list. 
2 Man vgl. W. F. OSGOOD in den Monatsheften fur Mathematik und Physik 

Bd.9, S.331. 1898. Ferner H. KNESER in den Sitzgsber. preu13. Akad. Wiss., 
Physik.-math. Kl. 1923, S. 171, wo ein analoger Satz fur Systeme bewiesen wird. 

3 Math. Zeitschr. Bd. 16, S.207. 1993. 
4 Wegen weiterer Literatur, auch betr. Ausdehnung auf Systeme, vgl. den 

zusammenfassenden Bericht von M. MULLER im Jahresbericht der Deutsch. 
Math. Ver. Bd.37, S.33ff. 1928. 
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Nun will ieh weiter noch Differentialgleiehungen betrachten; bei 
welchen die Stetigkeit des Richtungsfeldes in einzelnen Punkten unter­
brochen ist. 

Eine Stelle, wo eine oder die andere Voraussetzung unseres Exi­
stenzsatzes von S. 27/28 nieht erfiillt ist, solI stets eine singuliire Stelle 
heiBen. 

2. Typiscbe Falle. 1. Ich betrachte 
dy y 

dx x 

und will den Verlauf der Losungen dieser Differentialgleichung in der 
Nahe des Koordinatenanfanges untersuchen. Da die Losungen die 
Geraden y = c x sind, so zeigt sieh, daB alle Integralkurven den Koor­
dinatenanfang passieren. Denn jede Integralkurve ist durch einen 
ihrer Punkte (xo, Yo) festgelegt. Die durch diesen Punkt gehende Inte-

gralkurve ist y = ~o x. Tatsachlich ist ja auch ~ fiir (x, y) = (0,0) 
o 

nieht stetig, und das ennoglieht es, daB durch diesen Punkt nieht eineJ 
sondern aile Losungen gehen. Aber nicht jede Unstetigkeit am Koor­
dinatenanfang hat diese Folge. 

2. Wir brauchen nur die Gleichung 

(1) 

zu betrachten, um dies einzusehen. Man findet namlich y = ex" als 
Losungen. Je nach der Beschaffenheit von a zeigen diese aber ver­
schiedenes Verhalten. Den Fall a = 1 haben wir ja schon vorweg­
genommen. 1st a positiv, so erkennt man, daB nach wie vor alle Integral­
kurven durch den Koordinatenanfang gehen. Sie beriihren dort alle 
die x-Achse, wenn a> 1 ist. Sie beriihren alle bis auf eine die y-Achse, 
wenn a < 1 ist. 

Wir sagen in all den bisher behandelten Fallen, es liege in (0, 0) 
ein K notenpunkt der Losungen vor. 

Ein ganz anderes Bild bieten die Falle a < 0 dar. Dann sind namlich 
durch 

y = ex" 

hyperbelartige Kurven dargestellt, deren Asymptoten die x- und die 
y-Achse sind. Die eine der beiden Geraden, namlieh y = 0 gehort 
auch zu den Losungen. Beide Geraden werden Losungen, wenn man statt 

der Gleiehung (1) das System ~: =x, it = ay betrachtet. Es hat 

abgesehen von x = 0 die gleiehen Losungen wie (1). Wir sagen in diesem 
Faile, es liege ein Sattelpunkt vor, weil die Integralkurven ahnlich 
aussehen wie die Hohenlinien in der Nahe eines Gebirgssattels. 

In allen diesen FaIlen gibt es also Integralkurven durch den Koordi­
natenanfang, also durch den singuliiren Punkt der Differentialgleichung. 
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Darunter waren immer - wenn wir an den Systemfall denken - min­
destens zwei Geraden. Nur eine Gerade kommt unter den Integral­
kurven von 

3. y' = x ~ Y vor. Die Integralkurven sind namlich 

y = x(c + log I x j) 

und darunter kommt nur die Gerade x = 0 vor. AIle Integralkurven 
gehen durch den Koordinatenanfang, weil fUr x ~ 0 auch y ~ 0 strebt. 
Wir haben also noch einen Knotenfall. 

Nun werden wir endlich noch Fane kennenlernen, wo keine Integral­
kurven durch den singularen Punkt gehen. 

4. So sind z. B. die Integralkurven von 
dy x 
dx =-y-

die Kreise 
x2 + y2 = c. 

Wenn, wie in diesem Beispiel die Integralkurven sich geschlossen 
urn den singularen Punkt herumlegen, spricht man von einem Wirbel­
punkt. 

5. Endlich betrachte ich noch die Differentialgleichung der logarith­
mischen Spiralen 

dy x + ay 
-=---
dx ax - y 

Zur Integration dieser Gleichung fUhrt man am besten Polar­
koordinaten durch 

x = r cos rp 

y=rsinrp 

ein. Dann wird die Gleichung 
dt· 
df/J =ra. 

Also sind wirklich die logarithmischen Spiralen 

r = ce'"'' 
die Losungen. Diese durchsetzen bekanntlich alle Strahlen '<lurch den 

Ursprung unter einem festen Winkel, dessen Tangens ~ ist. DaB dies 
a 

der Fall ist, kann man ja auch direkt aus der Differentialgleichung 
ablesen. Setzt man namlich 

1 a = tgoc 
und 

y x = tgrp, 
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so kann man ja die Differentialgleichung so schreiben 

y' = tg(oc + rp). 

Jedesmal dann, wenn, wie in diesem Beispiel die lntegralkurven 
sich asymptotisch urn den singularen Punkt herum winden, spricht man 
von einem Strudelpunkt. 

Die hier untersuchten Beispiele sind nun zunachst typisch fUr die 
homogene Differentialgleichung 

dy Cx + Dy 
dx A x + By' 

wie wir im nachsten Paragraphen sehen werden. Sie sind aber auch 
typisch fUr eine ausgedehnte weitere Klasse von Differentialgleichungen 
(§ 6). 

§ 3. Die homogene Differentialgleichung y' = ~: t ~; . 
lch setze voraus, daB in dieser Differentialgleichung A D - B C =+= 0 

ist. Denn sonst sind auf der rechten Seite Zahler und Nenner proportio­
nal, so daB sich die Gleichung auf y' = const bzw. im Systemfall auch 
auf x' = 0 reduziert. 

Die an den Beispielen des § 2 und schon frliher gesammelten Er­
fahrungen lassen es zweckmaBig erscheinen, statt 

(1) 
, Cx + Dy 

Y=Ax+BY 
das System 

dx 
di=Ax+By 

(2) 
~t = Cx + Dy 
dt 

zu untersuchen. Jede Lasung von (1) gibt zu einer Lasung von (2) 
AnlaB und umgekehrt fUhrt jede Lasung von (2) zu einer Lasung von 

(1), es sei denn, daB fUr dieselbe ~~ = 0 ist, d. h. daB es sich urn eine 

Parallele zur y-Achse handelt. Man kann also auch sagen, daB der Uber­
gang von (1) zu (2) eine Erweiterung des Begriffs "Lasung von (1)" 
bedeutet. 

lch will zunachst zusehen, welche Vereinfachungen das System (2) 
durch eine line are Koordinatentransformation erfahren kann. leh fUhre 
durch1 

(3) {
;=ocx+ f3y 

1]=yx+i5y 

(oc, f3, y, i5 sind Konstanten, fUr die oci5 - f3y =+= 0 ist) 

1 Ein Leser, der den Matrizenkalkiil beherrscht, wird die folgenden Betrach­
tungen knapper fassen k6nnen. Vgl. z. B. L. BIEBERBACH: Analytische Geo­
metrie. S.79. Leipzig: B. G. TEUBNER 1930. 
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die neuen Veranderlichen ~,1] ein. Ich erhalte 

d~ dx dy dn dx {) dy 
dt =IXTt+PTt' Tt=YTe+ Te' 

Ich will versuchen, durch passende Wahl der IX, P, 1', {) das System auf 
die Gestalt 

(4) 

zu bringen. Das fiihrt dazu, daB fUr alie x, y die beiden Gleichungen 

x(IXA + PC) + Y(IXB + PD) = Al (IX X + fJy) 

x(rA + {) C) + y(r B + {)D) = A2(r x + {) y) 

gelten. Daher muB sein: 

und 
I' (A - A2 ) + {) C = 0 

r B + (D - A2) {) = O. 

Das sind zwei Paar linearer Gleichungen mit je zwei Unbekannten 
IX, P bzw. 1', {). Soilen dieselben nichttriviale Losungen besitzen, so 
miissen Al und A2 die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung 

lA-A C ,'=0 (6) B D - A 

oder 
A2 - A(A + D) + AD - BC = 0 

sein. Man nennt sie die charakteristische Gleichung des Systems (2). 
Wenn diese Gleichung zwei voneinander verschiedene Wurzeln besitzt. 

so gehoren dazu vermoge der zwei Paar linearer Gleichungen (5) vier 
Zahlen IX, P, 1', {), deren Determinante IX{) - PI' von Null verschieden 
ist. Anderenfalis ware das dem einen Gleichungspaar (5) geniigende 
Zahlenpaar IX, P dem Zahlenpaar 1', {) proportional, das dem anderen 
Gleichungspaar (5) geniigt. Da es sich urn homogene Gleichungen 
handelt, so darf man I' = IX und {) = P nehmen. Dann wiirden aber 
die beiden oberen Gleichungen (5) zur Folge haben, daB IXAI = IXA2 ist. 
Wegen Al =f= A2 ware also IX = O. Aus demselben Grund ware P = O. 
Wir hatten es also doth mit dentrivialen Losungen der Gleichungen (5) 
zu tun. Es ist also IX{) - PI' =f= O. Daher ist durch (3) eine lineare Sub­
stitution erklart, welche das System (2) auf die Form (4) 'bringt. Da 
A D - B C =f= 0 angenommen wurde und da nach (6) AD - B C = Al A2 
ist, so kann keines der beiden A verschwinden. Sind insbesondere Al 
und A2 reell, so sind sofort einige der im vorigen Paragraphen besproche­
nen Faile wieder zu erkennen. Wenn aber die Al und A2 konjugiert 
komplex sind, so bleibt erst noch zu untersuchen, welcher der im vorigen 
Paragraphen besprochenen Falle sich unter dieser komplexen Form 
verbirgt. Urn das zu erkennen, mache ich in (4) die neue Substitution 
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So erhalt man das System 

, r (AI + }'2) 
r =--2--' 

Die Integralkurven sind also 

d. h. 

(8) ( . }'l + A2 ) r = c exp ~ Al _ ~ cp . 

Dabei sind c1 , c2 , c Konstanten und exp (x) bedeutet eX. 
Die Integralkurven werden also Spiralen, es sei denn, daB 

A1 +A2 =O 

ist. Dann sind es geschlossene Kurven (Ellipsen, da die x, y mit den 
~ ,1) durch eine affine Transformation verbunden sind). Es liegt also 
ein Strudelpunkt oder ein Wirbelpunkt vor. 

Nun bleibt noch der Fall zu behandeln, wo die quadratische Glei­
chung (6) zwei zusammenjallende W urzeln hat. 

Ich betrachte erst den Fall, daB die Gleichungen (5) identisch 
erftillt sind. Dann kann man ct. = 1, f3 = 0, y = 0, b = 1 nehmen. 
Die Substitution ist also ~ = x, y = 1}. Daher hat jetzt das System (2) 
von vornherein die Gestalt: 

mit lauter geradlinigen Integralkurven. Sind aber die Gleichungen (5) 
nicht identisch erftillt, so wollen wir die Koeffizienten ct., f3 aus (5) 
bestimmen, die y, b aber zunachst noch beliebig annehmen, aber so, 
daB ct.b - f3y =+= 0 ist. Dadurch wird dann (2) auf die Form 

dl; d 1] 
(9) di=AI~' di=r~+Ll1} 

gebracht. 
Hier ist aber LI = AI' Dies folgt daraus, dafJ die charakteristischen 

Gleichungen fur das ursprungliche System (2) zmd das transformierte (9) 
ubereinstimmen. Geht namlich durch irgendeine Transformation (3) das 
System (2) in 

(10) 

tiber, und ist 

d!: 
di=A~+Br; 

d1)=rl:+LI 
dt s- r; 

x = ct.' ~ + f3' r; 
y = y' ~ +b'r; 



§ 3. Die hornogene Differentialgleichung y' = ~ x + ~y . 77 x+ y 

die zu (2) inverse Transformation, so wird (im Sinne des Matrizen­
kalkiils 

(A B) (a f3) (A B) (a' f3') r Ll = y 0 CD )I' 0' 
und also) 

I a f3 i A - A B !: a' f3' 
o )I 0 'i C D - A II )I' 0' I 

wie man sofort nachpriift. Die charakteristische Gleichung des trans­
formierten Systems hat also dieselben Wurzeln wie die charakteristische 
Gleichung von (2). Daher ist in (9) auch Ll = AI. In dem so erhaltenen 
System 

d~ d'Yj 
7ft = AI; , 7ft = r; + Al 1] 

mache man im F alle r =1= 0 nun weiter die Substitution r; = AI;I • 
Dann geht es in 

iiber, und dies haben wir schon im vorigen Paragraphen untcrsl1r.ht. 
Von Koordinatentransformationen abgesehen, sind also die im 

vorigen Paragraphen studierten Falle die einzigen, weIche bei den 
in der Uberschrift dieses Paragraphen genannten Differentialgleichungen 
vorkommen. 

Ich merke noch die rechnerischen Ergebnisse der Uberlegungen 
an. Unsere Differentialgleichungen (2) zerfallen zunachst mit Riicksicht 
auf die Gleichung (6) in drei Klassen: 

Klasse I: (A - D)2 + 4 B C > 0 
II: (A _D)2 + 4BC < 0 

III: (A _D)2 + 4BC = o. 
Bei Klasse I sind alle Integrale in 

(yx + Oy)-!·, (ax + f3y)<' = const 

enthalten. Al und A2 sind die beiden Wurzeln der Gleichung (6). a, f3, y, 0 
k6nnen aus (5) berechnet werden. Wenn dann }'I und A2 gleiches Vor­
zeichen haben, d. h. wenn 

AD-BC>O 

ist, so haben wir einen Knotenpunkt. Wenn aber Al und A2 verschiedene 
Vorzeichen haben, wenn also 

AD-BC<O 

ist, so liegt ein Sattelpunkt vor. 
Bei Klasse II kann gleichfalls das allgemeine Integral auf die Form 

(yx + oy)-A, (ax + f3yJA' = const 
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gebracht werden. Das ist keine reelle Schreibweise. Die Betrachtungen 
von S. 75 und von S. 76 lehren aber, wie dieselbe zu erhalten ist. Man 
findet beim Ubergang zu Polarkoordinaten von g, rJ aus nach (8) 

!.,+)., log ax+fly 

(at X + f3y) (yx + by) = C/-'-!" YX+OY 

Es liegt im allgemeinen ein Strudelpunkt und ausnahmsweise ein 
Wirbelpunkt vor. Insbesondere arten die Spiralen in Ellipsen aus, 
wenn Al + .1.2 = 0 ist. Ihre Gleichung wird 

Setzt man 
: at X + f3 y :2 = c. 

at = at1 + i at2 

f3 = f31 + if32' 
so wird ihre Gleichung 

(at1X + f31y)2 + (at2X + f32y)2 = c. 

Bei der Klasse III liegt wieder ein Knotenpunkt mit einer einzigen 
Geraden 

atx+f3y=O 

vor, deren Koeffizienten at, f3 sich aus (2) bestimmen. 

§ 4. Allgemeine Satze iiber den Verlauf der Integralkurven 
im reellen Gebiet. 

1. Vektorfeld. Die bloBe Anwendung der Satze iiber die stetige 
Abhangigkeit der Integralkurven von den Anfangsbedingungen laBt 
weitgehende Schliisse iiber den Verlauf der Integralkurven einer Diffe­
ren tialgleich ung 

(1) 
dy _ Q (x, y) 

dx - P(x,y) 

in einem Gebiete B zu, wo Zahler und Nenner als eindeutige und 
stetige mit stetigen ersten Ableitungen nach x und Y versehene Funk­
tionen erklart sind. I P (x, y) I und I Q (x, y) I mogen in Bunter einer 
Schranke M bleiben. Es erweist sich fUr die Betrachtung als zweck­
maBig, die Integralkurven auf einen Parameter t zu beziehen und also 
die Differentialgleichungen in der Form 

dx dy 
(2) di = P (x,y), dt = Q (x, y) 

anzunehmen. Durch diese Einfiihrung wird das durch (1) definierte 
Feld von Linienelementen durch ein Feld von Vektoren (gerichteten 
Geraden) ersetzt. Denn durch (2) wird nicht nur die Tangente der 
Integralkurve im Punkte (x, y) gegeben, sondern auch die Richtung 
bestimmt, in welcher fiir wachsende t die Integralkurve den Punkt 
passiert. Nur in den Punkten, wo P und Q beide verschwinden, wird 
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keine bestimmte Richtung erklart. Wir nennen solche Punkte singuliire 
Stellen des Vektorfeldes. Bei den folgenden Darlegungen aus diesem von 
H. POINCARE 1 begriindeten Gebiet stiitze ich mich im wesentlichen auf 
eine Arbeit von BENDIXSON 2: 

2. Feld von Losungskurven. Zunachst betrachten wir einen Kurven­
bogen x = x (r), y = y (r) (ro < r < r 1), der nirgends den Feldvektor 
beriihren solI und fUr den x' (r) und y' (r) stetig sind und nicht gleich­
zeitig verschwinden. 

Die Losungen dllrch die Pllnkte dieses Kurvenbogens bilden in einer 
gewissen Umgebu.ng desselben ein Feld, d. h. sie erfiillen einen diesen 
Kurvenbogen enthaItenden Bereich vollig derart, daB durch jeden 
Punkt desselben genau eine Losung geht. 'Es seien 

(3) x = x (t, r), Y = y(t,r) 

diese Losungen. Es sei 

x (to, r) = x (r) , y (to, r) = y (r) . 
Dann ist 

d(x, y) iJx ay ax ay 
d(t,T) =Tta;- aT 8t 

nach S.41 fUr ro < r < r 1 und aIle t einer gewissen Umgebung von to 
stetig und von Null verschieden. Denn fUr t = to ist dies der Fall, da 
die Anfangskurve die Losungen nicht beriihrt. Nach bekannten Satzen 
iiber implizite Funktionen kann man daher fUr alle x, y aus einer 
gewissen Umgebung der Anfangskurve die Gleichungen (3) auf genau 
eine Weise durch Werte taus der Nahe von to und Werte r aus jenem 
Intervall befriedigen, worin unsere Behauptung liegt. 

3. Verhalten der Losungen fUr groBe Parameterwerte. Wir haben 
schon S.35 festgestellt, daB zu jedem Punkt x = xo, y = Yo des Ge­
bietes B und endliches to genau eine Losung gehort, fUr die lim x (t) = XO' 

t-Ho 

lim y (t) = Yo ist. Eine Anderung des endlichen Wertes to, welchen man 
t-+to 

dem Punkte zuordnet, andert an der Losungskurve x = x (t), y = Y (t) 
nichts; dadurch andert sich nur die Parameterdarstellung. Das folgt 
sofort daraus, daB eine Substitution t1 = t + h die Differentialglei­
chungen, auf deren rechter Seite ja der Parameter fehIt, nicht andert. 
Hat man also zwei Losungen 

Xl (t), Y1 (t) und x 2 (t*) , Y2 (t*) 

derart, dafJ fur t = to, t* = to + h 

Xl (to) = x 2 (to + h) , Y1 (to) = Y2 (to + h) 

1 Die in Betracht kommenden Arbeiten POINCARES aus den Jahren 1878-1887 
sind in dem Bd. 1 der Oeuvres de HENRI POINCARE bequem zuganglich. 

2 Acta mathematica Bd. 24. 1900. 
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ist, so ist liir alle T 

Xl (to + T) = X2 (to h + T) , YI (to + T) = Y2 (to + h + T) . 

Eine solche durch einen Punkt XO' Yo festgelegte Lasung wollen wir 
nun auf ihrem weiteren Verlauf verfolgen. Sie mage etwa von xo, Yo aus­
gehend ein Stuck weit nach der Methode der sukzessiven Approxi­
mationen durch eine Reihe dargestellt sein. 1st dann Xl' Yl mit dem 
Parameterwert tl ein weiterer durch diese Darstellung erfaBter Punkt 
der Lasung, so kannen wir fUr Xl' Yl' tl erneut das Verfahren der suk­
zessiven Approximationen ansetzen und so die Lasung ein Stuck weiter 
verfolgen. Nun sind zwei Falle denkbar. Entweder kann man dabei 
bei fallen den oder bei wachsenden Parametern nicht uber einen ge­
wissen endliehen Grenzwert T des Parameters hinauskommen, oder 
aber man kann dabei zu beliebig graBen Werten des Parameters ge­
langen. Es genugt dabei vallig, waehsende Parameter zu betrachten. 
Der andere Fall wird durch die Substitution tl = - t auf diesen zuruek­
gefUhrt. Zunachst ist leieht zu sehen: Wenn man bei der Fortsetzung 
nicht zu beliebig grofJen Parameterwerten gelangen kann, wenn also die 
obere Grenze T der llings der Kurve in B erreichbaren Parameterwerte 
endlich ist, so kann die Losungskurve fur gegen T wachsende Parameter­
werte nicht im Inneren eines abgeschlossenen Teiles des Bereiches B 
bleiben. Denn naeh Voraussetzung gilt langs der Kurve: 

IP(x(t),y(t))1 < M, JQ(x(t), y(t))[ < M fUr to<t< T. 

Daraus folgt 

! X (tl) - X (t2) i < M i tl - t21 ' 

Das bedeutet aber die Existenz der Grenzwerte 

lim X (t) = a, lim y(t) = b. 
t~T t-+T 

Der Punkt (a, b) muBte somit dem lnneren von B angeharen. Das 
widerspricht aber der vorhin erwahnten Feststellung von S.35, weil 
man sonst die Lasung fUr T ubertreffende Parameterwerte verfolgen 
kannte. Der Punkt (a, b) liegt also am Rand des Bereiehes und gegen 
ihn konvergiert die Kurve fur t -+ T. 

leh wende mieh zu dem anderen der beiden untersehiedenen Falle. 
In ihm kann man die Lasung fUr belie big groBe Parameterwerte in B 
verfolgen, ohne einen gewissen abgesehlossenen Teilbereich von B 
dabei zu verlassen. 

leh will den Speziallall vorwegnehmen, daB beide Grenzwerte 

lim x (t) = a, lim y (t) = b 
t~co t~oo 

existieren. Dann ist, wie ich zeigen will, 

P(a,b) =0 und Q(a,b) =0. 
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(a, b) liegt namlich in B; ware z. B. P (a, b) =1= 0, so ware jedenfalls 
fUr genligend groBe t, z. B. fUr t > m, 

. P( b)' 
IP(x(t), yet»)! > ;+i' 

Daher ware wegen der Stetigkeit von P (x (t) , Y (t) fUr groBe t entweder 
standig 

P(x(t),y(t)) > P (;' b) >0, 

oder stan dig 

P (x (t), Y (t)) < Pi;, b) < o. 

In beiden Fallen folgt durch Integration 

I x (t) - x (m) I > I P (;' b) I (t - m), 

so daB also gegen Annahme lim I x (t) I = 00 sein mliBte. Stellen (a, b) , 
t-+co 

fiir welche P (a, b) = 0 und Q (a, b) = 0 ist, nannten wir S. 72 singulare 
Stellen def. Differentialgleichung (1), wofem nicht das glp.ichzeitige 
Verschwinden von P (x, y) und Q (x, y) durch Beseitigung eines gemein­
samen Faktors zu beheben ist. Ubertragen wir die dort gegebene Defi­
nition sinngemaB auf das System (2) so gehOrt der Punkt (a, b) jeden­
falls nicht zu den singularen, well die im Existenzsatz von S. 34/35 for­
mulierten Voraussetzungen jedenfalls erflillt sind. Tatsachlich geht ja 
durch den Punkt (a, b) die Losung x = a, y = b, welche das all­
gemeine Existenztheorem liefert. Es ist aber nach dem eben Fest­
gestellten nicht ausgeschlossen, daB unter Umstanden noch eine weitere 
Integralkurve diesem Punkte fiir t -+ 00 zustrebt. Auch stellt ja die 
vom Existenztheorem gelieferte Losung x = a, y = b in der x-y-Ebene 
keine eigentliche Kurve dar. Schon die Betrachtungen des vorigen 
Paragraphen haben uns einigen AufschluB iiber die hier etwa zu 
erwartenden Moglichkeiten gegeben. Wir wollen diesem Sachverhalt 
entsprechend die Stellen (a, b) , wie schon S. 35 erwahnt, zu den singuliiren 
rechnen. Der Wortlaut unserer Definition von S.72 schlieBt ja auch 
eine solche Erweiterung der Begriffsbestimmung nicht aus. 

4. Geschlossene Integralkurven. I ch betrachte nun einen K U1(ven­
bogen x = x (t) , Y = Y (t) , t > to' der keinen singuliiren Punkt der 
Differentialgleichungen (2) trifft. Die Punkte x (t) , Y (t) soUen fur t -+ 00 

mehrere Hiiufungspunkte in B besitzen. Es soU also im Inneren ton B 
Punkte geben, denen Ix (t) , Y (t) I fur beliebig grope t beliebig nahe kommt. 
Am Rande von B und in singuliiren Punkten soUen dagegen solche 
H iiufungspunkte nicht liegen. Dann ist die K urve L: x = x (t) , Y = Y (t) 
entweder selbst eine geschlossene Kurve, oder aber die Hiiufungspunkte 
fur t -+ 00 liegen auf einer anderen geschlossenen I ntegralkurve. 

BIEBERBACH, Differentialgleichungen. 3. Aufl. 6 
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Diese Aussage entspricht der schon fUr den Fall der Existenz del' 
Gl'enzwerte gemachten besonderen' Feststellung. Denn die einem 
singulal'en Punkte (a, b) entsprechende Lasung x = a, y = b gehal't 
zu den geschlossenen Lasungen. 

Zum Beweise untel'scheide ich zwei F aUe. Ich nehme zunachst an, 
ein Hattfungspunkt gehore der Lostmg L selbst an. Die Lasung solI also 
einem ihrel' Punkte fur beliebig groBe t beliebig nahe kommen. Dann 
ist die Losung notwendig geschlossen. 

Als geschlossene Lasung wird eine Ujsung angesprochen, auf welcher 
zu einzelnen Punkten mehrere Parameterwerte geharen. D. h. also: 
einen solchen Punkt passiert die Kurve nicht allein fli.r t = to' sondern 
noch fur einen anderen Wert to + h. Daraus folgt aber, daB auch be­
liebige Parameterwerte to + T und to + h + T dieselben Punkte ergeben 
(S. 79/80). Die samtlichen Kurvenpunkte sind also durch die zwischen 
to und to + h gelegenen Parameterwerte bereits erschapft. 

Ich will also jetzt b£weisen, dafJ die Losung L notwendig geschlossen 
ist, wenn einer ihrer zu t --+ 00 gehOrigen H aufungspunkte aZtf ihr liegt. 
P sei ein solcher Haufungspunkt. Ich errichte in demselben die Kurven­
normale.Falls die Lasung nicht geschlossen ist, so muB diese Normale 
von der Lasung in unendlich vielen Punkten getroffen werden, die 
sich in P haufen. Denn sei Q irgendein weiterer Punkt der Lasung. 
P gehare zum Parameter p, Q zum Parameter q. Dann lehrt der Satz 
von der stetigen Abhangigkeit der Lasungen von den Anfangspunkten, 
daB in einem beliebig gegebenen Parameterintervall p - 0 < t < p + 0 
die Lasung von den zu den urn q - p graBeren Parameterwerten 
q - 0 < t < q + 0 geharigen Lasungspunkten nur wenig abweicht, 
wofern nur Q hinreichend nahe bei P gewahlt ist. Stellt man also 
diese tiberlegung fur eine gegen P konvergierende Folge von Punkten Q" 
der Lasung Lan, deren Parameterwerte q" --+ 00 streben, so erhalt 
man unendlich viele Kurvenbogen, die beliebig nahe an dem urn P 
abgegrenzten Bogen der Lasung L entlang laufen. Wenn die Kurve L 
geschlossen ist, dann fallen aIle diese Bogen zusammen. Unsere Annahme, 
die Kurve sei nicht geschlossen, hat zur Folge, daB aIle diese Bogen 
die Normale uberschreiten, und zwar mussen sie aIle in hinreichender 
Nahe von P bei wachsenden Parameterwerten die Normale im gleichen 
Sinne uberschreiten. Auch dies folgt ja aus der Stetigkeitsbetrachtung, 
weil do('h in hinreichender Nahe von P nur geringe Richtungsunter­
schiede der Integralkurven vorkommen. Dies aber fUhrt zu einer gestaIt­
lichen Unmaglichkeit. Man gebe ein P enthaltendes Normalenstuck 'jJ 

vor, das so kurz gewahlt sei, daB es von allen Bogen im gleichen Sinn 
uberschritten wird. Man verfolge die Lasung von P aus im Sinne wach­
sender Parameter, bis sie zum etsten Male die Normale des Punktes P 
trifft. Dieser T reffpunkt sei Pl' Der K urven bogen P P lund das 
Normalenstuck P P l begrenzen dann nach dem JORDANschen Kurven~ 



§ 4. Allgemeine Satze liber den Verlauf der Integralkurven im reellen Gebiet. 83 

satzl einen Bereich; aus welch em die Lasung nie wieder austreten 
(Abb.8a) oder in den sie nie wieder eintreten kann (Abb. 8b), da sie 
ja das Normalenstuck P PI' wenn uberhaupt, so nur immer im selben 
Sinne uberschreiten kann, und da sie keinen Punkt des Bogens P PI 
treffenkanri, ohne mit diesem Bogen im weiteren Verlauf uberein­
zustimmen.- Der Bogen P PI enthalt 
namlich, nach Voraussetzung keinen 
singularen Punkt. Daraus folgt, daB auf 
der Normalen die Sehnittpunkte in der­
selben Reihenfolge aufeinander folgen, 
wie die zugeharigen Parameterwerte 
auf det Kurve. PI ist also der P zu-

p 

nachst . gelegene Sehnittpunkt auf der Abb. 8 a. Abb. 8 b. 

Normalen. P kannte also nieht Haufungspunkt der Schnittpunkte 
sein. Die Lasung L muB also selbst gesehlossen sein. Denn die An­
nahme, sie sei nicht gesehlossen, fuhrt zu unmagliehen Konsequenzen. 

1eh betraehte nun den anderen Fall. P sei also ein H aufungspunkt, 
der nicht aUf der zu ttntersuchenden Losung L liegt. Alsdann will ick 
zeigen, dafJ die durch P gehende Losung L' gescklossen ist. Jedenfalls 
ist so fort zu sehen, daB jeder Punkt der dureh P gehenden Lasung L' 
ein Haufungspunkt von L fur t --+ 00 ist. Das folgt wie eben durch 
Betraehtung einer gegen P konvergierenden Folge von Punkten Qv 
von L. Sind namlich Qv auf Lund P auf L' gelegene Punkte, so be­
traehte man die 1ntegralkurven Lund L', die fur t = to dureh Q" oder 
P gehen. Fur ein beliebiges 1nterva1l 2 to < t < T sind sie dann urn so 
weniger voneinander verschieden, je naher Qv und P beieinander liegen. 
Daher kann aueh L' keinem singuHiren Punkt und aueh nieht dem 
Rande von B beliebig nahe kommen, weil sonst dasselbe (gegen An­
nahme) fUr L zutreffen muBte3 . Wenn namlieh L' fUr t --+ 00 dem singu­
laren Punkt a beliebig nahe kame, so bestimme man T so, daB der zu 
t = T geharige Punkt von L' urn weniger als eine vorgegebene Zahl 

; > 0 von a entfernt ist. Alsdann bestimme man Qv auf L so nahe bei 

P, daB fUr to < t < T die Kurve L urn weniger als ; von L' abweieht. 

Dann hat der zu t = T geharige Punkt von L eine Entfernung ,von a, 

1 Der beste heute bekannte Beweis ist der von E. SCHMIDT in den Sitzgsber. 
preuG. Akad. Wiss. 1923, S,318-329. 

2 Dies folgt mit Hilfe des BORELschen Uberdeckungssatzes sofort aus dem, was 
S. 44 liber die Intervalle gesagt wurde, flir die dort die Stetigkeit bewiesen wurde. 
Die dart angestellten Betrachtungen lassen sich ja mit Leichtigkeit auf Systeme 
li bertragen, 

3 In dem Falle, wo neben anderen auch Haufungspunkte von L in singulare 
Punkte fallen, lehrt unsere Betrachtung, daG jedenfalls ein beiderseits von singu­
laren Punkten begrenzter Bogen von L' von Haufungspunkten besetzt ist. 

. 6* 
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die e nicht iibertrifft. Da man aber e > 0 beliebig wahlen kann, so 
kommt man in Widerspruch mit den iiber L gemachten Annahmen. 

L' verlauft also fUr t > to vollig in einem abgeschlossenen Teil­
bereich von B, an dessen Rand kein singularer Punkt von B liegt. 
Daher muB L' im Innem von B fUr t -r 00 Haufungspunkte besitzen, 
die nicht singular sind. Diese Haufungspunkte liegen aber notwendig 
auf L'. Anderenfalls sei Rein solcher Haufungspunkt von L'. Dann 
mache ich im Punkte R bei L' dieselbe Betrachtung wie im vorigen 
Faile im Punkte P bei L. Die durch R gehende Losung heiBt dann 
L". Auf ihr errichte ich in R die Normale und schneide diese mit L'. 
Wieder erkenne ich, daB auf dieser Normalen in geniigender Nahe 
von R die Schnittpunkte mit L' in derselben Reihenfolge liegen wie die 
zugehorigen Parameterwerte auf L'. Es seien also R1 , Rz, R3 drei solche 
Schnittpunkte mit L' und tl < t2 < t3 die zugehorigen Parameter­
werte. Nun aber kann man einsehen, daB zwischen Rl und Rz sowohl 
wie zwischen R2 und R3 die Normale nur einmal von L geschnitten 
werden kann. Daraus wiirde dann folgen, daB R2 nicht Haufungs­
punkt von L sein kann, entgegen der schon bekannten Tatsache, daB 
jeder Punkt von L' ein solcher Haufungspunkt ist. Urn z. B,. zu erkennen, 
daB die Normale zwischen Rl und R2 nur einmal von L geschnitten 
werden kann, muB man nur bemerken, daB aile etwa vorhandenen 
Dberschreitungen, falls nur R1 , R z, R3 geniigend nahe an R gewahlt 
sind, im selben Sinn erfolgen miiBten. Da aber der Bogen Rl R2 von 
L' keinen singularen Punkt trifft und da er zusammen mit dem Geraden­
stiick Rl R2 einen Bereich begrenzt, so miiBten die Dberschreitungen 
abwechselnd in der einen oder in der anderen Richtung gescheheh, 
den Ein- und Austritten von L aus diesem Bereich entsprechend. Denn 
L kann ja L' nicht schneiden, ohne mit ihm zusammenzufallen. Da 
somit die Annahme, R lage nicht auf L', zu Ungereimtheiten fUhrt, 
so muB R auf L' liegen. Daher ist L' geschlossen. 

5. Periodische Losungen und Spiralen. Unser Satz ist damit be­
wiesen. Er kann aber noch durch die folgenden Bemerkungen erganzt 
werden. Die Kurve List jedenfalls eine Spirale, die sich in immer 
engeren Windungen an das geschlossene L' heranlegt. L' nennt man 
einen Grenzzykel oder auch eine periodische Losung. 1st xo, Yo, to ein 
Punkt der Losung und ist 1:" die kleinste positive Zahl, fUr die 

(4) Xo = x (to) = x (to + 1:"), Yo = y (to) = y (to + T) 

ist, so heiBt 1:" die Periode der Losung. 1:" ist davon unabhangig, welchen 
Punkt der Losung man mit xo, Yo, to bezeichnet hat. Denn aus (4) 
folgt fUr beliebige t nach S.79/80 

x (t) = x (t + 1:"), y (t) = Y (t + 1:") • 

Nun ergibt sich weiter, da(J aIle Losungen, welche nur irgend einmal genugend 
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nahe an L' herankommen und welche mit L zusammen auf derselben Seite 
von L' liegen, Spiralen sein miissen, die sich fiir gegen 00 wachsende t dem L' 
asymptotisch niihern. U m das zu erkenJ)en, beschranken wir die Betrachtung 
auf einen an L' nach der Seite von L angrenzenden zweifach zusammen­
hangenden Bereich, der frei von singularen Punkten ist. Solche kannen 
namlich nur da liegen, wo P und Q gleichzeitig verschwinden. Da auf 
L' solche singulare Stellen nicht liegen, so gibt es aus Stetigkeitsgriinden 
einen solchen zweifach zusammenhangenden Bereich. Wir wahlen auf 
Leinen Punkt derart, daB alle zu graBeren Parameterwerten geharenden 
Punkte von L ganz jenem zweifach zusammenhangenden Bereich an­
geharen. Wir errichten in einem 
Punkt von L' nach der Seite, 
auf der L liegt, eine Normale 
so kurz, daB sie jenen Bereich 
nicht verlaBt, und daB sie von 
jeder sie treffenden Lasung 
immer im gleichen Sinn ge­
troffen wird. Von L behalten wir 
nur noch den Teilbogen bei, der 

.R L' 

Abb.9. 

in einem solchen Treffpunkt Ro beginnt, und der sich iiber aIle graBeren 
Parameterwerte erstreckt. Den Teilbogen von L, der zwischen zwei 
aufeinanderfolgenden der Treffpunkte R 1 , R 2 , Ra, ... mit der Normalen 
liegt, nennen wir eine Windung von L. Jede Windung von L bildet 
mit dem ihre Endpunkte verbindenden Normalenstiick eine geschlossene 
Jordankurve. Eine solche kannen wir zur Begrenzung des zweifach 
zusammenhangenden Bereiches verwenden. Durch die den iibrigen 
Windungen entsprechenden J ordankurven erscheint dieser dann in 
Teilbereiche zerlegt (Abb.9). Wir stellen zunachst fest, daB keine ge­
schlossenen Lasungen existieren, welche das N ormalenstiick zwischen 
R und Ro treffen. Mage z. B. eine solche Lasung die Normale zwischen 
Rk und R k+ 1 beim Parameterwert to treffen. Dann verlauft sie fUr wach­
sende t in dem in der Abb. 9 schraffierten Bereich. SoIl sie geschlossen 
sein, so muB sie fUr wachsendes t wieder einmal an die Stellen gelangen, 
die sie fUr t < to in geniigender Nahe von to passierte. Diese liegen aber 
auBerhalb des schraffierten Bereiches. Daher kann eine solche Lasung 
nicht geschlossen sein. Wir wollen nun weiter zeigen, daB jede in 
einem Punkt des N ormalenstiickes beginnende Lasung eine sieh an L' 
anschmiegende Spirale ist. Dazu braucht nur gezeigt zu werden, daB 
jede zwischen Rk und Rk + 1 beginnende Lasung den schraffierten 
Bereich der Abb. 9 zwischen R k + 1 und R k + 2 wieder verlaBt. Denn 
dann gilt das gleiche fUr den durch die nachste Windung bestimmten 
Bereich usw. Wenn die Lasung iiberhaupt den Bereich wieder ver­
lassen soIl, so kann dies nur auf dem genannten Normalenstiick ge­
schehen. VerlaBt die Lasung den Bereich nieht, so kann sie diesem 
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Normalenstuck auch nicht beliebig nahe kommen. Denn nach S.79 
bedecken die in Punkten dieses Normalenstuckes beginnenden Lasungen, 
nach vorwarts und nach ruckwarts verfolgt, einen gewissen das Nor­
malenstuck enthaltenden Bereich luckenlos. Die Lasung verliefe daher 
ganz im schraffierten Bereich ohne seinem Rand nahe zu kommen 
und muBte daher, da sie selbst nicht geschlossen sein kann (sie trifft 
ja die Normale) und da im schraffierten Bereich kein singularer Punkt 
liegt, sich asymptotisch an eine geschlossene Lasung anschmiegen, die 
seIber ganz dem schraffierten Bereich angehart, da sie ja die Normale 
als geschlossene Lasung nicht treffen kann. Andererseits mussen aUe 

Abb.10. 

Lasungen, die genugend 
nahe bei R" zwischen R" 
und R k + 1 die Normale 
treffen, wegen der ste­
tigen Abhangigkeit von 
der Anfangsbedingung 
die Normale in der Nahe 
von R k + 1 und zwar auf 
Rk +1 R"+2 treHen. Be­
zeichncn wir mit R' einen 
Punkt zwischen Rk und 

Ric+! derart, daB aUe zwischen R" und R' beginnenden Lasungen das 
nachste Normalenstuck treffen, daB dies aber fUr Lasungen, die jenseits 
R' dicht bei R' beginnen, nicht mehr so ist und betrachten die Lasung 
durch R'. Sie kann dann selbst die Normale nicht wieder treffen, da 
sonst ane Nachbarlasungen auch noch die Normale wieder trafen. Sie 
bleibt daher im schraffierten Bereich und schmiegt sich wie schon gesagt 
einer diesem schraffierten Bereich angeharigen geschlossenen Lasung 
an. Macht man aber bei dieser dann eine analoge Konstruktion wie bei 
L', so sieht man (vgl. Abb. 10), daB aUe in der Nahe von R' beginnenden 
Lasungen in dem in der neuen Abbildung schraffierten Bereich von 
einem gewissen Parameterwert an verbleiben mussen. Das trafe auch 
fur diejenigen dicht vor R' beginnenden Lasungen zu, von denen wir 
gerade vorhin sahen, daB sie sich an L' anschmiegen. Da sich be ides 
widerspricht, so kann es keinen Punkt R' mit den angegebenen Eigen­
schaften geben. Daher sind ane auf dem Normalenstuck beginnenden 
Lasungen Spiralen, die sich an L' anschmiegen. Wir zeigen nun noch, 
daB sie den an L' sich anschlieBenden zweifach zusammenhangenden 
Bereich schlicht und lUckenlos erfullen. 

Urn das einzusehen, brauchen wir nur einen von den Spiralen be­
deckten Punkt dieses Bereiches mit einem eventuell nicht bedeckten 
zu verbinden. Wir fUhren langs der Verbindungskurve einen Parameter 
ein, der von dem bedeckten zu dem unbedeckten Punkt hin von 0 bis 1 
wachsen mage. Wir betrachten die obere Grenze der Parameterwerte, 
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welchen bedeckte Punkte entsprechen. Moge der dieser oberen Grenze 
entsprechende Punkt P z. B. im schraffierten Bereich der Abb. 9 
liegen. Die durch P gehende Losung trifft dann die Normale nicht. 
Denn sonst gehorte sie zu den Spiralen und die Nachbarspiralen wiirden 
eine volle Umgebung von P bedecken. Da also die Losung durch P 
nicht zu den Spiralen gehOrt und die Normale also nicht trifft, verHiuft 
,sie ganz im schraffierten Bereich und schmiegt sich wieder an eine ge­
schlossene Losung aus diesem Bereiche an. Dann aber ist das gleiche 
fUr alle Losungen durch Nachbarpunkte der Fall. Aber darunter sind 
ja Spiralen, die sich an L' anschlieBen, also nicht im schraffierten Bereich 
bleiben. Dieser Widerspruch lehrt, daB ein an L' sich anschlieBender 
zweifachzusammenhangender Bereich liickenlos von den Spiralen be­
deckt wird. 

,6. Beispiel. Ich schlie Be noch einige Betrachtungen iiber das 
Verhalten der Losungen in der Umgebung einer geschlossenen Losung 
an. DaB eine geschlossene Losung von einer Schar geschlossener 
Losungen umgeben sein kann, haben wir schon im vorigen Paragraphen 
am Beispiel 

dx 
(it = - y, 

dy 
dt' = x. 

gesehen. Hier sind die Losungen Kreise urn den Ursprung als Mittel­
punkt. DaB auch in der Umgebung einer geschlossenen Losung Spiralen 
liegen konnen, und noch manches andere, sieht man an dem folgenden 
Beispiel, in dem b eine beliebige Zahl bedeutet. 

~::. = - v -L b (X2 + v2 - 1) x sin __ .1 .. -. 
d t ,I . x 2 + y2 - 1 

dy = x + b (X2 + y2_I)ysin_. 1 _ 
dt x 2 + y2 - 1 

'Aber dx = _ y und t!...y = x fUr x2 + y2 = 1 
dt d t • 

fur x 2 + y2 =+= 1. 

Fiihrt man namlich Polarkoordinaten ein (x = r cos 0, y = r sin 0), 
so werden diese Gleichungen 

!!!.. = br (r2 - 1) sin _1_ fur r =+= 1 
dl} r2 - 1 

!!!.. = 0 
dl} fUr r = 1. 

Unter den Losungen sind, den unendlich vielen Nullstellen von 

sin ,2 ~ 1 entsprechend, unendlich viele Kreise enthalten, die sich gegen 

den Kreis r = 1 haufen.· Zwischen zwei aufeinanderfolgenden dieser 
Kreise verlaufen aber die Losungen als Spiralen, die sich urn jeden 
der beiden Grenzkreise herumwinden. Dazwischen hangt namlich r 
monoton von 0 abo 
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Es fallt auf, daB sich die Differentialgleichung zwar in der Um­
gebung der isolierten Kreise analytisch verhalt, daB sie aber auf dem 
Haufungskreis selbst nicht analytisch ist. DaB tatsachlich so etwas 
im analytischen Fall nicht vorkommen kann, ist leicht einzusehen. 
Ich will namlich zeigen, dap in der Umgebung einer geschlossenen Losung, 
aUf der sich die Dilferentialgleichung analytisch verhiilt, entweder nur 
geschlossene Losungen oder nur Spiralen liegen. Nehme ich namlich an, 
gegen eine geschlossene Losung hauften sich andere geschlossene Lo­
sungen, dann errichte ich in einem Punkt P der HaufungslOsung eine 
Normale, und fiihre auf dieser Normalen den Abstand s von Pals Para­
meter ein. Durch einen beliebigen Punkt s der Normalen lege ich eine 
Losung. Diese verfolge ich in Richtung wachsender Parameter, bis 
sie zum ersten Male wieder die Normale trifft. Das geschehe bei dem 
Parameter SI' Dann ist SI nach S. 53 eine analytische Funktion f (s) 
fiir aIle s, die zu Punkten der N ormalen aus der Umgebung der Haufungs­
losung gehoren. Fiir diejenigen unendlich vielen Werte saber, welche 
geschlossene Losungen bestimmen, ist dann f (s) = s. Da dies aber 
nun in einem Intervall, in dem f (s) analytisch ist, unendlich oft der Fall 
ist, so ist nach bekannten Satzen iiber analytische Funktionen fiir 
alle s: f (s) = s und das heiBt, daB alle Losungen aus einer gewissen 
Umgebung der Haufungslosung geschlossen sein miissen. 

7. Anderung der Differentialgleichung. Ich fiige noch eine Be­
merkung iiber das Verhalten geschlossener Losungen bei hinreichend 
geringer Abiinderung der Dilferentialgleichung an. 

DaB bei hinreichend geringer Abanderung einer Differential· 
gleichung geschlossene Losungen wieder in geschlossene -Losungen 
iibergingen, wird man schon angesichts des letzten Beispieles, in dem 
man ja () beliebig klein wahlen kann, nicht behaupten wollen. Wohl 
aber kann man eine solche Aussage machen, wenn man von einer 
Differentialgleichung mit einer isolierten geschlossenen Losung L un­
gerader Ordnung ausgeht. Darunter will ich eine Losung verstehen, an 
die sich von auBen und innen andere Losungen spiralig anschlieBen. 
Daher die Benennung isoliert. Es moge aber auBerdem der Windungs­
sinn der Spiralen auBen und innen derselbe sein, d. h. so, daB samtliche 
Spiralen fiir t --'>- + 00 sich der geschlossenen Losung -nahern. N ur 
dann soll die geschlossene Losung von ungerader Ordnung heiBen.Alsdann 
gilt der Satz, dap eine jede andere Dilferentialgleichung, die in einer 
gewissen Umgebung dieser geschlossenen Losung hinreichend wenig von 
der ersten verschieden ist, in dieser Umgebung selbst mindestens eine 
geschlossene Losung besitzt. Zum Beweise betrachte ich wieder die schon 
vorhin eingefiihrte Funktion SI = f (s), bei der man aber jetzt, wo die 
Diffeterttialgleithung nur den zuBeginn dieses Paragraphen formulierten 
Voraussetzurtgen geniigt, nur von der Stetigkeit Gebrauch machen kann. 
Die entsptechende Funktion fUr die abgeanderte Differentialgleichung 
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sei SI = g (s). Hier ist nun dem geringen Unterschied beider Differential­
gleichungen entsprechend die zweite Funktion nur wenig von der ersten 
verschieden. Nach unseren Voraussetzungen erfahrt nun beim Durch­
gang durch s = 0 die stetige Funktion I(s) - s einen Vorzeichen­
wechsel. Daher gilt das gleiche auch fiir die Funktion g (s) - s fiir einen 
oder mehrere s = 0 benachbarte Werte von s . . Auch die abgeanderte 
Differentialgleichung besitzt also geschlossene Losungen, die dazu noch 
in der Nahe der geschlossenen Losung der urspriinglichen verlaufen. 
Unsere Betrachtung laBt auBerdem deutlich erkennen, inwiefern die 
Voraussetzung, daB die geschlossene Losung von ungerader Ordnung 
sei, wesentlich ist. Anderenfalls braucht tatsachlich die Gleichung 
s = g (s) keine Losung zu besitzen. 

8. Existenz singuliirer Punkte. 'Ober geschlossene Losungen gilt 
weiter der folgende Satz; 1m 1nneren einer jeden geschlossenen Losung L 
liegt mindestens ein singuliirer Punkt der Ditferentialgleichung. Dabei ist 
vorattsgesetzt, daf3 die Losungskurve einen einlach zusammenhiingenden 
Bereich umschlief3t, in dem die Koetfizienten P (x, y), Q (x, y) der Ditfe­
rentialgleichung den zu Beginn dieses Paragraphen angegebenen V oraus­
setzungen genugen. 

Beim Beweise stiitze ich mich darauf, daB die Differentialgleichungen 
(2), die ich im Gegensatz zur Behauptung als singularitatenfrei an­
nehme, in einem L enthaltenden einfach zusammenhangenden Bereich 
ein stetiges Vektorfeld erklaren. Verfolgt man den Feldvektor langs Lund 
durchlauft dabei L so, daB sein Inneres zur Linken liegt, so erleidet 
der Vektor, da er zugleich Tangentenvektor von List, beim vollen 
Umlauf eine Gesamtdrehung urn 2 n. Dies steht im Gegensatz zur 
Annahme, daB das Vektorfeld im Inneren von L frei von Singularitaten 
ist. Verfolgt man namlich den Feldvektor z. B. langs eines geniigend 
kleinen Dreiecks, so ist seine Gesamtdrehung wegen der Stetigkeit des 
Vektorfeldes Null. Langs eines jeden Sehnenpolygons, das L geniigend 
nahe approximiert, ist die Anderung des Feldvektors gleichfalls 2n. 
Dies Polygon kann Selbstiiberkreuzungen haben. Aber man kann es 
in einfach geschlossene Polygone zerlegen. Langs eines jeden ist die 
Drehung des Feldvektors ein Vielfaches von 2 n und langs mindestens 
eines derselben ist sie ein positives Vielfaches von 2 n. Ein soIches 
Polygon zerlegt man durch Diagonale in Dreiecke. Bei Umlaufung 
mindestens eines derselben ist die Gesamtdrehung des Feldvektors ein 
positives Vielfaches von 2 n. Denn umlauft man alle Dreiecke im glei­
chen Sinne, so ist die Summe der einzelnen Drehungsanderungen des 
Feldvektors gleich der Gesamtdrehung bei Umlaufung des Polygons. 
Ein soIches Dreieck, bei dem die Drehung des Feldvektors von Null 
verschieden ist, zerlege man durch Parallele zu den Seiten, die man 
durch die Seitenmitten zieht, in vier kongruente Dreiecke. Bei mindestens 
einem desselben ist die Gesamtdrehung ein von Null verschiedenes 
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Vielfaches von 2n. Dies zerlege man in der gleichen Weise. Durch Fort­
setzung dieses Verfahrens erhaIt man beliebig kleine Dreiecke, bei 
deren Durchlaufung der Feldvektor sich jeweils urn ein von Null ver­
schiedenes Vielfaches von 2 n dreht. Das widerspricht aber den vorhin 
festgestellten Tatsachen, daJ3 langs genugend kleinen Dreiecken die 
Anderung des Feldvektors Null ist, falls das Feld frei von Singularitaten 
ist, d. h. frei von Stellen, wo die zugeordneten Vektoren Nullvektoren 
.sind. Also besitzt das Feld innerhalb von L Singularitaten1 . 

Man kann, wie man leicht sieht, und wie der Leser des naheren 
durchuberlegen moge, aus den vorausgegangenen Betrachtungen den 
folgenden SchIuJ3 ziehen: 

Ein Bogen einer Losung, der fur alle positiven t ganz im Inneren 
eines einfach zusammenhiingenden Bereiches verlauft, der in seinem 
Inneren hochstens eine singulare Stelle P enthalt, ist entweder eine P 
umschlief3ende geschlossene Kurve, oder ist eine Spirale, die sich einem 
Grenzzykel anschmiegt, welcher P umschlief3t, oder er mundet im singularen 
Punkt, oder er ist eine Spirale, die sich an eine Losung anschlief3t, die 
sowohl fur t ---+ + 00 wie fur t ---+ - 00 im singularen Punkt mundet, 
oder aber sie strebt fur t ---+ + 00 gegen den Rand. 

Hat man weiter eine Losung, die fur aIle positiv~n und negativen t 
ganz im Inneren eines einfach zusammenhangenden Bereiches bleibt, 
der in seinem Inneren hochstens eine singulare Stelle enthaIt, so muJ3 
jeder der sich fur positive und negative t ergebenden Losungsbogen 
einer der eben beschriebenen Arten angehoren. Beachtet man noch, 
daJ3 wegen der Stetigkeit der Richtungsvektoren sich nicht beide 
Bogen demselben Grenzzykel anschlieJ3en konnen, so bleiben nur folgende 
Moglichkeiten: 

1. geschlossene Losung urn P; 
2. geschlossene Losung durch P; 
3. ein Ende mundet im Rand, das andere ist Spirale oder mundet 

III P; 
4. beide Enden munden im Rand; 
5. ein Ende mundet in P, das andere ist Spirale. 

9. Verlauf der Losungen in der Nahe eines singuliiren Punktes. 
Ich beschlieJ3e diese gestaltlichen Betrachtungen mit dem folgenden 
nutzlichen Satz. Eine singulare Stelle P sei von einem Kreise umschlossen, 
in dem heine weiteren singularen Stellen liegen. Von zwei Punkten seiner 
Peripherie mogen Losungen Ll und L2 ausgehen, die in P munden. Diese 
mogen zusammen mit der Peripherie des Kreises einen Bereich G be­
stimmen, in welchem keine weitere in P mundende Losung verlauft. 

1 Zu diesem Beweis vgl. man den PRINGSHEIMSchen Beweis des CAUCHY­
schen Integralsatzes oder den Beweis des WEIERSTRAssschen Monodromiesatz",s. 
Vgl. BIEBERBACH: Lehrbuch der Funktionentheorie Bd. I, 3. Aufl. 1930. 
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Dann kann man Uin jeden auf LI und jeden au! L2 gelegenen Punkt 
(PI und P 2) durch Kreisbogen aus G solche Gebiete ausschneiden, dafJ 
jede Losung L', die 1'n dem einen beginnt, auch das andere Gebiet passiert 
(Abb.ll). 

Ersichtlich ist dies eine Verallgemeinerung des Satzes von der 
5tetigen Anderung der Lasungen bei Anderung der Anfangswerte. Man 
kann diesen ja offenbar in ganz ahnlicher Weise formulieren. Zum Be­
weise errichte ich in den beiden Punkten PI und P 2 Normalen, die in 
G hineinfUhren, und die so kurz sind, daB sie einander nicht treffen, 
und verbinde gemaB Abb. 11 ihre End-
punkte P~ und P; in G durch einen Kur-
venbogen. Der von PIP P2P~ P~ PI be- ~ . 
grenzte Bereich sei B'. Alsdann lasse ich 
in einem Punkte R der N ormalen zwi~chen 
PI und P; eine Lasung beginnen. Diese 
kann nicht in P munden. Sie kann nicht 
geschlossen sein, da es sonst neben P noch 
singulare Punkte gabe, sie kann sich aus 
demselben Grund keiner geschlossenen La-
sung anschmiegen, sie kann sich abel' auch Abb. ll . 

keiner mit beiden Enden in P mundenden Lasung anschmiegen, da dies 
sich mit unserenAnnahmen nicht vertragt . Sie kann auch in keinem Punkt 
von B' munden, da dieser singular sein muBte. Also muB sie einmal wieder 
B' verlassen. Wir betrachten den ersten Austrittspunkt. Das muB ein 
Punkt der Verbindungslinie PIP~ P~ P 2 sein. leh kann durch genugend. 
kurze Wahl derNormalen erreichen, daB dieser Austritt S weiter vonP t 

ab, also naher an P 2 heran, als der Beginn R liegt. Den Anfangspunkt 
lasse ich sich nun stetig auf PI hin bewegen. Dann bewegt sich der 
Endpunkt S stetig von PI weg einer Grenzlage zu. lch behaupte, 
daB diese Grenzlage P 2 sein muB. Denn anderenfalls sei V der zwischen 
PI und P 2 gelegene Grenzpunkt. lch behaupte, daB die durch ihn gehende 
Lasung in P munden muBte. Die Lasung durch V muB dann im Punkte 
V in del' Feldrichtung B' verlassen. Lage sie namlich in der Umgebung 
von V ganz auBerhalb von B', so muBte jede durch einen V benachbarten 
Randpunkt von B' bestimmte Lasung in der Nahe von Vein zweites 
Mal den Rand von B' treffen. Es lage also kurz VOl' ihrem Austritts­
punkt aus B' noch ein Treffpunkt mit dem Rand von B', in dem sie 
in B' eintritt. Das widerspricht unseren Annahmen uber V. Also ver­
laBt die durch V bestimmte Lasung bei V den Bereich B'. Verfolgt man 
sie ruckwarts, so muE man irgendwo auf PIP~ P; P 2 ihren Eintritts­
punkt U in B' antreffen. Sie kann ja nicht in P munden. Auf der 
Strecke PIP~ V kann dieser Punkt U nicht liegen. Er liegt also auf 
V P~ P 2' Ware er von P 2 verschieden, so muBten die durch aIle Nachbar­
punkte von U bestimmten Lasungen in allen Nachbarpunkten von V 
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den Bereich B' verlassen. Das widerspricht der Definition von V. Also 
miiBte die durch V bestimmte Lasung riickwarts verfolgt durch P 2 

gehen, also auf die durch P 2 bestimmte Lasung fallen. Diese geht 
aber nicht nach V, sondern nach P. Also kann V nicht vor P z liegen. 
Also muB V mit P 2 zusammenfallen. Darin liegt aber der Beweis unseres 
Satzes. In G verlaufen also die Lasungen ahnlich wie in der Um­
gebung eines Sattelpunktes. Wegen weiterer Satze iiber gestaltliche 
Verhaltnisse sei auf die S. 79 erwahnte Arbeit von BENDIxsoN ver­
wiesen. Ich gehe jetzt zu Anwendungen auf spezielle Differential­
gleichungen iiber. 

10. Bemerkungen. 1. Wir haben die Satze diese~ Paragraphen flir Differential­
gleichungen gewonnen, welche der LIPSCHITz-Bedingung gentigen. BROUWER hai. 
in einigen Arbeiten tiber stetige Vektorverteilung auf Oberflachen in den Arnster­
darner Berichten von 1910 den allgerneineren Fall von nur stetigen Differential­
gleichungen behandelt und dart entsprechende Ergebnisse gewonnen. 

2. Hinsichtlich der UbertraguO:g dieser Satze tiber den Gesamtverlauf von 
Losungen auf Systeme ist noch wenig bekannt. Wir werden insbesondere spater 
bei Differentialgleichungen zweiter Ordnung naher auf die Dinge eingehen. Hier 
liegen weitergehende Untersuchungen vor. 

11. Anwendung auf den POINCAR~schen Wiederkehrsatz. Die La-
sungen 

x=!(t-to,xo,Yo), 

y =g(t-to,xo'Yo) 

der Differentialgleichungen (2) S. 78 bilden nach S. 56 eine Gruppe nnd 
man kann auch schreiben 

(5) 
Xo = ! (to - t, x, y) , 

Yo = g (to - t, x, y) . 

Wir nehmen an, daB ein gewisser Bereich B durch die Operationen 
dieser Gruppe in sich transformiert werde - d. h. die Lasungskurven, 
deren Anfangspunkte im Bereich B liegen, sollen fiir alle t dem Bereich B 
angeharen. AuBerdem sollen die Operationen der Gruppe inhalttreu 
sein. D. h. durch jede Abbildung der Gruppe solI jeder Teilbereich von B 
in einen von gleichem Inhalt abgebildet werden 1. 

1 Ich bernerke nur beilaufig, daB ftir die Inhalttreue notwendig und hin-
reichend ist, daB in B 

iJp aQ 
·-+-=0 ax ay-

sei. Denn es soli ftir jedes Go sein 

Nach (5) ist 

JJ dxo dyo = JJ dx dy 
Go Gt 
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Da jede Losungskurve ganz in B verlauft, so ist nach S.81 jede 
Losung entweder geschlossen oder asymptotisch zu einer geschlossenen. 
wofem in B keine Singularitaten der Differentialgleichungen (2). also 
auch keine Stellen liegen, an denen P und Q zugleich verschwinden. Da 
aber nach S. 89 aus dem Vorhandensein von geschlossenen Losungen 
auf das Vorhandensein singularer Stellen geschlossen werden kann, so 
konnen inhalttreue Gruppen fUr einfach zusammenhangende Bereiche 
bei AusschluB von Singularitaten nicht existieren. 

Ziehen wir also mehrfach zusammenhangende Bereiche B heran. 
Dann folgt aus unseren Betrachtungen, daB alle Losungskurven ge­
schlossen sind. Denn zunachst folgt nach den eben schon beruhrten Uber­
legungen, daB jedenfalls geschlossene Losungen vorkommen. Sei L eine 
solche, so sind die Nachbarlosungen entweder geschlossen oder zu L 
asymptotisch. Dies letztere ist aber mit der vorausgesetzten Inhalttreue 
nicht vertraglich, weil dann durch eine Transformation mit genugend 
groBem Parameter t der in Abb.9 S.85 schraffierte Bereich oder ein 
Teilbereich desselben in einem anderen abgebildet wurde, der sich be­
lie big eng an L anschlieBt und der daher nicht denselben Inhalt haben 
konnte. 

Deutet man die Transformationen (5) durch den zeitlichen Ablauf 
einer Stromung, so kann man also auch sagen, daB jeder Punkt Po im 
Verlauf der Zeit beliebig oft wieder seine Ausgangslage annimmt. Der 
POINCAREsche Wiederkehrsatz ist eine Verallgemeinerung dieses Ergeb­
nisses auf Systeme yon mehr als zwei Differentialgleichungen. Zwar 
kann man hier nicht behaupten, daB jeder Punkt seine Ausgangslage 
immer wieder passiert, sondem nur, daB aIle Punkte mit Ausnahme 
solcher, die einer Menge vom LEBESGUESchen MaB Null angehoren. 
immer wieder der Ausgangslage beliebig nahe kommen. Fur diesen von 

Daher ist 

notwendig uud hinreichend flir die Inhalttreue. Da aber diese Funktionaldeter­
min ante flir t = to zu 1 wird, so ist ihre Konstanz notwendig und hinreichend. 
Dnd daflir ist wieder notwendig und hinreichend, daB flir to = t die Ableitung nach to 

axo axo 
verschwinde. Flir to = t aber wird Xo = x. Yo = y, also ax = 1, iJy = 0, 

axo = ° ayo ax 'ay = 1. Daher wird fur to = t 

axo axol 
a; ay ap iJQ 

1=-+-. 
ayo ayo I ax iJy 
ax iJy I 

d 
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POINCARE ersonnenen Wiederkehrsatz vgl. man den einfachen Beweis, 
den CARATHEODORY 1 gegeben hat. 

§ 5. Die Differentialgleichungen x=:~=ay + bx+q;(x, y). 

1.13 (x, y) sei dabei eine Potenzreihe, die keine Glieder von niedrigerer 
als der zweiten Dimension enthalt u,nd die in der Umgebung von 
(0, 0) konvergiert. Von dem zu gewinnenden Erge bnis werden wir im 
folgenden Paragraphen eine Anwendung maehen. m werde stets als 
ganze positive Zahl vorausgesetzt. Wir gehen wieder zur Parameter­
darsteIlung uber und set zen 

dx 
fit = x1n 

~~ = a y + b x + ~ (x, y) 

leh unterseheide mehrere FaIle. 
1. m eine ungerade ganze Zahl, a < O. 
Zunaehst wahlen wir eine Umgebung des Ursprungs, in welcher 

kein weiterer singularer Punkt liegt. Als solche Umgebung kann ein 
parallel den Koordinatenaehsen orientiertes Reehteek genommen wer­
den. Es wird dureh die Losung x = 0 in zwei Teilreehteeke zerlegt, 
die wir getrennt zu betraehten haben. Zunaehst wahle ieh die Zahl 
o > 0 so, daB die Punkte (0, 0) und (0, - 0) dem Reehteek angehoren 
und daB 

aO + ~ (0, 0) < 0 

- a 0 + 1.13 (0,- 0) > 0 

ist. Dann kann man weiter die Zahl 8 > 0 so wahlen, daB das von 
den Geraden x = ± 8, Y = ± 13 begrenzte Reehteek ganz im erst­
genannten enthalten ist und daB fur I x I < 8 

a 0 + b x + 1.13 (x, 0) < 0 , 

- a 0 + b x + ~ (x, - 0) > 0 

gilt. leh betraehte dann zunaehst denjenigen Teil des kleineren Reeht­
eeks, in dem x < 0 ist. In ihm gibt es, wie ieh zeigen will, genau eine 
Losung der Differentialgleiehung, we1che im Ursprung mundet. leh 
lege dureh irgendeinen inneren Punkt P der Begrenzungsstrecke y = 0 
dieses Reehteeks eine Losung der Differentialgleiehung. Da in diesem 

Punkt und in seiner Umgebung ~~ > 0 ist, so verlaBt dieseLosung 

mit zunehmendem x das Reehteek. Ebenso steht es auf der gegen-

1 C. CARATHEODORY: tiber den Wiederkehrsatz von Poincare. Sitzber. preuG. 
Akad. d. Wiss. 1919, S.580-584. 



§ 5. Die Differentialgleichungen x"' ~: = a y + b x + \j3 (x, y) . 95 

uberliegenden Rechteckseite, wo ~ ~ < 0 ist. Verfolgt man daher eine 

solche Lasung fUr abnehmende x ins Rechteck hinein, so mul3 sie die 
Rechteckseite x = - e treffenl. lch lasse nun den Anfangspunkt PI 
auf Y = 0 gegen den Punkt (0, 0) konvergieren. Die Punkte, in welchen 
die zugeharigen Lasungen die Rechteckseite x = - e treffen, hangen 
dabei stetig von der Lage des Punktes PI ab und rucken monoton auf 
die Rechteckseite Y = - 0 zu. Sie streben daher einer Grenzlage 51 
mit den Koordinaten (- e, SI) zu, wenn PI seiner angegebenen Grenz­
lage zustrebt. Betrachtet man eben so die Lasung durch einen Punkt 
P 2 auf Y = - 0 und lal3t wieder P 2 von links her gegen (0, - 0) kon­
vergieren, so streben die stets vorhandenen Schnittpunkte dieser La­
sungen mit x = - e einer Grenzlage 52 mit den Koordinaten (- e, S2) 

zu. Hier ist SI > S2' weil sich sonst eine von einem Punkte von y = 0 
ausgehende Lasung mit einer von einem Punkte von y = - () aus­
gehenden im Inneren des linken Teilrechtecks treffen mul3te. Legt man 
dann durch 51 eine Lasung, so mul3 dieselbe im Ursprung munden. 
Denn man kann sie bis zum Verlassen des Rechtecks verfolgcn. Dies kann 
nur auf y = ± 0 oder im Ursprung geschehen. Denn x = 0 ist eine sonst 
von Singularitaten freie Lasung und der y-Achse paralleJ.e Tangenten 
kommen auf der zu untersuchenden Lasung nicht vor. Wenn aber 
die Lasung durch 51 in einem inneren Punkt einer der beiden Recht­
ecksseiten y = ± 0 endete, so mul3te das aus Stetigkeitsgrunden bei 
allen Lasungen durch, 51 beiderseits benachbarte, Punkte ebenso sein. 
Das widerspricht aber der Definition von 51' Die Lasung durch 51 
mul3 also im Ursprung munden. Die gleiche Uberlegung gilt fUr die 
durch 52 gehende Lasung. Daraus ergibt sich 51 = 52' Denn es gibt 
nur eine in der Rechteckshalfte x < 0 gelegene Lasung, welche im 
Ursprung mundet. Anderenfalls seien namlich Yl (x) und Y2 (x) zwei 
derartige Lasungen. Dann hat man 

xm d (YId::- Y2) = (Yl - Y2) (a + ! (x)) . 

H' . t I() 1.)3 (x, Yl) -1.)3 (x, Y2) . F kt" die sich nach ler IS x = Yl _ Y2 eme un IOn von x, 

Pot en zen von x, Yl und Y2 entwickeln lal3t und die fUr x = 0 ver­
schwindet. Daher gibt es eine Zahl (J derart, dal3 

I I (x) ! < ~ I fUr i. x t, < (J • 
I , 2 I 

1st dann - (J < Xo < 0, so ist (fUr Xo < x < 0) 

1 Sollte sie' n.ii.mli.ch iiber Y = + <5 oder iiber Y = - <5 das Rechteck ver­
lassen, so miiBten beide Male der y-Achse parallele Tangenten auf ihr zu finden 
sein, was fiir x < 0 unmoglich ist. 
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Daher ist 
z 

~f~di 
2 1;'" 

I Yl (x) - Y2 (x) [ > I Yl (xo) - Y2 (xo) : e Zo 

> i Yl (xo) - Y2 (xo) I 
und das widerspricht der Annahme, daB Yl (x) und Y2 (x) im Ursprung 
miinden sollen. In der Rechteckhiilfte x < 0 gibt es also genau eine im 
Ursprung mundende Losung. Das gleiche ist in der Rechteckhiilfte x > 0 
der Fall. Das erkennt man am raschesten, indem man diesen Fall auf 
den vorigen durch Vorzeichenanderung von x zuriickfiihrt. 

2. m ungerade ganze Zahl, a > O. 
Ich konstruiere ein Rechteck genau wie im vorigen Fall. Jetzt ist 

aber fiir I x I < e 
a (j + b x + ~ (x, (j) > 0 

- a (j + b x + ~ (x, - (j) < 0 . 

Ich betrachte zuerst die Halfte x > 0 des Rechtecks. Eine in diesem 
beginnende Losung kann bei abnehmendem x nach diesen Unglei­
chungen das Rechteck weder auf Y = + (j noch auf Y = - (j ver­
lassen. Sie kann ihm aber auch nicht iiber x = 0 entrinnen. Sie muB 
also entweder im Ursprung miinden oder geschlossen sein oder sich 
einer geschlossenen anschmiegen. Die beiden letzten Falle sind aus­
geschlossen, well sonst im Rechteck weitere singulare Punkte lagen. 
Also miinden aIle Losungen im Ursprung. Ebenso schlieBt man in 
der HaUte x < 0 fiir wachsende x. jetzt ist also der Ursprung ein 
Knoten, insofern als aile im Rechteck beginnenden Losungen im Ursprung 
munden. 

3. m gerade ganze Zahl, a < O. Es sind keine neuen Erorterungen 
mehr notig. Fur x < 0 schliefJt man wie eben auf ein Knotengebiet und 
fiir x > 0 greift die Uberlegung von Fall!. wieder Platz. In x > 0 
liegt also nur eine im Ursprung mundende Losung. 

4. m gerade ganze Zahl, a > O. Man schliefJt fur x > 0 wieder auf 
Knoten und fur x < 0 auf eine einzige im Ursprung mundende Losung. 

Die Fane a = 0 erfordem eine eindringendere Behandlung. Auch 
sie sind erledigt, wie wir sehen werden, wenn allgemein davon die 
Rede sein wird, wie man allgemeinere analytische Differentialgleichungen 

dy $1 (x, y) 
dx $2 (x,y) 

in der Nahe des Ursprungs behandeln kann. Da wird sich zeigen, daB 
man alles auf die eben behandelten Typen zuriickfiihren kann. 

Es wird nun aber noch von Interesse sein, zu sehen, wie man in 
allen besprochenen Fanen die unter Umstanden nur in einem Exemplar 
vorhandene, im Ursprung miindende Losung wirklich berechnen kann. 
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Das geschieht mit Hilfe einer von BENDIXSON herriihrenden Methode 
der sukzessiven Approximationen. Man kann sie auch im Knotenfall 
zur Berechnung der Losungen bis in den Ursprung hinein verwenden. 
Uberhaupt erhalt man so auch eine neue rechnerische Herleitung 
unserer Ergebnisse. PERRON hat in einer schonen Arbeit (Math. An­
nalen 75) mit dieser Methode noch wesentlich allgemeinere Differential­
gleichungen von der Form 

IP (x) :~ = f (x, y) 

erledigen konnen, wo dann fUr IP (x) und f (x , y) nur gewisse Stetigkeits­
bedingungen erfiillt zu sein brauchen. rch mochte mich aber hier damit 
begniigen, fUr den erwahnten Fall die Methode zu schildern. 

Es geniigt, den Fall m = 1, a < 0 zu betrachten. 
Dann nehme man als erste Naherung Yo = 0 und bestimme Yl aus 

Xixl = aYI + bx + $ (x,O) 

so, daB entweder lim Yl (x) = 0 oder lim Yl (x) = 0 ist. rch will den 
z~+o z~-o 

zweiten Fall weiter verfolgen. Man iiberlegt sich leicht, daB 
o 

Yl = - xa f (b; + $ (;,0) ;-a-l d; 
z 

der gestellten Forderung geniigt. Dann trage man Yl ein und setze 
a 

Y2 = - x a f (b; + $ (;, Yl) ;-a-l d; . 
z 

Setzt man dies Verfahren fort, so erhalt man eine Folge von Funktionen 
Y". Diese konvergieren gleichmaBig gegen eine Grenzfunktion Y, welche 
der Differentialgleichung geniigt und fUr die lim Y (x) = 0 ist. Das 

z~-o 

Nahere der Beweisfiihrung moge der Leser sich entweder selbst zurecht-
legen oder bei BENDIXSON oder PERRON nachlesen. 

§ 6 D· D'ff t' 1 1 . h dy Cx+Dy+d"(x,y} . Ie I eren la g elc ungen dx = Ax+BY+E(X,y)' 

1. Fragestellung. Unter ziemlich allgemeinen Voraussetzungen kann 
man den Satz aussprechen, daB fiir das Verhalten der Losungen dieser 
Differentialgleichung in der Umgebung von x = Y = 0 das Verhalten 
der Losungen von 

dy Cx+Dy 
dx Ax+By 

in der Umgebung desselben Punktes maBgebend ist. Der Punkt 
x = Y = 0 solI auch fiir die vorgelegte Differentialgleichung ein sin­
gularer sein; es sei also c5 (0 ,0) = e (0 ,0) = O. Obwohl un sere Uber-

BIEBERBACH, Differentialgleichungen. 3. Aull. 7 
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legungen meist viel allgemeiner gelten, wollen wir uns weiter einer 
formal einfaeheren Darstellung zuliebe auf den Fall besehranken, 
daB (J und e als Potenzreihen in x, y gegeben sind, die mit Gliedern 
friihestens zweiter Dimensionen beginnen. Die Determinante der line­
aren Glieder AD - B C sei von Null versehieden. Wir sehreiben auBer­
dem die Differentialgleichung in Parameterdarstellung: 

f dx 
dt = Ax + By + ~I(X, y) 

1 dy 
dt = Cx + Dy + ~2(X, y). 

(1) 

2. A1 , A2 reell und von gleichem Vorzeichen. leh beginne mit dem ein­
faehsten Fall. Die beiden Wurzeln AI' A2 der charakteristischen Gleichung 

(2) lA-A B I 
CD-A 

== A2 - A(A + D) + AD - BC = 0 

seien reell und mit dem gleichen Vorzeichen verseheni . Dann lii(Jt sich 
eine Umgebung um den Ursprung abgrenzen, derart, da(J die durch die 
Punkte dieser Umgebung bestimmten Losungen aUe in den singuliiren 
Punkt hineinlaufen. 

Wie wir von S. 74ff. wissen, kann man dureh eine Koordinatentrans­
formation die Differentialgleichungen auf die Gestalt 

(3) 
x~ = AIXI + ~I(XI' Yl) 

bringen. Dabei sind Al und A2 die beiden Wurzeln der eharakteristisehen 
Gleiehung und fh ist nur dann vielleieht von Null versehieden, wenn 
Al = A2 ist. ~I' ~2 sind wieder zwei Potenzreihen, die keine Glieder 
nullter oder erster Dimension enthalten. leh nehme zunaehst fh = 0 
an. Dann betraehte ieh xi + yi d. i. das Quadrat der Entfernung 
der Punkte einer L6sungskurve vom Ursprung. Aus (3) folgt 

(4) 

AIxi + A2 yi ist eine definite quadratisehe Form, da Al und A2 gleiches 
Vorzeiehen besitzen. Sind z. B. Al und A2 negativ, so ist naeh (4) 
d 
dt (xi + yi) < 0 und daher nahert sich bei zunehmendem Parameter-

wert die L6sungskurve standig dem Ursprung. Grenzt man eine genugend 
kleine Umgebung urn den Ursprung ab, so besitzt darin dieser Ausdruek 
stets dasselbe Vorzeiehen wie Al xi + Azyi. Es sei z. B. fUr xi + yi < (J 
stets 

Dann ist 

X1X~ + YIY~ < .~ (~xi + A2 yi) fUr xi + yi < (J. 
-----

1 Wegen AD - Be =l= 0 ist A = 0 keine Wurzel von (2). 
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Wir zeigen dann, daB jede Losungskurve durch einen Punkt von 
xi + yi < ~ im Ursprung mundet, d. h. fUr hinreiChend groBe positive 
t ist X2 + y2 beliebig klein. Denn waren z. B. aile Punkte einer 
solchen Losungskurve urn mindestens Y;; vom Ursprung entfernt, ware 
also stets xi + yi :;;::: a, so ware auf derselben, da a < ~ ist, die Ab­
leitung Xl X~ + YIY~ wegen (5) standig unterhalb einer angebbaren 
Schranke. BezeiChnet man namliCh mit m das Minimum von - Al xi 
- A2 yi fUr xi + yi = 1, so ist 

Also ware 

und 
Xf(t) + yi (t) - xWo) - yi(to) ::::;: - m a (t - to) , 

wenn to der Parameterwert eines Kurvenpunktes aus xi + yi < ~ 
und t > to ist. 

Es ware somit xi + yi < ~ - ma (t - to), was fur genugend groBe 
t - to ein Widerspruch gegen xi + yi :;;::: a ist. 

Es gibt also entweder einen endliChen Wert T von t, so daB lim x (t) 
t-+< 

= lim Y (t) = 0, oder aber es ist lim x (t) = lim y (t) = O. Die erst-
t-+T t-+ - 00 t-+ - 00 

genannte Moglichkeit steht nach S. 79 im Widerspruch mit der Tat-
sache, daB es auBer der trivialen Losung x = 0, y = 0 keine andere 
geben kann, die fUr t = T die Werte x = 0, y = 0 annimmt. 

Auf die gleiChe Weise sieht man auch, daB 

1 d n) 12m "2 dt (xl: = Al Xl + Xl 1"1(XI , YI) 

sowie 

~. :t (yi) = A2 yi + Yl ~2 (Xl' YI) 

fUr hinreiChend kleine Xl und YI im Faile Al < 0, A2 < 0 negativ sind, 
daB also fUr zunehmende t -+ + 00 sowohl Xl (t) wie YI (t) monoton 
gegen Null abnehmen. 

Ahnlich kann man im Faile schlieBen, wo p, + 0, also die beiden 
Zahlen Al und A2 gleiCh sind. Dann betrachte man den Ausdruck 

xi + kyi, 

der ja fur positives k definit ist. Fur seine Ableitung folgt aus (3) 

XIX;' + kYIY;' = Al xi + kp,XlYl + kAlyi + Xl ~l + kYl ~2 

und das ist nun fUr genugend kleines positives k in einer genugend 
kleinen Umgebung des Ursprungs wieder definit. Daher schlieBt man 
genau wie eben, daB aile Losungen in den Ursprung einmunden. 

7* 
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In diesem Faile sieht man weiter analog wie vorhin ein, daJ3 

~ ddt (xr) = Al xr + Xl \,lSI (Xl' YI) 

fUr hinreichend kleine Xl' YI im Faile Al < 0 negativ ist, daJ3 also 
j etzt wenigstens Xl (t) fUr t - + 00 monoton gegen Null abnimmt. 

Geometrisch gesprochen besagen die eben angestellten ()berleg1mgen, 
dafJ fur Wurzeln Al und A2 mit gleichem Vorzeichen alle LOS1tngen im 
Ursprung munden, und dafJ sie dabei nicht spiralig verlaufen kOnnen. 
D. h. sie konnen nicht alle Geraden des Ursprungs in dessen Umgebung 
beliebig oft treffen. Denn sonst konnte Xl (t) nicht monoton gegen 
Null abnehmen. Daraus werden wir bald zu schlieBen lemen, daJ3 die 
Losungen in bestimmten Richtungen im Ursprung munden. 

3. ~1' ).2 konjugiert imaginar. Offenbar versagen unsere Uber­
legungen fUr den Fail, daB die Wurzeln der charakteristischen Gleichung 
zwar reeil sind, aber verschiedenes V orzeichen besitzen. W ohl aber 
bleiben sie anwendbar in dem Faile, daJ3 die Wurzeln der charakte­
ristischen Gleichung konjugiert imaginar sind. Setzt man dann 

}'l = fll + i fl2' A2 = fll - i fl2' 

so kann man Xl durch Xl - i YI und YI durch Xl + i YI ersetzen und 
so die Differentialgleichungen (3), in denen dann wieder fl = 0 ist, au\ 
die Form 

(5) { X~ = fllXI + fl2Yl + \,lSI (Xl' YI) 

Y~ = - fl2 Xl + fllYI + \,lS2(XI , YI) 

bringen, wo wieder die Potenzreihen \,lSI' \,lS2 erst mit den Gliedern 
zweiter Dimension beginnen. Wir betrachten wieder xi + yi, dessen 
Ableitung 

2 (Xl X~ + YIY~) = 2 fll (xi + yi) + 2 Xl \,lSI + 2 YI \,lS2 

ist. Betrachten wir den Fall fll =!= 0 naher. In einer genugend kleinen 
Umgebung des Ursprungs ist wieder XIX~ + YIY~ definit, und daraus 
folgt wieder, daJ3 aile Losungen dieser Umgebung in den Ursprung 
einmunden. 1st aber fll = 0, so gilt ein solcher SchluJ3 nicht, und die 
Erinnerung an den fruher betrachteten Strudelpunkt lehrt auch, daJ3 
jetzt nicht mehr immer die Losungen in den Ursprung munden mussen. 
Zur Klarung dieser Dinge sind tiefergreifende Erorterungen notig, 
die wir noch zuruckstellen wollen. Zur Entscheidung daruber, ob im 
F alle IJl = 0, d. h. rein imaginiirer W urzeln der charakteristischen Glei­
chung (2), Strudel oder W irbel vorliegt, reichen nicht mehr die Glieder 
erster Ordnung hin. 

4. Knoten und Strudel. Unsere Betrachtung laJ3t bei den bisher 
behandelten Failen noch nicht den spezifischen Unterschied zwischen 
Knoten und Strudel oder Wirbel erkennen, den wir in dem vorvorigen 
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Paragraphen bei den homogenen Gleichungen herausgearbeitet hatten. 
Bevor wir uns also dem noch ausstehenden Fall reeller Al und A2 mit 
verschiedenem Vorzeichen zuwenden, wollen WIT diese Frage noch er­
ortern. Es wird sich wieder zeigen, daB bei reellen Wurzeln gleichen 
Vorzeichens stets der Knotenfall vorliegt. Bei komplexen Wurzeln 
aber liegt Strudel oder Wirbel vor. 

5. Ein Satz von BENDIXSON. Diese Untersuchung beruht auf einem 
von BENDIXSON herriihrenden Satz, den ich zunachst angeben will. 
Der Satz bezieht sich sogar auf etwas allgemeinere Differentialgleichun­
gen. lch will ihn in dieser allgemeinen Fassung aussprechen, dann aber 
nur fiir unseren Fall beweisen. An der Beweismethode wird dabei nichts 
Wesentliches verlorengehen. Der Satz bezieht sich auf Differential­
gleichungen von der Form 

(6) 

Dabei sind X m und Y m ganze rationale homogene Funktionen m-ter 
Ordnung, wahrend die Potenzreihen $1 und $2 Glieder m-ter oder 
niedrigerer Ordnung nicht enthalten. Der Satz lautet dann: Eine 
Losung der Dillerentialgleichung, welche im Ursprung mundet, ist ent­
weder eine Spirale oder sie mundet mit einer bestimmten Tangente ein. 
Diese genugt der Gleichung x Y m - Y X m = 0 . 

lch beschranke mich, wie schon gesagt, beim Beweis auf den Fall 
m = 1. Hier ist Xl - Ax + By, Y1 = ex + Dy. Man fiihrt Polar­
koordinaten ein: x = e cos -&, y = e sin -&. Die Differentialgleichungen 
werden dann 

{ e' = e {cos -&. Xl (cos -&, sin -&) + sin -& Yl (cos -&, sin -&)} + e2/l (e, 0) 

(7) -&' = cos o. Y1 (cos -&, sin -&) - sin -& Xl (cos -&, sin -&) + e 12 (e, -&). 

Dabei ist 

r/ 11 (e, -&) = cos -& $de cos -&, e sin -&) + sin -& $2 (e cos -&, e sin-&) 

e 12 (e, -&) = - sin -& $1 (e cos -&, e sin -&) + cos -& $2 (e cos -&, e sin -&) . 

Es gibt dann eine Zahl R, so daB die beiden Funktionen 11 und 12 
sich fUr e < R, - 00 < -& < + 00 nach Potenzen von e entwickeln 
lassen. Wir betrachten nun eine einzelne im Ursprung miindende 
Losung. Man darf ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, 
daB man fUr wachsende t auf der Losung dem singularen Punkt zustrebt. 
BloBe Vorzeichenanderung von t bringt dies ja notigenfalls mit sich. 
Man kann dann eine Zahl T so bestimmen, daB fUr t > T die Losung 
ganz im Kreise. e < R bleibt. Wahrend man sich auf der L6sung dem 
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Ursprung nahert, muB t -+ 00 streben. Ware namlich fiir ein endliches 
t=T 

lim x(t) = 0, limy(t) = 0, 
t~r t~r 

so erhielten wir nach S.79 einen Widerspruch mit der Tatsache, daB 
es eine andere Losung gibt, welche fUr t = T die Werte x = 0 und 
y = 0 annimmt; das ist namIich die triviale Losung x = 0, y = 0, fiir 
die x und y fUr aIle t den Wert Null haben. 

Wir nehmen also an, daB fUr t> T die zu betrachtende Losung 
ganz im Kreise e < R liegt und daB sie fiir t -+ 00 gegen den Ursprung 
konvergiert. Wir hatten schon Polarkoordinaten e, # eingefiihrt. Deuten 
wir diese wieder als rechtwinklige Koordinaten einer neuen Ebene, 
so verlauft die zu betrachtende Losung1 fiir t > T ganz im Streifen 
o < e < R und strebt fUr t -+ 00 gegen die Gerade e = O. Wir fragen 
nach den Haufungspunkten, die die Punkte der Kurve dabei auf 
e = 0 besitzen und beweisen, daB es deren nicht mehr als einen geben 
kann. Dieser Nachweis ergibt sich besonders leicht in dem Fall, daB 
xYI - yXI nicht identisch verschwindet. Dann gibt es namlich (bis 
auf Vielfache von 2:n;) nur endlich viele Werte #. fur die 

(8) cos #. YI (cos #, sin #) - sin #. Xl (cos #, sin #) = 0 

ist. Wenn dann unsere Losung auf e = 0 zwei verschiedene Haufungs­
punkte hat, # = IX und # = f3, so wahlen wir einen Wert # = Y zwi­
schen beiden, fiir den cos y. YI (cos y, sin y) - sin y. Xl (cos y, sin y) =l= 0 
ist und wahlen R so klein, daB fiir # = y, e < R gemaB (7) auch 
#' =l= 0 ist. Dann kann die den Streifen 0 < e < R durchsetzende 
Gerade # = y von unserer Losung nur einmal uberschritten werden; 
denn wegen des festen Vorzeichens von #' muBten aIle Uberschreitungen 
in der gleichen Richtung geschehen, also entweder in Richtung wach­
sender oder in Richtung abnehmender #. Daher muB unsere Losung 
von einem gewissen Parameterwert an entweder standig oberhalb oder 
standig unterhalb der Geraden # = y bleiben. Daraus folgt, daB nicht 
# = IX und # = f3 (die zu beiden Seiten von # = y liegen) auf e = 0 
beide Haufungspunkte sein konnen, so daB die Losung nur einen 
Haufungspunkt auf e = 0 besitzen kann. Liegt dieser im Unendlichen, 
so bedeutet das offenbar, daB die entsprechende Losung in der x-y­
Ebene eine Spirale ist, da sie jede Gerade durch den Ursprung dann 
unendlich oft durchsetzt. (Die Geraden # =#0' # =#0 + 2:n; .,. der 
e--D-Ebene geben ja alle dieselbe Gerade der x-y-Ebene.) 1st der Grenz­
punkt aber ein endlicher Punkt # = IX, sO bedeutet dies, daB unsere 
Losung in der x-y-Ebene in bestimmter Richtung IX in den Ursprung 

1 Wir legen ihr Bild in der e-D-Ebene dadurch eindeutig fest, daB wir in einem 
Punkte dies bei D zunachst unbestimmte Vielfache von 2:rc irgendwie fixieren. 
So erhalten wir eine wohlbestimmte LOsung von (7). 
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einmiindet. Diese Richtung ist durch die -8--Koordinate des Punktes 
auf e = 0 bestimmt, dem die Losung in der e--8--Ebene zustrebt. Dieser 
-8--Wert aber geniigt der Gleichung (8). Denn auch e = 0 ist Losung 
der Differentialgleichungen (7). Der Grenzpunkt -8- = (X muB also ein 
singuHirer Punkt ffir diese Differentialgleichungen sein und daher muB 
(8) fiir-8- = (X erfiillt sein. Das bedeutet aber doch, daB langs der Tangente 

x Y1-yX1 = 0 
ist. 

Da Xl und Y 1 lineare Funktionen von x und y sind, so ist dies 
eine quadratische Gleichung. So erkennt man, da{3 in dem Falle, da{3 
xY1 - yX1 nicht identisch verschwindet, nicht mehr als zwei Richtungen 
in Betracht kommen, in welchen Losungen in din Ursprung einmunden 
kiJnnen. Db aber in jeder dieser beiden Richtungen oder auch nur in einer 
von ihnen Losungen einmunden, ist .tine erst nachher zu entscheidende 
Frage. Dariiber enthalt auch der augenblicklich zu beweisende Satz 
von BENDIXSON keine Aussage. Diesen haben wir durch die vor­
stehenden Betrachtungen ffir den Fall bewiesen, daB xY1 - yX1 nicht 
identisch verschwindet. 

Er bleibt nur noch zu beweisen ffir den Fall, daB x Y 1 - Y Xl identisch 
verschwindet. Dann ist offenbar 

X Y 1 = yX1 = aoxy, 

wo ao konstant und + 0 ist. (Xl und Y1 verschwinden nach S. 98 
nicht identisch.) 

Also ist Xl = aox und Y 1 = aoy. In Polarkoordinaten werden 
dann die Gleichungen: 

e' = eao + e2/1 (e,-8-) 
-8-' = ef'+l. S2+r (cos -8-, sin -8-) + ef'+2 12 (e, -8-). 

Dabei ist r eine passende positive oder verschwindende ganze Zahl 
und S2+r ein Polynom, von der durch den Index angegebenen Ordnung. 

Durch die Gleichung ~ttl = e fiihren wir nun langs der zu untersuchen­

den Losung einen neuen Parameter t1 ein. Dann werden die Differential­
gleichungen 

(9) 
-8-' = ef'S2+r + er+1 /2' 

Nun sei -8- = (X irgendein Punkt auf e = O. Es ist ein regularer Punkt 
fUr das Gleichungssystem (9), das wegen ao + 0 auf e = 0 keine singu­
laren Punkte besitzt. Daher geht durch diesen Punkt genau eine 
Losung von (9). Diese ist aber, anders wie im vorigen Falle, nicht e = O. 
Denn diese Kurve ist gar nicht Losung von (9), wegen ao + O. Ihr 
entspricht in der x-y-Ebene eine Losung von (6), die in der Richtung (X 

in den Ursprung einmiindet. Umgekehrt entspricht auch jeder Losung 
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der Gleichungen (6), welche in der Richtung ()( in den Ursprung ein­
mundet, eine Losung von (9), welche durch e = 0, f} = ()( hindurch­
gehtl. Da dies aber ein regularer Punkt ist, so gibt es auch nur eine 
Losung von (6), welche in der Richtung ()( in den Ursprung einmundet. 
Ich betrachte weiter die durch e = 0, f} = ()( + 2 n gehende Losung 
von (9). Ihr entspricht dieselbe Losung von (6). Beide Kurven der e-f}­

Ebene schneiden fUr hinreichend kleines R aus dem Streifen 0 < e < R 
ein Gebiet G aus, das als umkehrbar eindeutiges Bild von e < R der 
x-y-Ebene anzusprechen ist. In diesem Gebiet mussen nun die Bilder 
aller anderen Losungen von (6) liegen, welche durch Punkte e < R 
hindurchgehen. Da nun bisher ja ()( ganz beliebig war, so haben wir 
in jeder Richtung durch den Ursprung genau eine Losung. Dieser ent­
spricht eine durch e = 0, f} = ()( hindurchgehende. AIle so erhaltenen 
Losungen von (9) bedecken nun aber offenbar das Gebiet G vollstandig; 
d. h. durch jeden Punkt dieses Gebietes geht genau eine der gefundenen 
Losungen hindurch. Das folgt sofort daraus, daB diese Losungen stetig 
vom Anfangspunkt e = 0, f} = ()( abhangen. Daher sind damit alle 
Losungen von (6) im Gebiete e < R erschOpft. 

Den auf S. 101 angegebenen Satz von BENDIXSON haben wir nun be­
wiesen. Wir haben erkannt, dafJ in dem Falle, wo xYl - yXl == 0 
ist, jede Losung in einer bestimmten Richtung im Ursprung mundet, 
und dafJ zu jeder Richtung auch genau eine Losung gehOrt. Wenn aber 
xYl - yXl nicht identisch verschwindet, so mundet entweder jede Losung, 
in einer der beiden xYl - yXl = 0 genugenden Richtungen in den 
Ursprung, oder aber alle Losungen niihern sich spiralig dem Ursprung, 
d. h. so, dafJ jede Losung jeden Strahl des Ursprungs in dessen Umgebung 
unendlich ott schneidet, oder es gibt uberhaupt keine im Ursprungmundende 
Losung. 

6. Al • As konjugiert imaginar. Wenden wir nun diesen Satz von 
BENDIXSON an. Er lehrt, daB in dem Falle, wo die charakteristische 
Gleichung (2) komplexe W urzeln hat, nur spiralige Losungen in den 
Ursprung munden konnen. Denn die Gleichung fiir die Tangenten 
wird dann 

x (C x + D y) - y (A x + By) = 0 
oder 

C x2 + (D - A) x Y - B y2 = 0 

und dies hat keine reellen Nullgeraden. Denn es ist 

(D _A)2 + 4BC = (D +A)2 - 4(AD - BC) < 0, 

weil die charakteristische Gleichung (2) keine reellen Wurzeln ha,t. 
1m Falle komplexer, aber nicht rein imaginiirer Wurzeln der charakte-

1 Es sel wieder daran erinnert, daB die Darlegungen sich stets auf den Fall 
m = 1 vati (6) beziehen. 
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ristischen Gleichung munden somit aUe einer gewissen Umgebung des 
Ursprungs angehOrigen Losungen spiralig in demselben. Der Fail rein 
imaginarer Wurzeln bleibt wie auf S. 100 noch unentschieden. Aus dem 
Satz von BENDIXSON ergibt sich auch, daB im Faile reeiler Wurzeln 
gleichen Vorzeichens der charakteristischen Gleichungen die Li:isungen 
aile unter bestimmten Tangentenrichtungen in den Ursprung munden. 
Diese Aussage ist in dem Faile, wo x Yl - yXl identisch verschwindet, 
nach dem vorhin Gesagten direkt im Satze von BENDIXSON enthalten. 
Das ist also der Fall, wo in (3) Al = A2 und fJ, = 0 ist. Allgemein haben 
wir aber auf S. 100 fUr charakteristische Wurzeln von gleichem Vor­
zeichen bereits festgestellt, daB spiralige Li:isungen nicht vorkommen 
Also munden fur reelle A von gleichem Vorzeichen aUe Losungen in be­
stimmten Richtungen im Ursprung. 

Wir werden bald noch naher untersuchen, inwieweit die nach dem 
Satz von BENDIXSON mi:iglichen Richtungen wirklich vorkommen. 

7. ).1' )'2 reell und von verschiedenem Vorzeichen. Wir wenden uns 
jetzt dem FaUe zu, dafJ die charakteristische Gleichung reeUe Wurzeln von 
verschiedenen V orzeichen besitzt. Diese seien dann Al = it > 0 und 
A2 = - A' < O. Dann kann man die Differentialgleichungen (1) auf 
die Form 

(10) 
x' = A x + ~l (x, y) 
Y' = - A' Y + ~2 (x, y) 

bringen. Da es uns vor allem auf die den Ursprung passierenden Li:i­
sungen ankommt, so machen wir die Substitution Y = XYI' Dann finden 
wir die Differentialgleichungen 

x' = A x + X2 0 1 (x, Yl) 
y~= -(A+A')Yl+X02 (X'Yl)' 

(11) 

Dabei sind Olund O 2 neue Potenzreihen, die nach Pot en zen von x 
und Yl fortschreiten. Wir mussen diejenigen Li:isungen dieser Gleichung 
aufsuchen, die fUr x -+ 0 endlich bleiben, oder doch so schwach un­
endlich werden, daB XYI -+ 0 strebt. Wir wollen zunachst diejenigen 
Li:isungen von (ll) suchen, die durch x = 0, Yl = 0 hindurchgehen. 
Dazu gehi:irt namentlich x = 0 selbst. Dieser Li:isung entspricht aber 
bei den Gleichungen (10) nur die triviale Li:isung x = 0, Y = O. Auf 
jede Li:isung kann man in der Umgebung von x = 0, Yl = 0 durch 

do 
dt = A + xOl (X'Yl) 

den neuen Parameter T einfUhren. Fur genugend kleine x, Yl wachst 
er wegen A > 0 mit t zugleich. N ach EinfUhrung dieses Parameters 
gehen die Differentialgleichungen (ll) in 

x' =X 

(12) y~ = _---'-(A~+'-;;--cAc/:.)..:....Y~1 :-,-+--;-X_O~2 ___ (x..:....' Y,-,l,"--) 
A + x 0 1 (x, Yl) 
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uber, wo 0.3 eine neue Potenzreihe ist, die nach Potenzen von X, YI 
fortschreitet. Auf (12) wenden wir die Ergebnisse von S. 94 ff. an. Dar­
nach gibt es noch genau zwei weitere L6sungen von (11) durch den 
Ursprung. ·Diesen entsprechen dann Losungen von (10), welche durch 
den Ursprung gehen und dort Y = 0 beruhren. Es gibt deren also genau 
zwei, von denen ubrigens die eine die positive, die andere die nega­
tive x-Achse beruhrt. Genau ebenso konnen wir dann mittels der Sub­
stitution x = Y Xl zwei Losungen von (lO) ausfindig machen, welche 
durch den Ursprung gehen und dort X = 0 beriihren. Damit sind dann 
alle L6sungen bestimmt, welche im Ursprung eine der beiden Koordi­
natenachsen beruhren. Der Satz von BENDIXSON lehrt aber dann weiter, 
daB alle dem Ursprung zustrebenden Losungen von (10) dort unter 
bestimmten Tangenten ankommen. Denn spiralige Losungen muBten 
die beiden schon gefundenen Losungen in reguHiren Punkten treffen. 
Weiter lehrt der Satz von BENDIXSON, daB als solche Tangentenrich­
tungen nur die beiden Koordinatenachsen in Betracht kommen. Daher 
haben wir dann alle Losungen dureh den Ursprung gefunden. Es sind 
genau vier. Je zwei beruhren eine der beiden Koordinatenaehsen von ver­
sehiedenen Seiten herkommend. 

8. Zusammenfassung. I eh stelle nun zuniiehst zusammen, was wir 
bis jetzt fur die in der Vbersehrift dieses Paragraphen genannten Diffe­
rentialgleiehungen erreicht haben. 1m Falle reeiler Wurzeln der charakte­
ristischen Gleichung gehen bei gleichem Vorzeichen samtliche einer 
gewissen Umgebung: des Ursprungs angeh6rige L6sungen in diesen hinein. 
Das gleiche ist im Falle komplexer Wurzeln der Fall, es sei denn, daB 
die Wurzeln rein imaginar sind. Dieser Fail ist noch unentschieden. 
1m Faile reeiler Wurzeln von verschiedenem Vorzeichen gehen genau 
vier Losungen in den Ursprung hinein. 1m Falle komplexer Wurzeln 
wurde weiter erkannt, daB die im Ursprung mundenden Losungen 
Spiralen sind. 1m Faile reeiler Wurzeln gleichen Vorzeichens munden 
aile Losungen in bestimmten Tangentenrichtungen. In dem Faile, wo 
x YI - yXI == 0 ist, d. h. wo A = D = 0, B = C, d. h. Al = A2' # = 0 
ist, mundet nach dem Satz von BENDIXSON in jeder Richtung genau eine 
Losung. Wie sich die Richtungen der L6sungen auf die beiden Null­
geraden von xYI - yXI = 0 verteilen, bleibt in den anderen Fallen 
noch zu untersuchen. 1m Falle Al = A2' # =l= 0 ist die Antwort ohne 
weiteres klar. Denn hier wird x Y 1 - Y Xl = # x~, so daB alle Lo· 
sungen imUrsprung Xl = 0 beruhren. So bleibt nur noeh der Fall, daft 
die beiden W urzeln der eharakteristischen Gleichung reell und versehieden 
sind. Die beiden in Betracht kommenden Tangentenrichtungen sind 
dann aus 

(13) X YI - Y Xl = X (C X + D y) - y (A X + By) = 0 

zu bestimmen. Sie sind, wie man leicht sieht, verschieden, sind es 
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doch die Richtungen der geradlinigen durch den Ursprung gehenden 
Losungen der zugehorigen homogenen Gleichungen. die entstehen, wenn 
man 1,j31 und 1,j32 durch Null ersetzt. Wir diirfen das Koordinatensystem 
so legen, daB die Koordinatenachse x = 0 in keine dieser Richtungen 
fallt. Somit ist B 9= O. Wir machen in den Gleichungen (1) die Sub­
stitution: y = x'Y). Sie fiihrt uns auf 

dx 
at = A x + B x 1] + x21,j3; (x, 1]) 

(14) 
~~ = C + D1] - 'Y) (A + B1]) + x 1,j3;(x, 1]). 

Ihre auf der Losung x = 0 gelegenen singularen Punkte werden durch 

(15) C + D 1] - (A + B 1]) 1] = - B (1] - 1]1) (1] - 1]2) = 0 

gegeben. Es sind also zwei voneinander verschieden reeile Punkte. 
deren 1]-Koordinaten 1]1 und 1]2 nach (13) mit den Richtungen der even­
tueilen Tangenten iibereinstimmen. In der Umgebung dieser beiden 
singularen Steilen gehort diese Differentialgleichung dem in der Para­
grapheniiberschrift genannten Typus an. Die Wurzeln der zugehorigen 
charakteristischen Gleichungen sind beide Male reelP. 

Daher lehren die Betrachtungen dieses Paragraphen, daB durch 
jeden der beiden singularen Punkte auBer x = 0 noch weitere Losungen 
hindurchgehen. Daraus folgt, durch Eintragen dieser fiir x --+ 0 gegen 
bestimmte Grenzwerte konvergierenden Funktionen in y = 1] x. daB 
durch den Ursprung gewisse Losungen von (1) mit bestimmter Tan­
gentenrichtung hindurchgehen. Daher gehen nach S. 104 aile im Ur­
sprung miindenden Losungen in bestimmten Richtungen in diesen 
Punkt hinein. Gleichzeitig wird erkannt, daB in jeder der beiden mog­
lichen Richtungen Losungen im Ursprung miinden. 

Nunmehr ist es leicht, zu zeigen, daB tatsachlich ein Knotenpunkt 
vorliegt, dafJ also tatsachlich alle Losungen bis auf zwei mit derselben 
der beiden Tangenten einmunden. Zu dem Zweck miissen wir zeigen, 
daB der eine der beiden singularen Punkte von (14) auf x = 0 ein 
Knoten, der andere ein Sattel ist, daB also in den einen aile, in den 
anderen nur vier Losungen einmiinden. Zwei von diesen vier werden 
durch x = 0 selbst absorbiert, den beiden anderen entsprechen dann 

1 Betrachtet man z. B. die Wurzel 1)1 von (15) und setzt 1) - 1)1 = H. so wer­
den die linearen Glieder von (14), wenn man rechts nach Potenzen von x und H 
entwickelt: (A + B1)1) x und - B (1)1 - 1)2)H + x~i (0.1)1)' Hier kann aber 
die Determinante der Koeffizienten der linearen Glieder nicht verschwinden. 
Denn dann mliBte entweder A + B1)1 = 0 oder - B (1)1 - 1)2) = 0 sein. 1m ersten 
FaIle ware, da 1)1 eine Wurzel von (15) ist, auch C + D1)1 = 0 und daher mliBte 
AD - BC = 0 sein. gegen unsere Annahme. 1m anderen FaIle ware 1)1 eine 
Doppelwurzel von (15) entgegen einer bereits gemachten Feststellung. Die charak­
teristische Gleichung wird (A + B 1)1 - ),) (- B (1)1 - 1)2) - ),) = 0, hat also reelle 
\Vurzeln. 
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zwei mit der einen der beiden moglichen Tangenten einmiindende 
Losungen von (17), wahrend alle iibrigen dem Verhalten des anderen 
singularen Punktes von (14) entsprechend in der anderen Richtung 
einmiinden. Urn nun diese Verhaltnisse der beiden singularen Punkte 
von (14) einzusehen, muB man sich ihre charakteristischen Gleichungen 
ansehen. Falls 'YJI und 'YJ2 die beiden singularen Punkte auf x = 0 sind, 
so werden, wie man ausrechnet, 

und 
(A + B'YJI - /1) (B ('YJI - 'YJ2) + /1) = 0 

(A + B 'YJ2 - /1) (B ('YJ2 - 'YJI) + /1) = 0 

ihre charakteristischen Gleichungen. Urn zu sehen, daB im einen Fall 
die beiden Wurzeln verschiedenes, im andern aber beide gleiches Vor­
zeichen haben, ist nur festzustelien, daB das Produkt aller vier negativ 
ist. Dies Produkt ist aber 

- (A + B 'YJI) (A + B 'YJ2) B2 ('YJ1 - 'YJ2)2. 

Und das ist wegen (15) gleich, 

- (A D - B C) B2 • ('YJ1 - 'YJ2)2. 

Die Determinante AD - B C ist aber positiv, denn nach (2) ist sie 
das Produkt der beiden AIA2' die gleiches Vorzeichen haben. Nach 
S. 107 ist B =1= o. 

Es laBt sich auch noch feststelien, daB die Richtung, welche von 
fast allen lJ.:isungen im Ursprung eingehalten wird, die gleiche ist, 
wie bei der zugehorigen homogenen Gleichung. Der Leser moge das 
selbst nachpriifen. 

Damit ist nun die Diskussion der Differentialgleichungen 

dy ex + D y + $2 (x. y) 
dx = A x + By + $1 (x, y) 

in dem in Aussicht genommenen Falie, daB AD - B C =1= 0 ist, zu 
Ende gefiihrt. Man kann das Ergebnis dahin aussprechen, daB fiir das 
qualitative Verhalten der Losungen in der Nahe des Ursprungs in der 
Regel allein die linearen Glieder maBgebend sind. Diese bestimmen 
sogar die Richtungen, in welchen die Losungen im Ursprung miinden. 

9. Wirbel und Strudel. Freilich konnten wir bisher im Falle rein 
imaginarer Wurzeln der charakteristischen Gleichungen nicht den 
Wirbelfali vom Strudelfall trennen. Hier sind eben tatsachlich die 
linearen Glieder nicht mehr allein "maBgebend. Das erkennt man sofori 
an zwei Beispielen, in welchen die linearen Glieder die gleichen sind. 
So wird 

x' = y + 2y3, y' = -x -2x3 

durch die geschlossenen Kurven 

X2 + y2 + X4 + y4 = konst. 
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ge16st. Hier liegt also ein Wirbel vor. Dagegen liegt bei 

x' = y + X (x2 + y2) 

y' = -x + y (X2 + y2) 

ein Strudel vor. Denn in Polarkoordinaten werden diese Gleiehungen 

f}' = -1. 

Ihre Losungen sind die Spiralen 

2 1 
e=2D+c' 

Da wir jetzt an eine Stelle gekommen sind, wo im Falle von Diffe­
rentialgleichungen, deren Koeffizienten im Ursprung sieh nieht ana­
lytiseh verhaIten, die Dinge anders liegen konnen, so will ieh aueh 
dafiir noeh ein Beispiel geben. Ieh betraehte 

dx 2 2 • 1 
dt = Y + (x + y ) x SIll x2 + y2 

dy _ ( 2 + 2)· 1 
-d --x+ x y YSIll~+ 2' t x y 

Fuhrt man Polarkoordinaten ein, so kommt 

Il' = 113 sin ~ 
<:: <:: rl' f}' = -1 

oder 
dQ 3' 1 
dD = -(! SIll?"" 

und daraus erkennt man, den unendlieh vielen gegen Null sieh haufen­
den NullstelIen der reehten Seite entspreehend, daB der Differential­
gleiehung dureh unendlieh viele Kreise mit dem Nullpunkt als Mittel­
punkt genugt wird. In einem von zwei aufeinanderfolgenden derartigen 
Kreisen begrenzten Ring liegen aber keine weiteren gesehlossenen 
Integrale. Denn in einem solchen Ring ist e' von einerlei Vorzeiehen. 
Die hier verlaufenden Integralkurven wiekeln sieh also spiralig um 
die Begrenzungskreise herum. 

10. Methode von POINCAR£. Kehren wir zuruek zum analytisehen 
Fall. Wir legen uns die Frage vor, wie man nun bei einer vorgelegten 
Differentialgleichung entscheiden kann, ob sie zum Strudelfall oder zum 
Wirbelfall gehijrt. Man kennt dafiir zwei versehiedene Methoden, eine 
von POINCARE und eine von BENDIxsoN. Die POINcAREsehe beruht 
auf folgenden Gedanken. Wenn eine Sehar gesehlossener Integralkurven 
den Ursprung umsehlieBen 5011, so wird man die Gleichung derselben 
in der Form F = konst. annehmen diirfen. Es liegt nahe, es hier einmal 
mit einer Funktion F zu versuchen, die sich nach Potenzen von x und y 
entwiekeln laBt. Fur F ergibt sich dann aus den Differentialgleiehungen 
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die Bedingung 
0- dF _ aF d.,.. + aF dy 

- dt - axdt ayd:t. 
Urn F dieser Bedingung gemaB bestimmen zu konnen, denken wir 

uns die Entwicklung von F nach homogenen Polynomen der x, y 
geordnet: 

F = FI + F2 + ... 
Dabei ist F k ein homogenes Polynom k-ter Ordnung. Die Differential­
gleichung durfen wir nach S. 100 in der Form 

dx 
di= y +X2 + .. . 

~~ = -x + Y2 + .. . 
annehmen l . Daraus erkennt man sofort, daB FI = 0 sein muB. Ebenso 
leicht findet man F2 = x 2 + y2. Denn auf einen konstanten Faktor 
kommt es bei der Bestimmung von F nicht an. Und femer hat man 

die Bedingung, daB bei Ordnung von d; nach homogenen Polynomen 

aile diese einzelnen Polynome verschwinden mussen. Fur das Polynom 
F k findet man hiemach die Bedingung 

(16) yaF".. _ x aFk = Gk • 
ax ay 

Dabei ist Gk ein Polynom k-ten Grades, das sich aus der Differential­
gleichung und denjenigen Fi zusammensetzt, deren Ordnung niedriger 
als kist. Zur weiteren Rechnung fiihrt man am bequemsten Polarkoordi­
naten ein: x = e cos{}, y = e sin{}. Dann erkennt man leicht, daB 
fUr ein homogenes Polynom k-ten Grades 

Gk = e1: 2)(Pn cos nfJ + qn sin n{}) 

gilt. In der Fourierreihe kommen dabei nur solche Glieder vor, deren 
Nummer n dieselbe Paritat hat wie k, und k nicht iibertrifft. Man sieht 
auch leicht ein, daB umgekehrt diese Bedingung dafur hinreichend 
ist, daB das ek -fache der Fourierreihe ein homogenes Polynom k-ten 
Grades ist. Setzt man dann F k = ek f{J (fJ) und Gk = ek 1jJ (fJ), so wird 
aus der Gleichung (16) die folgende: 

d<p 
- df} = '1fl (fJ) • 

Man kann ihr also dann und nur dann genugen, wenn das Absolut­
glied in der Fourierreihe fUr 1jJ ({}), d. i. also Po = 0 ist. Das ist fUr 

1 Das zunachst noch vorhandene Jl2 kann man durch die Parametertransfor­
mation 

zu Eins machen. 
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ungerades k offenbar von selbst erfiillt, da ja (/' 1jJ (ff) ein homogenes 
Polynom sein soll. Fiir ungerades kist dann t:p (ff) eindeutig bestimmt, 
da doch auch in t:p(ff) das Absolutglied Null sein muB. Bei geradem 
k indessen bedeutet Verschwinden von Po eine besondere Bedingung, 
und jetzt ist auch t:p (ff) nur bis auf eine additive Konstante bestimmt. 
Ich behaupte nun, daB das Verschwinden der Po eine notwendige 
Bedingung fiir das Vorliegen eines Wirbels ist. Nehme ich namlich 
an, diese Bedingung des Verschwindens der Po sei bis zur Nummer 
k = 2 n erfiillt, fur k = 2 n selbst aber sei sie nicht mehr erfiillt, dann 
kann man eine Funktion t:p (ff) aus 

drp 
- dD- = 1jJ (ff) - Po 

bestimmen. Das ist gleichbedeutend mit der Bestimmung eines zu­
gehorigen homogenen Polynoms aus der Gleichung 

iF2ft iF2ft _ G P ( 2 + 2)n Y---ax-Xay- 2n- 0 X Y . 

Nun setze ich 

F = x 2 + y2 + F3 + ... + F2n- 1 + F2n • 

Dabei mogen dieF3 , ••• , F 2n- 1 , ••• , ausdenGleichungen (16) bestimmt 
sein. Dann fallen in dem Ausdruck 

dF 
dt 

alle Glieder von kleinerer als 2 n-ter Ordnung weg, wahrend das Glied 
2 n-ter Ordnung 

dF 
wird. Daraus folgt, daB in genugender Nahe des Ursprungs Tt von 

einerlei Vorzeichen ist. Ich will annehmen, es sei das negative. Dann 
folgt hieraus, daB auf einer, dieser Umgebung des Ursprungs angehorigen, 
Integralkurve x = x (t) ,y = Y (t) bei wachsendem Parameter t die Funk­
tion F monoton abnimmt. Mit wachsendem t naherl sich also die Integral­
kurve immer mehr dem Ursprung. Sie miindet daher entweder in den­
selben fiir t ~ 00 oder aber sie hat eine Kurve F = c als Grenzzykel. 
Nun aber konnen in unserem Falle einer analytischen Differential­
gleichung und einer analytischen Funktion F nur endlich viele Kurven 
F = c Integralkurven sein. Denn aus F = c findet man als Gleichung 
der Integralkurve y = f (x , c), und dies hangt algebraisch vom Para­
meter cab. Wenn diese Funktion nun fiir unendlich viele sich gegen 
Null haufende Werte von c der Differentialgleichung genugte, so muBte 
dies nach allgemeinen Satzen uber analytische Funktionen fur alle c 
so sein, wahrend wir doch von einer Integralkurve ausgingen, auf 
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der F sich monoton andert, statt konstant zu sein. Somit gibt es in unse­
rem Faile, wo ein Po =+= 0 ist, in einer gewissen Umgebung yom Ursprung 
keine geschlossenen Integralkurven. Daher mussen aile einer solchen 
Umgebung angehorigen Integralkurven im Ursprung munden. Daher 
ist fur den Wirbelfail das Verschwinden aller Po eine notwendige Be­
dingung. DaB sie auch hinreicht, zeigt POINCARE durch den Nachweis, 
daB die fUr F so zu findende unendliche Reihe konvergiert. Doch will 
ich darauf nicht mehr eingehen. 

11. Methode von BENDIXSON. Lieber will ich noch die Methode von 
BENDIXSON schildern. Dieser setzt von vornherein die Differential­
gleichung in Polarkoordinaten an. Man kann sie dann auf die Form 

~~ = e c1 (1J) + e2 c2 (1J) + ... 
bringen. Diejenige Losung, welche fUr 1J = 0 den Wert eo annimmt, 
hangt analytisch von eo ab (S.53). Sie laBt sich also fUr hinreichend 
kleine eo durch eine fUr aIle 0 < 1J < 2 n konvergente Reihe 

e = e (1J, eo) = eOul (1J) + e~U2 (1J) + ... 
darstellen. Aus e (0, eo) = eo folgt, da dies fUr aile genugend kleinen 
eo gelten soll, U l (0) = 1, Uk (0) = 0 (k = 2, 3 ... ). Tragt man diese 
Reihe in die Differentialgleichung ein, so erhalt man fUr die Uk die fol­
genden Differentialgleichungen 

dUl J). 
d{} = u1 c1 (v') 

~~2 = u2 c1 (1J) + ur c2 (1J) 

~~3 = ua c1 (1J) + 2 u1 u2 c2 (1J) + ur ca (1J) • 

Die Losungen sind durch die bei 1J = 0 vorgeschriebenen Werte 
vollig bestimmt. Fur die Geschlossenheit der Losungen ist hinreichend, 
daB die Uk periodische Funktionen der Periode 2 n sind. Diese Be­
dingung ist aber auch notwendig. Denn waren etwa u 1 ' u 2 ' .•• u" 
periodisch, U,,+l aber nicht periodisch, so sei z. B. 

U,,+l (2n) - 2t,,+1 (0) = d < 0 . 
Dann wird 

e (2n, eo) - e (0, eo) = e~ +1 [d + eo {u-v+ 2 (2n) - u" + 2 (O)} + ... ]. 
Daher ist fUr hinreichend kleine eo 

e (2 n, eo) - e (0, eo) < O. 

Also wird durch wiederholte Anwendung dieses Schlusses 

e (0, eo) > e (2 n, eo) > e (4n, eo) > .... 
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d% A%+By+e(%,y) 

Daher wird f} = 0 unendlich oft von jeder Lasung getroffen. Die 
Bedingung ist also auch notwendig. 

Man muD sich aber vor Augen halten, daB die Tragweite dieser 
Betrachtungen begrenzt ist. Sie enthalten insbesondere bisher keine 
Rechenvorschrift, nach der man in einem konkreten Fall vorgehen 
kann. In dieser Richtung liegt nur eine Arbeit von DULAC! vor, der 
fur die Differentialgleichung 

d y y + a 1 x 2 + b1 X Y + C1 y2 

d % - X + a2 x 2 + b2 X Y + C2 y2 

die Diskussion vallig durchgefiihrt hat. Rier genugen acht der un­
endlich vielen Bedingungen, wie man bei direkter Ausfiihrung der 
Integration sieht. 

12. Zusatz. Zum SchluD dieser Betrachtungen noch den Rinweis, 
daB in der Arbeit von BENDIXSON eine Methode entwickelt wird, die 
das Verhalten der Lasungskurven einer jeden Differentialgleichung 

dy ~l(%'Y) 
d% ~Jx,y) 

in der Nahe des Ursprungs festzustellen erlaubt. Durch eine Kette 
bilinearer Transformationen wird eine jede solche Differentialgleichung 
auf die in diesem und dem vorigen Paragraphen ausfiihrlich disku­
tierten Typen zuruckgefuhrt. 

13. Bemerkungen: 1. In zwei neueren Arbeiten in der Math. Zeitschr. Bd. 15 
u. Bd. 16 hat PERRON den Gegenstand dieses Paragraphen erneut vorgenommen 
und in weitem Umfang die Bedingungen fur <5 (x, y) und e(x, y) angegeben, unter 
denen die Satze dieses Paragraphen richtig bleiben. 

2. Die Ubertragung der vorliegenden Ergebnisse auf Systeme hat bisher 
nur durftige Ergebnisse gezeitigt. Sie beschranken sich wesentlich auf die durch 
gewisse Reihenentwicklungen gewonnene Erkenntnis, daB im FaIle, wo v der 
Wurzeln der charakteristischen Gleichung einen negativen Realteil haben, eine 
v-parametrige Schar von L5sungen fur t -+ 00 gegen den Ursprung konvergiert. 
Wenn z. B. aIle diese Wurzeln positiv reell sind, so kann dies ganz analog wie 
S. 98 bewiesen werden. Ein dem allgemeinen Satz dieses Paragraphen entsprechen­
der ist bisher nicht bekannt. Doch hat das Wenige, was bekannt ist, schon fur 
Fragen der Mechanik wichtige Dienste getan. Vollstandig kann man nattirlich 
analog zu § 3 die Diskussion fUr Systeme Ii nearer Gleichungen mit konstanten 
Koeifizienten durchfUhren. AnlaBlich der lineaTen Gleichungen zweiter Ordnung 
werden wir noch weitere FaIle betrachten (vgl. auch S. 143ff.). 

3. Die Betrachtungen dieses Paragraphen leg en den Gedanken nahe, durch 
eine umkehrbar eindeutige Transformation die vorgelegte Differentialgleichung 
in eine mit linearer rechter Seite zu verwandeln. So wurde es in die Augen 
springen, daB der Verlauf der L5sungskurven durch die linearen Glieder be­
stimmt ist. Dies Verfahren ist tatsachlich durchgefUhrt worden 2 und bietet 
auch M5glichkeiten zur wirklichen Berechnung der L5sungen. 

1 Bull. des sc. math. Ed. 32. 1908. 
2 H. DULAC: Solutions d'un systeme d'equations differentielles dans Ie voi­

sinage de valeurs singulieres. Bull. de la soc. math. de France Bd.40, 324-383, 
BlEBERBACH, Differentialgleichungen. 3. Auf I. 8 
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§ 7. tiber die Verteilung der singularen Stellen. 

1. Ubergang zu Kurven auf Fliichen. Man darf immer annehmen, 
daB durch eine vorgelegte Differentialgleichung einem jeden Punkt 
einer geschlossenen FHiche eine sie beriihrende Richtung zugeordnet 
sei und daB es sich also darum handelt, auf der geschlossenen Flache 
Kurven zu finden, die jeden Punkt in der dort vorgeschriebenen 
Richtung passieren. Denn wenn ein System 

dx 
de = /(x, y) 

dy 
Tt=g(x,y) 

in einem Bereich der x, y vorgelegt ist, so kann man ein Stuck dieses 
Bereiches durch stereographische Projektion auf eine Kugeloberflache 
projizieren. Hierdurch wird jedem Punkt dieses spha<ischen Bereiches 
eine Tangenteurichtung zugeordnet. Die so in einem Stuck dieser Flache 
vorliegende Erklarung der Differentialgleichung kann man dann uber 
den Rest der Flache so erganzen, daB eine auf der geschlossenen Kugel­
oberflache erkIarte Differentialgleichung herauskommt. Dieser Gedanke 
gibt auch die Maglichkeit an die Hand, die bisher besprochenen Ergeb­
nisse auf Differentialgleichungen der Form / (x, y, y') = 0 zu uber­
tragen, wo etwa f (x, y, y') ein Polynom sein mage. Dann ist das Pro­
blem, diese Gleichung zu untersuchen, nach POINCARE gleichwertig mit 
der Untersuchung der Differentialgleichungen 

dx 0 f 
-di = - oz' 

dz = i}l + zi}l 
dt ox oy 

dy 

dt 
of -z­oz 

auf der Flache f (x, y, z) = 0 und somit haben wir in manchen Fallen 
wieder eine Differentialgleichung, die jedem Punkt einer geschlossenen 
Flache in eindeutiger Weise eine sie beruhrende Richtung zuordnet. 
Tatsachlich definieren diese drei Differentialgleichungen Raumkurven, 

deren Projektion auf die x-y-Ebene ~~ = de : ~~ = z liefert, so daB 

also diese Projektionen der Differentialgleichung f (x, y, y') = 0 ge­
nugen. Tatsachlich liegen diese Raumkurven auf der Flache f (x, y, z) 
= 0, falls man ihre Anfangspunkte darauf wahlt. Denn langs derKurven 

ist ~f = o. 

1912. G. D. BIRKHOFF: Divergente Reihen und singulare Punkte gewohnlicher 
Differentialgleichungen. Sitzber. d. preuB. Akad. d. Wiss. 1929, S. 171-183. 
G. D. BIRKHOFF and F. R. BRAMFORTH: Divergent series and singular points of 
ordinary differential equation. Trans. Am. math. Soc. Bd.32, S.114-146. 1930. 
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An diesen Ansatz konnen wir ankniipfen, wenn wir jetzt noch einen 
allgemeinen Satz iiber die Verteilung der Singularitaten erortern 
wollen. 

Zunachst betrachten wir eine einzelne singulare Stelle Seines 
Systems 

(I) 
dx 
Tt=f(x,y), 

dy 
Tt = g(x,y). 

Dabei sollen f (x, y), g (x, y) in der Umgebung von x = 0, y = 0 ein­
deutig und stetig erklart sein und einer LIPSCHITZ-Bedingung geniigen. 
1m Punkte x = 0, y = 0 selbst sollen f (0, 0) = g (0,0) = 0 sein, wah­
rend in der betrachteten Umgebung keine weiteren singularen Stellen 
liegen. Jedem von (0,0) verschiedenen Punkt ist dann durch (I) ein 
gcrichtetes Linienelement zugeordnet. 

2. Der Index. Nach POINCARE ordnen wir der isolierten singularen 
Stelle S einen Index j zu. Mit BIRKHOFF erklaren wir ihn so: Man lege 
urn die singulare Stelle eine einfach gcschlossene Kurve (£:, welche aus 
endlich vielen, stetig differenzierbaren Bogen besteht und auBer S 
keine andere singulare Stelle umschlieBt. Durchlauft man dieselbe im 
positiven Sinn, so erfahrt dabei der durch die Differentialgleichungen 
erklarte Vektor eine Drehung j. 2 n. j heiBt dann Index der singuliiren 
Stelle. Man erkennt namlich sofort, daB die ganze Zahl j von der Wahl 
der umschlieBenden Kurve unabhangig ist. Denn bei stetiger Anderung 
derselben miiBte sich auch j stetig andern und bleibt daher als ganze 
Zahl unverandert. 

Bei den Differentialgleichungen des § 6 ist es leicht, den Index zu 
bestimmen. Er ist namlich stets dem Index der bei Beschrankung 
auf die linearen Glieder entstehenden homogenen Gleichung gleich. 

Setzt man namlich ~: + i;; = rei 'J', so wird der Index der 2 ~ -fachen 

Anderung gleich, welche q; bei Durchlaufung einer geschlossenen Kurve 
urn die singulare Stelle erfahrt. 1st x = x (0) ,y = y (0) , 0 :S 0 < I die 
geschlossene Kurve, so wird somit 

1 1 

. 1 fd 'P d 1 J d 1 . ) d 
J = 2:n: dT 0 = 2:n:i d-r: og(rel'J' o. 

o 0 

Denn log r andert sich beim Umlauf nicht. Also ist 
1 

wenn 

. 1 JI' + ill' 
J = 2:n: i T+ig do, 

o 

dx 
Tt=f(x,y). 

dy 
dt = g(x, y) 

die Differentialgleichungen sind, und f' und g' die Ableitungen von 
fund g nach 0 bedeuten. 1st insbesondere t = A x + By + ~1 (x, y) , 

8* 
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g = ex + D Y + $2 (x, y), wie im § 6, wo also $1 und $2 Potenz­
reihen sind, die nur Glieder von hoherer als der zweiten Ordnung ent­
halten, so wird bei Verwendung von Kurven, die hinreichend nahe den 
Ursprung umschlieBen, geschlossen, daB 

1 

. = _l_f(A x' + By'} + i(Cx' + Dy'} d 
1 2n:i (Ax+By}+i(Cx+Dy) • 

o 

ist. Man erkennt dies ahnlich wie beim RoucHEschen Satz der Funk­
tionentheorie, indem man statt $1 und $2 zunachstA $1'A. $2,0 <A. < 1 
eintragt und bemerkt, daB das Integral so lange stetig von A. abhangt, 
als der unter dem Integral vorkommende Nenner nieht verschwindet. 
Dies aber ist fiir 0 <A. < 1 sieher dann der Fall, wenn langs der ge­
schlossenen Kurve $1 und $2 hinreichend klein sind, d. h. wenn die 
Kurve hinreichend nahe am Ursprung verlauft. Da aber das Integral 
eine ganze Zahl als Wert hat, so ist es vonA. unabhangig. 

Fiir die homogenen Gleichungen ist aber der Index leieht zu be­
stimmert. Man erschlieBt seinen Wert unmittelbar aus den auf S. 74ff. 
gemachten Arigaben. 

1m Knotenfall, im Strudelfall und im Wirbelfall ist darnach j = 1 , 
im Sattelfall aber ist j = - 1. 

3. Anwendung des EULERschen Polyedersatzes. Wir betrachten nun 
eine geschlossene Flache vom Geschlecht p mit eindeutig erklarter 
Indikatrix. Auf ihr sei wieder durch Differentialgleiehungen mit ein­
deutigen stetigen und der LIPScHITz-Bedingung geniigenden Koeffi­
zienten ein Vektorfeld gegeben. Es moge endlieh viele singulare Stellen 
aufweisen. Wir zerlegen dann durch irgendwelche endlich viele JORDAN­
sche Kurvenbogen mit stetig sich andernder Tangente die geschlossene 
Flache in endlich viele einfach zusammenhangende Gebiete, deren jedes 
an seinem Rand keine, in seinem Inneren nieht mehr als eine singulare 
Stelle besitzen moge. Diese Einteilung der Oberflache kann als Polyeder 
aufgefaBt werden, und so hat man nach dem EULERschen Polyeder­
satz zwischen der Anzahl e der Ecken, k der Kanten, und t der Flachen­
stiicke die Beziehung1 

e+t-k=2-2p. 
Falls nun in einer Ecke 'II Kanten zusammenstoBen, so gilt noch 

6 

.L;'IIi = 2k.Wir bestimmen nun fiir jedes der Gebiete den Index j. 
1 

Dabei ist der Index derjenigen Gebiete, die keine singulare Stelle ent-

1 Man kann sie als Definition des Geschlechts p ansehen. p ist immer eine posi­
tive ganze Zahl und kann auch als die Maximalzahl der punktfremden geschlossenen 
J ORDANkurven erklart werden, die man gleichzeitig auf der Flache anbringen kann, 
ohne sie zu zerstiicken. 
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halten, Null. Zur Bestimmung des Index fiir die anderen Bereiche be­
dienen wir uns des folgenden Verfahrens. Wir betrachten den Winkel {}, 
urn den man den Tangentenvektor der Randkurve im Sinne der Indika­
trix der FHiche drehen muB, urn ihn in den Feldvektor iiberzufUhren. 
Die Randkurve sei im Sinne der Indikatrix umlaufen. In den Ecken 
gibt es den beiden Tangentenrichtungen entsprechend auch zwei Er­
kHlrungen des Winkels {}. Dann ist die Winkelanderung des Feldvektors 
gleich der Summe der Anderungen, die der Tangentenvektor langs der 
Randbogen und in den Ecken erfahrt, vermehrt urn die entsprechen­
den Anderungen des Winkels zwisch~n Tangentenvektor und Feld­
vektor. Die erstere A.nderung ist 2n. Die letztere ist ein Vielfaches von 
2n, das man findet, wenn man abzahlt, wie oft der Winkel im wach­
senden bzw. im abnehmenden Sinn ein Vielfaches von n durchlauftl. 
Die ersteren nennen wir innere, die anderen auBere Beriihrungen des 
Feldvektors mit dem Tangentenvektor. Nun aber heben sich die An­
teile, welche Beriihrungen von Losungen mit inneren Kantenpunkten 
zuzuschreiben sind, gegenseitig auf, wenn man die Summe aller Indizes 
bildet. Denn eine solche Beriihrung ist fiir das eine der angrenzenden 
Gebiete'dne innere, fUr das andere eine auBere. Es bleiben also nur die 
Beriihrungen mit Losungen in den Ecken der Gebiete. Geht aber eine 
Losung durch eine Ecke, so passiert sie dort das Innere zweier Gebiete 
und beriihrt die 'jJ - 2 anderen von auBen, es sei denn, daB eine Losung 
eine Ecke in einer Kantenrichtung passiert. Man darf aber immer die 
Einteilungslinien so wahlen, daB dies nicht der Fall ist. Somit hat man 
in einer Ecke 'jJ - 2 auBere Beriihrungen. Bildet man nun die Summe 

der Indizes iiber alle Bereiche, so wird sie gleich - 2) Vi;- 2 + t. 
Denn alle inneren und auBeren Beriihrungen heben sich auf, mit Aus­
nahme der in den Ecken stattfindenden Beriihrungen. Eine jede auBere 
Beriihrung aber gibt eine Abnahme urn n und die t Flachen geben der 
Winkelanderung der Tangente entsprechend einen Zuwachs urn 2 n. 
Zur Bestimmung des Index ist durch 2 n zu dividieren. Somit wird 

.2i=e+t-k=2-2p. 
Fiir die Kugel ist p = 0; hier besitzt also eine Kurvenschar stets 

mehr als eine Singularitat, falls nur Singularitaten der bisher betrach­
teten Art vorkommen. Denkt man sich andererseits auf der Kugel 
das Kreisbiischel, das entsteht, wenn man sie mit einem Ebenenbiischel 
durch eine ihrer Tangenten schneidet, so is! dies eine Kurvenschar 
mit nur einem singularen Punkt. Der Index muB also 2 sein. Urn das 
nachzupriifen, denken wir uns die Kugel stereographisch auf eine Ebene 

1 Punkte, in denen eine Losung die Randkurve beriihrt und durchsetzt, 
werden nicht gezahlt, wei! da der Winkel zwischen Tangentenvektor und Feld'-
vektor zwar ein Vielfaches von n erreicht, aber es nicht passiert. . 
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so projiziert, daB wir das Kreisbiischel 

(x - a)2 + y2 = a2 

erhalten. Als Differentialgleichung findet man 

x' = 2xy, 

Sie gehort also nicht zu den im vorigen Paragraphen untersuchten 
Fallen. Verfolgt man das Vektorfeld dieser Differentialgleichung langs 

Abb.12. 

eines Kreises urn den Ursprung, so be­
statigt man leicht, daB der Index 2 ist 
(vgl. Abb.12). Hier liegt auch im gestalt­
lichen Verhalten der Losungen etwas 
Neues vor. Es treten sogenannte "ge­
schlossene Knotengebiete" in dem betrach­
teten Kreise auf. Das sind Bereiche, in 
welchen jede Uisung aus dem Ursprung 
kommend wieder im Ursprung miindet. 
Friiher kamen "Sattelgebiete" vor. Diese 

. waren von Losungen begrenzt, die im 
Ursprung miindeten, und darin gingen 
die Losungen aIle am Ursprung vorbei. 
In allen bisher betrachteten Fallen be­
steht zwischen dem Index j, der Zahl k 

der geschlossenen Knotengebiete und der Zahl A der Sattelgebiete 
die Relation 

. k-A+2 
1= 2 

BENDIXSON hat in der S.79 genanntcn Arbeit gezeigt, daB diese plau­
sible Relation stets dann richtig ist, wenn die Zahlen k und A endlich 
sind, und dies ist, wie er gezeigt hat, bei allen Differentialgleichungen 

dx dy 
at = ~1 (x, y), dt = ~2 (x, y) 

der Fall, wo ~1 und ~2 Potenzreihen sind, die in der Umgebung des 
Ursprungs konvergieren. Z. B. ist fiir einen regularen Punkt, wo ~1 
und ~2 nicht beide verschwinden, k = 0, A = 2. Also j = O. 

§ 8. SinguHire Losungen. 
1. Diskriminantenkurve. Schon gelegentlich der CLAIRAUTSchen 

Gleichung lernten wir auf S. 22 das eigentiimliche Vorkommen von sin­
gularen Losungen kennen. Wir machten damals die Erfahrung, daB 
durch einzelne Punkte zwei sich dort beriihrende Integralkurven gingen. 
Die singulare Losung trat als Enveloppe der die CLAIRAUTSche Glei­
chung 1i:isenden Geradenschar auf. Nun wollen wir von allgemeineren 
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Wir betrachten eine Differentialgleichung 

(1) I (x, y, y') = o. 
f (x, y, P) sei samt seinen partiellen Ableitungen erster und zweiter 
Ordnung fiir alle in Betracht kommenden Linienelemente (x, y, P) 
eindeutig und stetig. Die in Betracht zu ziehenden Linienelemente 
seien: (x, y) aus einem Bereich B, P beliebig. 

Urn die bisher aufgestellten Satze anwendbar zu machen, muB erst 
die Auflosung nach P bewerkstelligt werden. Dariiber gibt der bekannte 
Satz iiber implizite Funktionen AufschluB. Er lehrt folgendes: Wenn 
man ein Wertetripel xo,Yo, Po hat, das der Gleichung f(x,y,P) =0 
geniigt, und wenn fUr dies Wertetripel die Ableitung 

at 7iP (xo, Yo, Po) 

nicht auch verschwindet, so gibt es in einer gewissen Umgebung von 
(xo, Yo) eine einzige wohlbestimmte eindeutige stetige Funktion 

P = F (x, y), 

die der Gleichung geniigt, und die fiir x = Xo, Y = Yo den Wert P = Po 
annimmt, und welche stetige Ableitungen erster und zweiter Ordnung 
nach x und y besitzt. Oft werden so zu jedem ·Wertepaar, d. h. zu 
jedem Punkt xo, Yo mehrere Werte Po und damit mehrere Funktionen 
p = F (x ,y) gehoren, die der Gleichung geniigen. GewissermaBen wird 
das Feld der Linienelemente aus mehreren Schichten bestehen. Eine 
besondere Rolle miissen nach allem aber jedenfalls die Linienelemente 
spielen, welche auch noch der Gleichung 

at 
(2) 7iP (x, y, P) = 0 

geniigen. AIle diese Linienelemente geniigen den beiden Gleichungen 
at 

(3) l(x,y,P) =0, ,ap(x,y,P)=o. 

Wir betrachten die Menge derjenigen (x, y), zu welchen p-Werte ge­
hOren, die zusammen mit den (x, y) den beiden Gleichungen (3) ge­
niigen. Wir nennen die von diesen (x, y) gebildete Menge die Diskrimi­
nantenkurve. Man kann sie in vielen Fallen durch Elimination von p 
aus (3) gewinnen. Dies gelingt z. B. in der Umgebung derjenigen Linien-

elemente, fUr die :;t =l= 0 ist. Dann kann man aus der zweiten Glei­

chung (3) p als stetige mit stetigen Ableitungen versehene Funktion 
gewinnen und in die erste Gleichung (3) eintragen. Aus ihr gewinnt 
man dann die Diskriminantenkurve als mit stetig sich andernder Tan­
gente versehene Kurve in der Nahe derjenigen (x, y), fiir die nicht auch 

at d at h' d D' L" I d' d 'd GI' ax un ay verse WIll en. Ie lmene emente, Ie en bel en el-

chungen (3) geniigen, heiBen singulii~e Linienelemente. 
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2. Beispiele. Betrachten wir z. B. die Differentialgleichung 

y'2 = x. 

1hre singularen Linienelemente genligen den beiden Gleichungen 

p2 = X, 

2P =0. 

Sie sind alle der x-Achse parallel und liegen auf der Kurve x = O. Man 
stellt weiter leicht den Verlauf der 1ntegralkurven fest. Nur fur positive x 
sind reelle 1ntegralkurven vorhanden. Dieselben treffen die Diskrimi­
nantenkurve senkrecht. 

3 

Die Losungen sind y = ± i x2 + c. Den beiden Schichten 
y' = + fX und y' = - fX entsprechend gehen durch jeden Punkt 
mit positiver Abszisse x zwei 1ntegralkurven hindurch. 

1ch betrachte weiter die Gleichung 

y'2 = y. 

Hier genugen die singularen Linienelemente d~n beiden Gleichungen 

p2 = y, 

2P =0. 

Sie sind alle der x-Achse parallel, liegen aber jetzt auf der Kurve y = O. 
Diese Kurve ist daher selbst Losung, und die ubrigen 1ntegralkurven 

(x + C)2 b "h d' lb W' . d' Fall d' D' k . Y = --4- eru ren lese e. lr sagen III lesem ,Ie IS n-

minantenkurve sei singuHire Losung. 

3. Singuliire Losungen. Wir verstehen also ~tnter einer singuliiren Losung 
eine aus lauter singuliiren Linienelementen autgebaute Losung. Nach der 
Definition der Diskriminantenkurve kann eine singuHi.re Losung nur 
aus einzelnen Bogen der Diskriminantenkurve bestehen. Denn diese 
ist der Ort der Punkte, welche singulare Linienelemente tragen. Aber 
das erste Beispiel lehrt zugleich, daB die Diskriminantenkurve ganz 
und gar nicht immer eine singulare Losung der Differentialgleichung 
ist. Damit dies der Fall ist, mussen vielmehr noch besondere Zusatz­
bedingungen bestehen. Diese wollen wir jetzt herleiten. Wir mussen 
ja nur feststellen, unter welchen Umstanden die Richtung der Dis­
kriminantenkurve mit der in ihren Punkten vorgeschr,iebenen singu­
laren Feldrichtung iibefeinstimmt. Wenn dies langs eines Bogens der­
selben der Fall ist, so ist dieser Bogen singulare Lasung. Urn aber die 
Richtun.g der Diskriminantenkurve zu bestimmen, hat man ihre Glei­
chung (a) zu differenzieren. Das liefert 

~ +!1!:L + ~.!:.t.. = o. ax ay dx ap dx 
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Da aber langs der Diskriminantenkurve 

!..L = 0 ap 

ist, so erhalt man die Bedingung 

~+!..L!.L=O. 
ax ay dx 
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dy 
SolI daher das ax der Diskriminantenkurve mit dem p des Feldes 

ubereinstimmen, so muB 

!.l+!..LP=O 
ax ay 

sein. Daher erhalt man zur Bestimmung der singular en Losungen die 
drei Gleichungen 

(4) 

f 
f(x,y,P)=O 

at 

1 
ap(x,y,P) =0 

at at \ ax (x, y, p) + ay (x, y, pj' p = o. 
Wenn umgekehrt zu jedem Punkt einer Kurve ein Wert des Para­
meters p geh6rt, derart daB die drei Gleichungen (4) erfUllt sind, so 
ist sie eine singulare Losung der Differentialgleichung, falls nicht auch 
noch fur aIle ihre Punkte 

at ay(x,y,P) = 0 

ist. Denn wenn man zur Bestimmung der Richtung die erste der drei 
Gleichungen (4) differenziert, so erhalt man unter Berucksichtigung 
der zweiten 

~+E... ' =0. 
ax ay Y 

Daher ist nach der dritten 

:~ (y' -P) = O. 

Hieraus ergibt sich wegen der auf ;~ bezuglichen Bedingung 

y' =p, 
so daB fUr das y' der durch (4) erklarten Kurve wegen der ersten Glei­
chung (4) f (x, y, y') = 0 gilt. Sie ist also eine Losung, und zwar eine 
singulare, wegen des Bestehens der zweiten der drei Gleichungen. Die 

drei Gleichungen (4) zusammen mit :~ (x, y, P) =f= 0 legen daher die 

singularen Losungen fest. 

4. Diskriminantenkurve und singuliire Losung. Man sieht aus den 
vielen fUr eine singulare L6sung notwendigen Bedingungen, daB im 
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allgemeinen die Diskriminantenkurve nicht singulare Losung sein wird. 
Sie wird vielmehr im ailgemeinen Ort derjenigen Stel1en sein, durch 
die zwei einander beriihrende Integralkurven gehen (vgl. das erste 
Beispiel). Ubrigens kann sehr wohl auch die Diskriminantenkurve Losung 
sein, ohne aus singuliiren Linienelementen zu bestehen. Sie kann mit an­
deren Worten auch nichtsingulare Losung sein. So ist es z. B. bei 

(y'2 _ X + y) (y' - 1) = O. 

Fur die singularen Elemente muB 

(P2 - X + y) (P - 1) = 0 
und 

2 P (P - 1) + p2 - X + y = 0 

sein. Elimination von p liefert als Diskriminantenkurve 

(x - y) (y - x + 1) = o. 
Auf x = y sind p = 0 die singularen Richtungen. Auf y = x-I sind 
p = 1 die singularen Richtungen; y = x ist also Losung, ohne singulare 
Lasung zu sein. Das kommt dadurch zustande, daB ein anderer Zweig, 
der durch t (x, y, P) = 0 definierten Funktion p = F (x, y) langs der 
Diskriminantenkurve deren Richtungen liefert. 

5. Singulare Losungen und Enveloppen. Nach diesen Darlegungen 
ist es klar, daB eine jede Enveloppe einer Schar von Integralkurven, 
d. h. eine jede Kurve, die in jedem ihrer Punkte von einer Integralkurve 
beriihrt wird. eine singulare Lasung ist, im Sinne der vorhin aufgestell­
ten Definition. Denn da durch jedes ihrer Linienelemente zwei ver­
schiedene Integralkurven gehen, muB der vorhin erwahnte Satz iiber 
implizite Funktionen in seiner Anwendung auf die Linienelemente der 
Enveloppe versagen1 . Solche Linienelemente nannten wir aber singular. 
Die Enveloppe besteht also nur aus singularen Elementen. 

Man darf aber nicht umgekehrt schlieBen wollen, daB aile singu­
laren Li:isungen als Enveloppen einer Schar von Integralkurven auf­
gefaBt werden ki:innen. Es ist also nicht immer der Fall, daB die sin­
gulare Li:isung in ihren Punkten von anderen Integralkurven beruhrt 
wird. 

6. Beispiele. Einige Beispiele sollen die Verhaltnisse klarstellen. Ich 
betrachte die Tangenten der kubischen Parabel 

y = x 3 • 

1 Es sollen nur solche Linienelemente betrachtet werden, fUr die :;, existiert. 

Ebenso mag die Moglichkeit beiseite bleiben. daB' man zwar in der Umgebung 
des betreffenden Linienelementes die Gleichung t (x, y, y') = 0 nach y' auf­
Ibsen kann, daB aber fUr die aufgelbste Gleichung y' = t (x, y) die LIPSCHITZ­
Bedingung nicht erfUllt ist. Aueh so kbIinte es ja kommen. daB mehrere Lbsungen 
durch das Linienelement gehen. 
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Sie geniigen der Gleichung 

(5) 27 (y - y' X)2 = 4y'3. 

Wenn man die singularen Iptegrale derselben sucht, so hat man noch 
die beiden Gleichungen 

(6) 

(7) 

54 (y - y' x) x + 12 y'2 = 0 

- 54 (y - y' x) y' + y' 54 (y - y' x) = 0 

aufzustellen. Da (7) identisch erfiillt ist, so hat man zur Auffindung 
der singularen Losungen nur y' aus (5) und (6) zu eliminieren. Das 
fiihrt auf 

108· 4y'3 x2 - 144y'4 = o. 
Daher ist entweder 

y' =0 
oder 

y' = 3x2 • 

Die erste Moglichkeit fiihrt zu der singularen Losung 

y=O, 
die zweite zur Parabel 

y = x3 • 

Wahrend diese als Enveloppe der die Gleichung befriedigenden Ge­
radenschar aufzufassen ist, gibt es keinerlei Integralkurven, die die 
Gerade y = 0 in ihren einzelnen Punkten beriihrten. Sie ist keine 
Enveloppe. Trotzdem besteht sie aus singularen Linienelementen. Diese 
Erscheinung tritt stets bei den Wendetangenten der Leitkurve einer 
Differentialgleichung auf, deren Losungen durch die Tangenten dieser 
Leitkurve bestimmt sind. 

Wenn namlich 
'lJ = t (~) 

die Gleichung der Leitkurve ist, so sind 

y - t(~) = t'(~) (x -~) 

die Gleichungen ihrer Tangenten. S.14 haben wir gelemt, wie man 
die Differentialgleichung einer solchen Kurvenschar bestimmt. Sie er­
gibt sich durch Elimination von ~ aus den beiden Gleichungen 

y - t(~) = f'(~) (x -~) 

y' = f' (~). 

Zur Bestimmung der singularen Losungen dieser Gleichung hat 
man die ~-Ableitung der ersten Gleichung Null zu setzen. Das liefert 
aber 

f"(~) (x -~) = o. 
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Also 

und 
t" (~) = O. 

Der erste Fallliefert die Leitkurve. Der zweite Fall flihrt zu den Wende­
tangenten, da ja die Wendepunkte durch t" (~) = 0 charakterisiert 

Abb.1S. 

sind. (Zu den Wendetan­
genten zahlen wir also alle 
Tangenten, die in h6herer 
als der ersten Ordnung die 
Kurve beriihren.) 

Warum gerade diese 
Wendetangenten mit zu den 
singuUiren L6sungen, also 
auch mit zu der Diskri­
minantenkurve geh6ren, 
HiBt sich am vorigen Bei­
spiel der Gleichung 

27 (y ._y' X)2 = 4y'3 

leicht erHiutern, wenn man 
beachtet, daB von den 
Punkten des in Abb. 13 

schraffierten Gebietes drei Tangenten an die Parabel gehen, von den 
Punkten des nicht schraffierten Gebietes aber nur eine. Beide Gebiete 
werden naturgemaB durch die Diskriminantenkurve getrennt, denn 
das ist deren geometrische Bedeutung. 

Ich betrachte noch ein zweitesBeispiel, in dem die singularen 

Abb.14. 

L6sungen nicht als En­
veloppen auftreten. Das 
ist der Fall bei der Dif­
ferentialgleichung 

y'2 = y3. 

Ihre L6sungen sind 
4 

y = (x + c)z· 

Dazu kommt noch die 
singulare L6sung 

y=O. 

Sie wird von keiner anderen Integralkurve im. Endlichen beriihrt, 
tritt vielmehr als gemeinsame Asymptote aller Integralkurven auf, 
die sich ihr beliebig nahe anschmiegen. Diese gehen namlich aus­
einander durch Parallelverschiebung in Richtung der x-Achse hervor. 
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Wenn daher eine der Kurven, z. B. y = \ (Abb. 14), fiir x > 20 nur x 
urn hochstens Tt-o von Y = 0 abweicht, so kann man sie so parallel 
verschieben, daB eine Kurve entsteht, die schon fUr x > Xo nur noch 
urn Thvon y = 0 abweicht. Xo kann dabei ganz beliebig gewahlt wer­
den. Denn 4 

y = (x + 20 - x o)2 

ist die gewlinschte Kurve. 

V. Kapitel. 

Differentialgleichungen erster Ordnung 
im komplexen Gebiet. 

§ 1. Feste und bewegliche Singularitaten. 

1. Einteilung der Singularitaten. Flir z-Werte, welche einem Be­
reich B der komplexen z-Ebene, und fiir w-Werte, weicht; cinem 
Bereich G der komplexen w-Ebene angehoren, sei I (z, w) eine ein­
deutige, bis auf gewisse Singularitaten regulare analytische Funktion. 
BI und GI seien abgeschlossene Teilbereiche von B und G. Auf diese 
werden z und w weiterhin beschrankt. Uns wird hier allein der Fall 
beschaftigen, daB I (z, w) fiir die genannten Werte (z, w) durchweg von 
rationalem Charakter ist. Wir wollen also I (z, w) als Quotient zweier in 

dem Bereiche regularer Funktionen annehmen. Es sei I (z, w) = 111 ((Z, w)) • 
2 Z, W 

wo 11 (z, w) und 12 (z, w) im zugrunde gelegten Bereiche regular sind. 
Dann stellen wir uns die Aufgabe, die Losungen der Differential­
gleichung 
(1) 

dw Idz, w) 
dz = 12 (z, w) 

in diesem Bereiche zu untersuchen. So1che L6sungen sind durch ihre 
Anfangsbedingungen bestimmt, und wir wissen von S.51 her fol­
gendes: Wenn die Anfangswerte zo' Wo so gewahlt sind, daB I(z, w) 
an dieser Stelle regular ist, daB also mit anderen Worten daselbst 
der Nenner nicht verschwindet, dann gibt es genau eine in der Um­
gebung von Zo eindeutige regulare Funktion w (z), fUr die w (zo) = Wo 

gilt und die der Differentialgleichung geniigt. Wir wissen weiter, daB 
es auch keine andere nichtanalytische dieser Bedingung geniigende 
Losung gibt, ja man kann del' FuBnote 1 von S, 32 sagar entnehmen, 
daB es keine weitere der Bedingung lim w (z) = Wo genligende Losung 

z-+Zo 

gibt. Wir haben S.52 auch eine Feststellung liber den Konvergenz-

kreis gemacht: 1st I 111 ((z, w)) I < M in I z - Zo I <a, I w - Wo I <b, 
j 2 z, W ; 
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und ist a M < b, so ist die W (z) darstellende Potenzreihe in I z - Zo I :S a 
konvergent. 

Die weitere Aufgabe ist nun, mit Hilfe funktionentheoretischer Me­
thoden eine solche durch ihre Anfangsbedingungen festgelegte Losung ver­
mittelst analytischer Fortsetzung in ihrem weiteren Verlauf zu verfolgen. 
Wo sind z. B. die Singularitaten einer solchen Lasung zu suchen? Ich 
nehme an, bei Fortsetzung langs eines bestimmten Weges kanne man 
bis an eine Stelle Zo aus B heran, nicht aber uber dieselbe hinaus ge­
langen. Hier sind nun zwei FaIle zu unterscheiden. Entweder kon­
vergiert bei Anniiherung an die Stelle Zo die Funktion w (z) einem be­
stimmten Grenzwert zu oder nicht. Ich beirachte erst den zweitgenannten 
Fall. Es wird sich zeigen, daB er nur dann eintritt, wenn f2(Z, w) = 0 
ist fUr alle w. Da namlich der Nenner 12 (z, w) im abgeschlossenen Be­
reich G regular ist, so gibt es in G nur endlich viele Stellen Wi' fUr die 
f2(ZO' Wi) = 0 ist, falls nicht f2(ZO' w) = 0 ist. Man umgebe sie durch 
Kreise vom Radius 2 (j und konzentrische Kreise vom Radius (j, 

uber deren Kleinheit noch zu verfugen sein wird. Dann kann man 
eine von der Kleinheit der Kreise abhangende Zahl 2 e so bestimmen, 
daB fUr I z - Zo I < 2 e die Wurzeln w von 12 (z, w) = 0 aIle im Innern 
der Kreise vom Radius 0 liegen. Dann gibt es eine positive Zahl M 
derart, daB fUr I z - Zo I < e und fur ein jedes nicht den Kreisen vom 
Radius (j angehOrige w stets I f2 (z, w) I > M gilt. Ich nenne Dl die 
Menge: I z - zo I < 2 e und w aus dem AuBeren der Kreise vom Radius 0. 
Dann gibt es auch eine Zahl M, so daB in Dl durchweg 

I fdz,w) I < M 
f2 (z, w) 

istl. Wahlt man nun die Kreise genugend klein, so muB es beliebig nahe 
bei Zo auf dem der Fortsetzung zugrunde gelegten Wege Stellen geben, 
wo die Werte der Lasung auBerhalb oder auf der Peripherie der Kreise 
vom Radius 20 liegen. Denn sonst muBte gegen die Annahme w (z) 
fur z -+ Zo gegen einen Grenzwert konvergieren. Nun gibt es zwei Zahlen 2 

o < el < e, 0 < 01 < (j derart, daB el < 01 M und daB man urn jede 
Stelle (Zl' WI) von D2 einen Bereich: I z - Zl I < el' I w - WI I < 01 

abgrenzen kann, derart, daB darin noch 

I fl(Z,W) I <M 
f2(Z,w) -

ist. Die Lasung der Differentialgleichung, welche an der Stelle Zl den 
Wert WI annimmt, ist dann in I z - Zl I < el regular. Da somit zu jeder 
Stelle aus D2 ein endlicher Konvergenzkreis geh6rt, dessen Radius 

1 Analog sei D2 der Bereich: I z - Zo I ;;;;; e und w aus dem Au13ern der Kreise 
vom Radius 20. D2 ist ein Teilbereich von D l . 

2 Sie werden mit Rticksicht auf die Rander von 51 und wegen el < 01 M ein­
gefiihrt. 
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stetig vom Entwicklungsmittelpunkt abhangt, so kannen bei An­
naherung an Zo die Konvergenzradien nicht gegen Null streben. Denn 
sie besitzen in D2 ein positives Minimum. Somit ist tatsachlich nur 
der erste der beiden aufgezahlten Faile wirklich maglich. Wenn also 
die Fortsetzung iiber Zo hinaus nicht maglich ist, ohne daB 12 (zo, w) = 0 
ist fUr aIle w, so muB w (z) bei Annaherung an Zo einem bestimmten 
Grenzwert Wo zustreben. Die Betrachtung lehrt dann auBerdem, daB 
12 (zo, wo) = 0 ist. Jetzt bleibt es unentschieden, ob 12 (zo, w) fUr aIle w 
oder nur fUr einzelne w verschwindet. Nun haben wir drei FaIle zu 
unterscheiden: 

1m ersten FaIle sei 12 (zo, wo) = 0, aber 12 (zo, w) =1= 0 fUr w =1= Wo 
in der Umgebung von wo, ferner 11(zo,wo) =1=0. Wirnennen dann 
(zo, wo) eine bewegliche Singularitat. Denn der Grenzwert wo, mit dem 
wir in Zo ankommen, hangt von dem Anfangswert der untersuchten 
Lasung abo Es erweist sich dann also bei Fortsetzung langs des­
selben Weges eine andere Lasung unter Umstanden in Zo als nicht sin­
gular, falls sie namlich fUr z ->- Zo einen von Wo verschiedenen Grenz­
wert hat. 1m zweiten FaIle sei 12 (zo, w) = 0 fUr aIle w. Dann sagen wir, 
es liege an der Stelle Zo eine leste Singularitat vor. Denn nun wird fUr 
jede Lasung bei Annaherung an Zo der Nenner 12(z, w) Null. Hier werde 
nicht besonders unterschieden, ob 11 (zo, w) fUr kein w oder fUr einzelne 
w verschwindet. Ein Fall, in dem 11 (zo' w) und 12(zo, w) identisch in w 
verschwinden, verdient keine Beachtung, weil er durch Wegheben 
einer Potenz von z - Zo aus Zahler und Nenner beseitigt werden kann. 
Der dritte noch zu unterscheidende Fall ist der, daB auBer 12 (zo, wo) = 0 
auch 11 (zo' wo) = 0 ist. Wieder sei 12 (zo, w) =1= 0 fUr w =1= Wo in einer 
gewissen Umgebung von WOo Wir nennen solche Stellen (zo, wo) sin­
gulare Stellen dritter Art. 

Der erste der eben aufgezahlten FaIle werde naher betrachtet. In 
diesem Falle, wo zwar 12 (zo' wo) = 0 ist, in der Umgebung von Wo 
aber 12 (zo' w) nicht weiter verschwindet, und wo 11 (zo' wo) =1= 0 ist, ist 
in der Differentialgleichung 

dz f2 (z. w) 

dw f1(z,w)"' 
(2) 

welcher die Umkehrungsfunktion geniigt, die rechte Seite in der Um­
gebung von Zo, Wo regular. Die rechte Seite verschwindet zwar fUr 
zo, wo, aber sie verschwindet nicht fUr Zo und beliebiges w. Daher 
kommen in der Entwicklung der rechten Seite Glieder vor, die VOll 

z - Zo unabhangig sind. Dann lii/3t sich diejenige Losung, welche filr 
w = Wo den Wert Zo besitzt, in eine um w = Wo konvergente Potenzreihe 
entwickeln: 

(3) 

wo m eine passende positive ganze Zahl ist. 
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Denn sei 

(4) 

wo ~l und ~2 Potenzreihen bedeuten, die in der Umgebung von W = Wo 

bzw. Z = zo, W = Wo konvergieren, und wo am =1= 0, ~l (0) =1= 0 sel. 
Dann mache man nach S. 53 den Ansatz 

z = Zo + c1 (w - wo) + 
Dann ist 

C _~(dkZ) 
k - k! dwk (w=wo)' 

Man sieht abel' flUS (4) sofort, uaB daher c1 = c2 = ... = em = O. 
Cm + 1 =1= 0 ist. 

Die Umkehnm.g der Reihe (3) lehrt, daB W in der Umgebung von Zo 
1 

nach Potenzen von (z - zo)m + 1 entwickelt werden kann. Es liegt also 
fUr die Losung lOin m '+ I-bliittriger algebraischer Verzweigungspunkt vor. 
DaB dieser Ver.zwdgungspunkt auftrat, ist aber durchaus dadurch be­
dingt, daB wi!: gerade die Losung betrachteten, die fur z -+ Zo gegen Wo 
strebte. Denn verlangen wir diejenige L6sung von (4), welche fur 
W = WI den Wert PI) annimmt, so finden wir fur dieselbe eine Reihe 

z = Zo + (ll (w - WI) + ... , 
in der jetzt der Koeffizient (ll der ersten Potenz nicht verschwindet, 
falls nur WI hinreichend nahe bei Wo liegt, namlich so nahe, daB 

12 (zo, WI) =1= 0 
ist. Dann wird aber 

1 
W = WI + - (z - zo) + ... 

(Xl 

in der Umgebung von Zo regular. So erklart sich die nicht ganz treffende 
Bezeichnung "bewegliche" oder auch "verschiebbare" Singularitat. 

AUe bewcglichen Singularitiiten sind algebraische Verzweigungs­
punkte. 

1m z'llJe#r;n ~r drei FaIle, wo 12 (zo, w) = 0 ist fUr aIle w, wurde 
die gleiche Vperlegung nur zu der L6sung z = Zo fuhren, mit der wir 
fUr unseren Zweck weiter nichts anfangen k6nnen. Bei Annaherung 
an eine derartige Singularitat zweiter Art kann nun tatsachlich die 
Losung W (z) unbestimmt werden. So sind ja z. B. die L6sungen von 

1 

dw w 
dz = ",2 

durch W = C e z gegeben. Sie werden fUr C =1= 0 bei Annaherung an 
z = 0 langs der imaginaren, Achse tatsachlich unbestimmt, d. h. sie 
streben keinem Grenzwert zu. Rier sprechen wir von einer festen Sin­
gularitat. 
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Eine groBe Menge von Untersuchungen befaBt sich damit, bei 
gegebener Differentialgleichung die Natur der Losungen in der Nahe 
einer solchen festen singularen Stelle Zo zu untersuchen. BRIOT und 
BOUQUET haben die Untersuchungen begonnen, PICARD, POINCARE .. 
DULAC, BENDIXSON, HORN und neuerdings MALMQUIST haben sie ge­
fordert. Ich verweise wegen ailes Weiteren auf eine Arbeit von MALM­
QUIST im Arkiv for matematik, astronomi och fysik, Bd.15, wo auch die 
Literatur erwahnt ist. Hier sei nur so viel gesagt: Den Ausgangspunkt 
der Untersuchung bildet immer ein Zweig der Losung, welcher einem 
bestimmten Grenzwert Wo zustrebt, wenn sich z auf einem passenden 
Wege der singularen Stelle nahert. Dieser Wert Wo erfilllt aber dann 
immer mit Zo zusammen fl(ZO' wo) =0. Dies folgt so fort aus der schon 
mehrfach angestellten Uberlegung, welche an (2) anknupft. Diese 
Gleichung ware ja sonst in der Umgebung von zo, Wo regular. Aber 
ihre einzige Losung, welche fiir w ~ Wo gegen Zo strebt, ist z = zo, das 
aber nicht Umkehrung der jetzt zu betrachtenden Losung sein kann. 
Hier reihen sich die singularen Stelien der dritten Art an, welche wir 
im reelien Gebiet schon ausfuhrlich untersucht haben. 

Wir haben bei diesen Betrachtungen endliche Zo und Wo angenommen. 
Aber man weiB aus der Funktionentheorie, wie man durch die Sub-

stitutionen ~ = 3- oder ~ = it) dem Unendlichfemen beikommt. z w 
2. Differentialgleichungen mit lauter festen Singularitaten. In diesem 

Paragraphen mochte ich nur noch die Frage behandeln, ob es Differen­
tialgleichungen mit lauter festen s1:nguliiren Stellen gibt, und wodurch 
diese, von beweglichen Verzweigungspunkten ihrer Losungen freien, Dif­
ferentialgleichungen charakterisiert sind. Wir beschranken uns dabei von 
vomherein auf Differentialgleichungen (1), in welchen die rechte Seite 
rational ist. Zahler und Nenner solien ganze rationale teilerfremde 
Funktionen sein. Die festen singularen Stelien sind diejenigen Stelien 
zO' fur welche der Nenner fur aile w verschwindet. Dazu kommt even-

tuell noch der unendlich feme Punkt, wenn der Ubergang zu z = ~ die 

Stelie 3- = 0 zu den festen Singularitaten uberfiihrt. Die Substitution 

z = ~ aber fuhrt die Differentialgleichung (1) in 

11(t, w) 
d u = - 12 ( ~ , w) . u2 

(3) 
dw 1 

uber. Und hier kann man alie gewiinschten Feststellungen leicht ma­
chen. AuBerhalb dieser festen Singularitaten besitzt ein jedes Integral 
nach unseren Uberlegungen ailenfails noch Pole. 

Soli nun eine Differentialgleichung (1) der angegebenen Art nur 
feste Singularitaten nichtrationalen Charakters besitzen, so muB der 

BJEBERBACH, Differentialgleichungen. 3. Aufl. 9 
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Nenner der rechten Seite fUr jedes zo, fiir das er iiberhaupt verschwindet, 
identisch in w verschwinden. Er ist daher ein Produkt einer Funktion von 
z allein und einer Funktion von w allein. Beide Faktoren sind Polynome. 
Richtet man die Aufmerksamkeit auf diejenigen z, fUr die der erste 
Faktor nicht verschwindet, so erkennt man, daB im Nenner das w 
gar nicht vorkommt. Die Differentialgleichung muB daher von der 
Form 

dw 
dz = q;(z, w) 

sein, wo q; (z, w) ein Polynom in wist mit Koeffizienten, die rational 
von z abhangen. Damit sind bewegliche Singularitaten ausgeschlossen, 
in we1chen w endlich bleibt. Nun miissen noch diejenigen ausgeschlossen 
werden, in we1chen w unendlich wird. Daher mache ich die Substitution 

W = ! . Damit geht die Differentialgleichung (1) in 

(4) - = - \t)2m Z -dto ( 1 ) 
dz .,.. 'to 

iiber. Nun muB wieder der Nenner von \t) unabhangig sein (nachdem 
man etwaige gemeinsame Faktoren von Zahler und Nenner entfernt 
hat). Daher kann q;(z, w) in w hochstens vom zweiten Grade sein. 
Damit haben wir den Satz: 

Die einzigen rationalen Differentialgleichungen, deren Losungen keine 
beweglichen algebraischen Verzweigungspunkte besitzen, sind die vom 
RICCATISchen Typus 

dw 
(5) dz = Ao(z) + Al(z) W + A 2 (z) w2 • 

3. Bemerkung. Auch fiir die allgemeineren Differentialgleichungen 

/(x, y, y/) = 0, 

wo f (x, y, y/) ein Polynom in x, y, y' ist, wurde durch FUCHS und POINCARE das 
Problem gelost. alle Differentialgleichungen mit nur festen Verzweigungspunkten 
zu bestimmen. Das Ergebnis ist dieses: Das allgemeine Integral ist entweder 
eine algebraische Funktion. oder aber man kann die Differentialgleichung durch 
eine algebraische Substitution entwcder auf eine RICCATIsche oder auf die Diffe­
rentialgleichung 

transformieren. 

4. Analogon des PlcARDschen Satzes. Aus unseren bisherigen Er­
gebnissen ergibt sich leicht ein dem PlcARDschen Satz fiir ganze transzen­
dente Funktionen entsprechender Satz fiir die Losungen unserer Dif­
ferentialgleichungen. Er lautet: In der Differentialgleichung 

dw 
dz = f(z, w) 

sei die rechte Seite eine rationale Funktion. w (z) sei ein Integral der­
selben, welches eine unendlich vieldeutige Umkehrungsfunktion z(w) be-
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sitzt. Dann gibt es nur endlich viele A usnahmewerte W, fur welche die 
Gleichung w (z) = W nur endlich viele Losungen besitzt. 

Zum Beweise betrachtet man die Differentialgleichung 

dz 1 
dw f(z, w)' 

welcher die Umkehrungsfunktion unseres Integrals geniigt. Feste Sin­
gularitaten und Singularitaten dritter Art derselben sind nur in end­
licher Zahl vorhanden. Wir betrachten eine Stelle W, welche nicht 
zu diesen Singularitaten geh6rt. An dieser Stelle nirnmt die Funk­
tion z(w) Werte an, unter denen, wie ich zeigen will, unendlich viele 
verschiedene vorkommen. Es ist namlich jeder Zweig unserer Funk­
tion an der Stelle W von algebraischem Charakter. Ein jeder Zweig 
aber ist durch seinen bei W angenommenen Wert festgelegt. Da aber 
die Funktion nach Voraussetzung unendlich vieldeutig ist, und da 
jeder ihrer Zweige auf jedem, die angegebenen Singularitaten vermei­
denden Weg bis nach W fortgesetzt werden kann, nimmt die Funk­
tion z(w) an der Stelle W unendlich viele verschiedene Werte an. Darin 
liegt der Beweis unseres Satzes. 

5. Endlich vieldeutige Integrale. Der Satz in 2. legt die Frage nach 
den endlich vieldeutigen Integralen der Differentialgleichung (1) nahe. 
Es wurde schon bewiesen, daB die einzigen rationalen Differentialglei­
chungen ohne verschiebbare algebraische Verzweigungen die RICCATI­
schen sind. Daher sind jedenfalls auch die Differentialgleichungcn, 
welche nur eindeutige Integrale besitzen, bei welchen also iiberhaupt 
keine, also auch keine verschiebbaren Verzweigungen vorkommen, 
unter den RICCATISchen zu suchen. Die Bedingungen dafiir, daB eine 
RICCATISche Gleichung nur eindeutige Integrale besitzt, sind noch un­
bekanntl. Fiir andere Differentialgleichungen hat aber MALMQUIST den 
folgenden sch6nen Satz bewiesen2 : 

Wenn die rationale Differentialgleichung ~: = f(z, w) keine RICCATI­

sehe ist, so ist }edes eindeutige Integral derselben eine rationale Funktion. 
MALMQUIST hat in der gleichen Arbeit einen analogen Satz iiber 

rationale Differentialgleichungen mit endlich vieldeutigen Integralen 
bewiesen. Er ist auch damit iiber den Inhalt der Vermutungen und 
Beweisversuche PAINLEvES, dem man die Fragestellung verdankt, 
hinausgegangen. Dieser weitergehende Satz lautet: 

Wenn eine rationale Different-ialgleichung ~: = f(z, w) ein endlieh 

vieldeutiges Integral besitzt, so ist dasselbe entweder eine algebraisehe 

1 Der auf S. 156 gegebenen Darstellung ihrer Koeffizienten durch drei lnte­
grale von (1) S. 25 kann man eine Antwort auf diese Frage entnehmen, die aber 
nicht voll befriedigt. 

2 Acta 'mathematica Ed. 36. 

9* 
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Funktion, oder aber man kann die Ditferentialgleichung durch eine Sub­
stitution der Form 

to = w" + (Xs wn - 2 + ... + (Xn 

w n- 1 + {lswn - 2 + ... + {l" 

in eine RICCATISche Gleichung 

dw 2 dZ = ao + al to + a2 to 

ilber!ilhren. In dieser sowohl wie in der Substitution sind dabei alle Koe!li­
zienten rationale F unktionen von z. 

Wegen der Beweise dieser Satze sei auf die Originalarbeit von 
MALMQUIST verwiesen. 

6, Ein Satz von HERMITE, Von HERMITE riihrt der folgende Satz her, 
den er in seinem Cours d'analyse angibt und fUr den auch in PICARDS 
Traite d'analyse ein Beweis zu finden ist (Bd.3, S. 62). Wenn I(ZI' Z2) 
ein Polynom ist, so ist das allgemeine Integral der Gleichung 1 (w, w') = 0 
nur dann eindeutig, wenn die algebraische Kurve I(ZI' Z2) = 0 vom Ge­
schlecht 0 oder 1 ist. 

§ 2 D ' D'ff t' 1 1 ' h dw Cz+Dw+,s(z,w) , Ie I eren la g elc ungen dz = Az+Bw+'l(Z,W) 

in der Umgebung von z=w= 0, 

Wir wollen wie im reellen Gebiet auf S. 98 annehmen, daB die Po­
tenzreihen ~l und ~2 in einer gewissen Umgebung von z = w = 0 
fiir alle komplexen z und w konvergieren, und keine Glieder von niedri­
gerer als der zweiten Ordnung enthalten. Wir wollen das Verhalten der 
Integrale in der Nahe von z = w = 0 im komplexen Gebiet unter­
suchen und so in dieser Richtung unsere im reellen Gebiet gewonnenen 
Ergebnisse erweitern, Wir beschranken uns dabei - weiter reichen 
die zu entwickelnden Methoden noch nicht - auf den Fall, wo man 
durch eine lineare Transformation der z und w erreichen kann, daB 
C = B = 0 ist. Wir nehmen ferner statt der Differentialgleichung der 
'Oberschrift wieder das System 

(1) 
a:t1 = Al Xl + ~l (Xl' X 2) = Pl (Xv X 2), 

a:tS = A2 X2 + ~2(Xl' X 2) = P 2 (X1 X 2), 

vor. Die von POINCARE erdachte, von LINDELOl1 verallgemeinerte Me­
thode beruht darauf, daB man die Schar der Losungskurven in der 
Form 

(2) 
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dz Az+Bw+ l(z,w) 

geschrieben denkt. Dann ist u eine Losung der linearen parliellen Dif­
ferentialgleichung 

(3) 

und umgekehrt liefert jede (3) geniigende Funktion u vermoge (2) 
Losungskurven von (1). Es handelt sich also darum, diejenigen Inte­
grale u von (3) zu untersuchen, welche im Ursprung verschwinden. 
Die Untersuchung solI fiir den Fall geleistet werden, daB Al und A2 bei 
ihrer Deutung als Punkte in der komplexen A-Ebene beide auf derselben 
Seite (nieht auf) einer passend gewahlten Geraden dureh den Ursprung 
der A-Ebene liegen. Die Voraussetzung ist durch die anzuwendende 
Methode bedingt. Der Grundgedanke ist dieser. Man betrachtet an Stelle 
von (3) zunachst die beiden anderen Differentialgleichungen 

(4) 

(5) 

Hat man dann ein Integral U 1 von (4) und ein Integral U 2 von (5) ge-
funden, so ist 

(6) 

ein Integral von (3). 

1 

u~ 
U=-" 

1 

uf; 
1 

Denn multipliziert man (4) mit 

so sieht man, daB 

der Differentialgleichung 

(7) 

1 1._1 
-ul., A 1 , 

1 

geniigt. Ebenso findet man fUr . 

(8) 

Multipliziert man dann (7) mit U2 und (8) mit U1 und subtrahiert 
man beides voneinander, so sieht man, daB fUr (6) die Gleichung (3) 
gilt. 

Wir schreiten zur Durchfiihrung des Ansatzes. Wir suchen Inte­
grale von (4) und (5) nach der Methode der unbestimmten Koeffizienten 
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zu bestimmen. Setzen wir also z. B. in (4) an 

'" (9) U 1 = Xl + L) C".".x~'x~·, 
"1+"1=2 

so erhalt man 

(10) 

Hier ist 

(10') 

wo das U 1 von (9) einzusetzen ist. 
Hier bedeuten die R"l '" ganze rationale Funktionen derjenigen 

Cp1I1., fiir die III + 112 < '1'1 + '1'2 ist, und der Koeffizienten von ~1 und 
~a. Die Methode der unbestimmten Koeffizienten lehrt also, wenn man 
auch auf der linken Seite von (10) das (9) eintrligt 

(ll) (AI '1'1 + Aa'l'2 - ~) C"l'" = RV1 ". ('1'1 + '1'2 ~ 2). 
Hieraus kann man rekurrent die CVl v, bestimmen, wofern niemals 

Al '1'1 + Aa'l'2 - Al = 0 

wird. In diesem Falle wird die Bestimmung unmoglich, weil die rechte 
Seite R"l v, ja nicht gleichzeitig zu verschwinden braucht. Wir wollen 
daher nach LINDELOF statt (4) die Differentialgleichung 

(12) 

betrachten, wo 
'" rp = .2 rpVl v, ~. ~. 

1'1+1',=2 

eine noch passend zu bestimmende Funktion bedeutet. Machen wir 
in (12) wieder den Ansatz (9), so erhalten wir statt (10) 

(13) 

und statt (ll) kommt 

(14) (AI '1'1 + Aa'l'2 - AI) C"lV, = Rv• v, + rp".", ('1'1 + 'l'a ~ 2). 

Nunmehr kann man stets dann, wenn 

Al '1'1 + A2 '1'2 - Al = 0 
wird, 

rp"l'" = - .R"l'" 
setzen und so erreichen, daB man (14) erfiilleil. kann. C"l ". freilich 
bleibt willkiirlich. Wir wollen dann stets C"l "~I = 0 setzen. 

Bevor wir die Konvergenz der so zu findenden Reihen untersuchen, 
wollen wir uns die so zu erreichenden Ergebnisse etwas naher ver-
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gegenwartigen. Da Al und A2 nach Voraussetzung dem Inneren einer 
Halbebene angehoren, deren Rand durch den Ursprung geht, so kann 
es keine Relation 

geben, in der PI und P2 beid1t nichtnegativ sind. Besteht also eine 
Relation 'VIAl + "V2 A 2 - Al = 0, m delj'Vl und 'V2 nichtnegativ sind und 
'VI + 'V2 ~ 2 ist, so muB 'VI = 0 sein. Dann ist also 

(15) Al = 'V2 ~ ('V2 ~ 2) 

und man sieht, daB es nicht mehr als eine einzige Relation 

'VI Al + 'V2 A2 - ~ = 0 

gibt und daB diese die Form (15) hat. 
Stellen wir die gleichen Betrachtungen bei (5) an, so werden wir 

auf Relationen 

gefiihrt und sehen, daB es nicht mehr als eine geben kann und daB diese 
dann notwendig von der Form 

(16) A2 = 'VI Al ('VI ~ 2) 

ist. Vergleicht man (15) und (16), so sieht man, daB man hOchstens bei 
einer der beiden Gleichungen (4) oder (5) auf eine Relation (15) oder 
(16) stoBen kann. Nehmen wir an, bei (12) kame keine solche Relation 
vor, so konnen wir hier fP == 0 nehmen und erhalten durch unsere 
U"berIegung - sowie die Konvergenz bewiesen ist - eine Losung U l 
von (4). StoBen wir auch bei (5) auf keine Relation, so konnen wir auch 
dort fP = 0 nehmen und finden ein Integral von (5), kommt aber eine 
Relation (16) vor, so konnen wir 

fP=Ku~' 

nehmen und dann K so bestimmen, daB die zu (14) analogen Gleichungen 

(~'VI + A2 'V2 - A 2) C,,' v. = R",,,. + fP"'''. 

stets losbar sind. Dazu geniigt es, wenn 

(I7) A2 = ,.tAl 
die Relation ist, 

R"o +K=O 

zu nehmen, also fP = - R",uf. zu setzen. 

(p > 2 ganzzahlig) 

In dem Falle, wo eine Relation (17) besteht, ist u2 = ur eine Losung 
von (5), wenn UI eine Losung von (4) ist. Man setze nur U1 in (4) ein 
und multipliziere mit ur-I . 

Aus 
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und 

aber folgt, daB 

(18) 

der Gleichung (3) geniigt. In dem Faile, wo man weder bei (4) noch bei 
(5) auf eine Relation staBt, ist 

(19) 

1 

u4. 
U=_2_ 

1 

ur; 
1 

eiue Lasung von (3). Daher werden die Lasungen von (1) entweder 
durch 

1 1 

u4. - Cur; = 0 
2 1 

oder durch 
Ut- U2=C 

in einer geniigend kleinen Umgebung von Xl = x2 = 0 dargestellt. 
Alles kommt also nuu schlieBlich auf den Nachweis an, daB die 

Reihen, auf die wir gefiihrt wurden, in einer gewissen Umgebung von 
Xl = x2 = 0 gleichmaBig konvergieren. 

Ich gebe zunachst noch einmal den zu beweisenden Konvergenz­
satz an. 

Es werden Zahlen C"1 ". rekurrent aus den Gleichungen 

(20) 

bestimmt. Dabei sind die R", '" bekannte ganze rationale Funktionen 
der C /-<1 /-<1 und P,1 + P,2 < '1'1 + '1'2 und 2J. f{J"1 '" X~1 X~' ist eine in der 
Umgebung von Xl = x2 = 0 gleichmaBig konvergente Reihe, iiber 
deren Bestimmung vorhin das Nahere gesagt wurde. kist 1 oder 2. 
Es gibt eine oder keine Wahl der '1'1' "2' so daB 

AtVl + A2V2 - Ak = 0 

ist. Wird das aber Null, so wird auch die rechte Seite von (20) Null 
und wir setzen C",,,, = O. Zu zeigen ist, daB 

OJ 

X k + .2 C", ". x~' x~, 
"J+"2=2 

in der Umgebung von Xl = X 2 = 0 gleichmaBig konvergiert. 
Besteht keine Relation 

"lAt + "2 A2 - Ak = 0, 

so gibt es eihe Zahl e > 0, so daB 

(21) 
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z z+ w+1-'lz,W 

fUr "1 + "a ~ 2. Schreibt man niimlich diesen Ausdruck in der Form 

AI "1 + "sAs _ ~ 
"1 +"s "1 +"g at = -':"""':---='---:; 

1 __ 1_ 

"1 +"s 
so sieht man, daB der Punkt at der komplexen Ebene fUr wachsende 
"1 + "2 sich unbegrenzt einem Punkt der Strecke nahert, die -"t mit As 
verbindet, und die also der eingangs genannten Halbebene angehort. 
Da aber der Zahler nie verschwindet, so folgt daraus die Existenz von B. 

Besteht aber eine Relation 

"l-"t + "sAs - Ak = 0, 

bei der "1 + "2 = f.' ist, so gilt (21) fiir alle "1 + "a > f.'. 
Zum Konvergenzbeweis bedienen wir uns der sogenannten Ma­

jorantenmethode, indem wir die C",,,. mit gewissen Zahlen C:' v. 

vergleichen, die wir jetzt erkHiren wollen. Wir betrachten die Funk­
tionen P: und P;, die aus PI und P 2 dadurch hervorgehen, daB man 
jeden Koeffizienten durch seinen absoluten Betrag ersetzt. Die R:' v. 

seien aus den C;,P. und den Koeffizienten der Pi und P; ebenso 
gebildet, wie R"IV. aus den CPI /I , und den Koeffizienten der PI und 
Pa· Fur "1 + "2 ::;; f.' setze man 

C:'". = I C",,,.I 
und fUr "1 + "a > f.' bestimme man die C:' v. rekurrent aus 

(22) 

Dann ist 
C:'", ~ I C"I.,.I· 

Wir betrachten dann die Reihe 
00 

F* = xk + .2 C:,,,.X~IX;" 
"1+"2=2 

setzen ~:, ~; fUr die Potenzreihen mit Koefiizienten, die absolute 
Betriige der Koeffizienten von ~1 und ~2 sind, und haben dann analog 
zu (10') die formal richtige Gleichung 

(23) 

Formal richtig, d. h. die Koeffizienten gleicher xiI x2" auf beiden Seiten 
stimmen uberein. Die Relation (22) ist die Grundlage der Konvergenz­
betrachtungen. Es mogen ~1 und ~2 sowie rp fiir I Xl I < r, I x2 I < r 
absolut konvergieren. Dann sei 0 < t < r eine reelle Variable. Ich 
schreibe 
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setze darin Xl = X 2 = ~ und untersuche 

F;+l - F: = te+1 2: C;'", . 
",+".=e+ 1 

Wegen (22) ist fUr (2 > f1, und 1'1 + 1'2 = (2 + 1 

(28 2:C;'", = 2: R;'", + 2:1 <P",,,, 1 
Nach (23) aber ist l fur positive Xl' X2 

2) R;'".xr'x:' = [$i:~* + $:~:*J = [$~a::* + $:a~*J 
'" + ". = e + 1 1 2 e + I 1 2 e + 1 

< m*aFt + m*aFt . 
= -+" ax1 +'2 ax! 

Also wird insbesondere fUr Xl = x2 = r 

re+1 2) R;'". < [$~aa:~ + $:~;:l,=x.=,· 
"'+".=e+ l 

Nun sei fiir Xl = X 2 = r 

!$~I <M,I$:I <M,F; =Me' 
Dann findet man durch Differenzieren, well alle Koeffizienten von F: 
positiv sind 

(k = 1,2). 

Dann ist 
'\, R* 2M .Me · e 

.L.; '" v. < "e + 1 
",+".=e+ 1 ·r 

Daher wird 
~ C* 2MMe cp 

.L.; "'''. < --;;;-+1 + ye+-l-' 
'" + ". = e + 1 r /l • e /l 

wenn unter rp eine geeignete positive Zahl verstanden wird. 
So wird 

wo 
2M cp 

We=re+Me/l 

gesetzt ist und 0 < t < r ist. Fur t = r folgt 

Me +1 < Me{l + we)' 
Weiter wird 

o <F;+2 -F;+1 < (_:y+2 M e+1 w¢:'+l < we-'-l(l + w{!)M I1 ( ~_y f-2 • 

Fur t = r wird 

1 [f]H1 bedeutet die Glieder (e + l)-ter Ordnung von t. 
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Allgemein wird 

* * ( t )e+ k +1 o <Fe +k+1 -Fe+ k < r We +k+1 (1 + We+k) ... (1 + Wg) 

M e+k+l < (1 + Wg) (1 + Wg+!) ... (1 + Wg+k+1) Mg. 

Also sind fUr Xl = Xz = t die Glieder der Reihe 

F: + (F:+l -F;) ... 

kleiner als die Glieder der Reihe 

Mg (1 + Wg( + Y+! + (1 + Wg) we+! (+ y+2 .. . ) 

Der Quotient zweier aufeinanderfolgender Glieder ist 

(1 + W ) OJe + k + 1 t . 
e + k OJe+ k l' 

(0 < t < r). 

Fiir k --* 00 aber konvergiert we + k gegen : ~. Daher konvergiert unsere 

Reihe, sobald 

ist. Die Reihe 

t< __ 1'_ 

1+2M 
re 

co 

X k + .2 CV1V,X~lX~' 
"J+"a=2 

konvergiert also absolut und gleichmaBig, solange 

bleiben. 
Man kann diese Betrachtungen auch auf Systeme ausdehnen. Man 

vgl. dazu LINDELOF I . Wir haben uns im vorstehenden im wesentlichen 
an diese Arbeit angeschlossen. 

1 Sur la forme des integrales des equations differentielles au voisinage des 
points singuliers. Acta soc. Sc. Fenn. Bd. 22. 1897. 



Zweiter Abschnitt. 

Gewohnliche Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung. 

1. Kapitel. 

Die Existenz der Losungen. 

§ 1. Die Methode der sukzessiven Approximationen. 

Schon S. 36 wurde gezeigt, wie man die Differentialgleichung 

(1) y" = I (x, y, y') 

als System schreiben kann. Setzt man y' = Z, so ist (1) aquivalent 
mit dem System 

(2) 
y' =Z, 

Z' = f (x, y, z). 

Der S. 34/35 angefiihrte Existenzsatz liefert dann in Anwendung 
auf (2) folgenden Existenzsatz fur (1) 

In einem Bereich B: I x - Xo I < a, I y - Yo I < b, I z - y~ I < c sei 
I (x, y, z) eine stetige Funktion. E.s gebe ein M, so daf3 in B 

(3) ! I (x, Yl' Zl) - I (x, Y2' Z2! < M {I Yl - Y21 + (Zl - Z2) }. 

Ferner sei l in B 

(4) ! I (x, Y, z) 1< M, b > aM. 

Dann gibt es genau eine samt ihrer ersten A bleitung in I x - Xo I < a 
stetige Funktion y (x), lur die 

Y (xo) = Yo, y' (xo) = Yo 
ist. 

Man kann geometrisch den Sachverhalt auch so aussprechen: Ein 
gewisser Bereich der x-y-Ebene ist vorgelegt; jedem Punkt sind ge­
wisse zulassige Tangenten zugeordnet. Das Wertetripel x, y, y', wo 
x, y einem Bereichpunkt, y' einer zulassigen Tangente in diesem 

1 Die Annahme (3) entf1l,llt wieder, wenn B so erklarl ist: 1% - %0 I < a, y 
und z beliebig. Dies trifft also z. B. fur aile linearen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung zu. 
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Punkt zugehoren, werde als Koordinatentripel eines Punktes des drei­
dimensionalen Bereiches aufgefaJ3t. Diese Punkte machen einen Be­
reich aus, in dem I (x, y, y') eindeutig und stetig erkHirt ist und stetige 

Ableitungen ;;, :;, besitzt. Dann gent durck jeden Bereickpunkt der 

x-y-Ebene in jeder zuliissigen Ricktung genau eine Liisung. 
Auch die frillier bewiesenen Satze iiber die stetige Abhangigkeit 

der Losungen von den Anfangsbedingungen und vom Parameter lassen 
sich ohne weiteres iibertragen. 

§ 2. Geometrische Veranschaulichung. 
Ahnlich wie Differentialgleichungen erster Ordnung kann man 

auch Differentialgleichungen zweiter Ordnung geometrisch veranschau­
lichen. Jeder Gleichung zweiter Ordnung entspricht ein Krummungs­
leU. Denn die Gleichung ordnet jedem Linienelement x, y, y' den 
Wert I (x, y, y') fiir die zweite Ableitung y" zu. Dadurch ist aber der 
Kriimmungskreis der Integralkurve bestimmt. Die Differentialgeometrie 
lehrt ja, daB 

_11'T+Y'231 r - )''' 

l:=x_ 1 +:y'2 y' 
I> :v'" 

1 + :v'2 
17=y+-r 

den Kriimmungsradius und den Kriimmungsmittelpunkt festlegen. Man 
kann sich hiemach naherungsweise die Konstruktion einer Integralkurve 
so denken: Man fixiere zunachst das Anfangselement, also Anfangs­
punkt und Anfangsrichtung. Alsdann bestimme man den zugehOrigen 
Kriimmungskreis und gehe auf demselben ein Stiick weiter. Man halte 
an und bestimme zu der letzten Kreisrichtung den neuen zugehorigen 
Kriimmungskreis und gehe auf diesem ein Stiick weiter usw. 

Man hat also nun nicht mehr nur eine Anfangsbedingung notig, urn 
eine Losung festzulegen, sondem deren zwei. Es geniigt nicht, den 
Anfangspunkt zu kennen, es muB auch die Anfangsrichtung in diesem 
Punkt gegeben sein, um die Losung festzulegen. Die Losungen bilden 
also eine zweiparametrige Schar von Kurven. Als Parameter konnen 
die zu einer bestimmten Abszisse x gehorigen Ordinaten und ersten 
Ableitungen angesehen werden. 

Man iiberzeugt sich leicht, daB auch umgekehrt jede zweipara­
metrige Kurvenschar unter den notigen Differenzierbarkeitsbedingungen 
als Losungssehar einer Differentialgleichung 2. Ordnung aufgefaBt wer­
den kann. Denri' aus der Schargleichung 

rp (x, y, a, b) = 0 
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und den abgeleiteten Gleichungen 

([J., + ([JlIY' = 0, 

([J(JJ"+ 2 ([J"1/y' + ([J1I1/y'2 + ([J1/Y" = 0 

wird man im ailgemeinen a und b eliminieren konnen und dadurch 
eine Differentialgleichung 2.0rdnung erhalten. 

Eine hiibsche Bemerkung ist es, daB man die vorhin gegebene 
geometrische Deutung manchmal zur voUen Integration einer Diffe­
rentialgleichung ausbeuten kann. Ich will das am Beispiel 

" = 2 (1 + y'2) (x y' - y) 
Y x2 + y2 

kurz darlegen. Man findet fiiI den zum Linienelement xo, Yo, y~ ge­
horigen Kriimmungsmittelpunkt die Koordinaten 

~ = (x~ - yg) Yo - 2xoyo 
2(xoyo-yo) , 

x~ - Y5 + 2xoyoyo 
-n= . 

I 2(xoyo - Yo) 

FiiI variables y~ hat man hier bei festem xo' Yo den Ort der Krummungs­
mittelpunkte ailer zum Punkt xo, Yo geh6rigen Linienelemente. Es ist 
die gerade Linie 

2~xo + 2'f}Yo = x~ + y5. 

Sie ist die Mittelsenkrechte der Strecke yom Ursprung nach dem Punkt 
xo, Yo' Daher sind die Kriimmungskreise die Kreise durch den Ur­
sprung und durch xo, Yo' Da fiiI jedes Linienelement eines solchen 
Kreises die gleiche Konstruktion gilt, so besteht er aus lauter Kriim­
mungselementen der Differentialgleichung, und daher ist jeder dieser 
Kreise eine Integralkurve. So erkennt man, daB die Integralkurven 
aus der Gesamtheit der Kreise durch den Ursprung bestehen. Ihre 
Gleichung ist 

(x - a)2 + (y - b)2 = a2 + b2. 

Man verifiziert leicht nachtraglich durch Rechnung die Richtigkeit 
dieses Resultates. 

Nun zu den Systemen von zwei Gleichungen mit zwei unbekannten 
Funktionen. Seien also die rechten Seiten des Systems 

dy dz 
dx=([J(x,y,z), dX="P(x,y,z) 

in einem Bereich eindeutig, stetig und stetig differenzierbar erklart. 
Jedem Punkt ist dann eine Gerade zugeordnet und die Integrale sind 
geometrisch als Raumkurven zu deuten, die in jedem Punkt die dort 
vorgeschriebene Gerade beriihren. Die Grund- und AufriBmethode der 
darstelienden Geometrie gibt leicht die Mittel zur naherungsweisen 
Konstruktion der Integralkurven an die Hand: Man geht yom An-
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fangspunkt aus ein Stuckchen auf der dort vorgeschriebenen Geraden 
weiter, im so erreichten Punkt geht man zu der dort vorgeschriebenen 
Tangente uber und verfolgt sie ein Stuckchen usw. 

Will man im Reellen - nur davon ist bei diesen Konstruktionen 
die Rede - die Genauigkeit dieser Naherungen priifen, so muE man 
sich wieder an die Darlegungen des vorigen Paragraphen erinnem. 
Denn betrachten wir z. B. noch einmal die Gleichungen 2. Ordnung. 
Unsere Naherungsmethode lauft dann darauf hinaus, langs der ein­
zelnen Kreisbogen des zur Naherung benutzten Kreisbogenpolygons 
y" konstant zu nehmen. Kennt man also die Schwankung von t (x , y, z) 
Hings des Polygons, so lauft unsere Naherung darauf hinaus, das ge­
gebene System 

durch ein System 

dz 
dx = f(x,y,z), 

dy --- = z 
dx 

dz a:;; = t (x, y,z) + A (x,y,z), 

dy 
(i";" = z 

zu ersetzen, in dem A (x, y, z) dem Betrag nach nicht groBer ist als 
die erwahnte Maximalschwankung. Daher kann man wie S. 39 ff. an Hand 
der Methode der sukzessiven Approximationen die Gute der Naherung 
abschatzen. 

Ahnlich kann man bei der fur Systeme angegebenen Naherung 
vorgehen. Hier sind die Naherungen geradlinige Polygone des x-y-z­
Raumes und langs jeder Polygonseite nehmen wir statt des vorgeschrie-

benen Feldes die durch die Polygonseiten bestimmten Konstanten ~~ 

und :: . Fur das Naherungsfeld gilt also 
dy 
a:;; = cP (x, y, z) + A (x, y, z), 

dz 
dX = 'IJ' (x, y, z) + B (x, y, z) . 

Hier konnen A und B dem Betrag nach die Schwankung der Funk­
tionen cp und 'IJ' langs der Seiten des Naherungspolygons nicht uber­
treffen. Damit werden die friiheren Methoden wieder anwendbar, urn 
den Unterschied zwischen Losung und Naherung abzuschatzen. 

II. Kapitel. 

Elementare Integrationsmethoden. 

§ 1. Einige Typen von Differentialgleichungen. 
Bei der Gleichung 

y" = f (y) 
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ermoglicht ein kleiner Kunstgriff leicht die Integration. Multipliziert 
man nlimlich die Gleichung mit y', so hat man 

y' y" = y' f (y). 

Integriert man beide Seiten nach x, so erhalt man 

!y'2=!f(y)dy+h 

nnd das ist dann eine durch Trennung der Variablen zu behandelnde 
Differentialgleichung 1. Ordnung. 

Auch 

(1) y" = f (y') 

laBt sich elementar integrieren. Man fiihrt y' = p als neue unbekannte 
Funktion ein und reduziert damit die Gleichung auf eine der 1. Ordnung: 

p' = f (P) . 
Das lieferl saforl 

(2) 

Urn nun abel;" weiter zu integrieren, miiBte man erst nach p auflosen. 
Daher ist es besser, pals Parameter aufzufassen. Dann hat man ja 
durch (2) schon x in Parameterdarstellung. Urn das noch fehlende y zu 
bekommen, geht man von 

dy dy dx 1 
dp = 'dX. dP = P . f(P) 

aus und findet 

(3) y = Jf~) dP· 
(2) und (3) stellen, wie man leicht verifiziert, in jedem Stetigkeitsinter­
vall von f(P), in dem f(P) =l= 0 ist, eine Losung von (1) dar. 

Auch die allgemeineren Gleichungen 

f (x, y', y") = 0 

werden durch die Einfiihrung von y' = p sofort auf Gleichungen 
1. Ordnung zuriickgefiihrt: 

An 
f(x,P,P') =0. 

f (y", y', y) = 0 

kommt man durch Vertauschung von x und y heran. Dadurch wird 
die Gleichung zu 

f ( ~,~:' , ;" y) = 0, 

ein Tjrpus, von dem gerade die Rede war. 
Bei 

( y' y,,) f x, -,- =0 y y 



§ 2. Die Differentialgleichung der Kettenlinie. 

fUhrt der Ansatz 

zum Ziel. Man hat dann 

y' = 11 

Y 

y' =uy, 

y" = u y' + u' y = u' y + u2 Y • 

Tragt man dies in die Gleichung ein, so wird sie 

I (x, u, u2 + u') = o. 
Diese letzte Gleichung zusammen mit 

y' =uy 

ist mit der gegebenen Gleichung gleichwertig. 

§ 2. Die Differentialgleichung der Kettenlinie. 
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Diese Differentialgleichung geh6rt zwar zu den schon im vorigen 
Paragraphen behandelten Typen. Wir wollen aber an ihrem Beispiel 
erkennen, daB es haufig schwieriger ist, die Integrationskonstanten so 
zu bestimmen, daB den gegebenen Anfangsbedingungen genugt wird, 
als alle L6sungen der Differentialgleichung zu finden. Gerade soIche 
Fragen stehen bei den Gleichungen zweiter Ordnung im Vordergrund 
des Interesses. Es ist nur ein ganz spezieller Fall der Randwertauf­
gaben, d. i. der Bestimmlmg der Integrationskonstanten aus gege­
benen Bedingungen, wenn man diejenige L6sung verlangt, weIche 
fiir x = Xo den Wert Yo und deren Ableitung daselbst den Wert y~ 
annimmt. Bei der Aufgabe der Kettenlinie handelt es sich darum, 
die Gestalt eines Seiles von gegebener Lange zu bestimmen, das zwischen 
zwei gegebenen Punkten aufgespannt ist. In mathematischer For­
mulierung besagt dies: man soll diejenige L6sung von 

y" = A Y 1 + y'2 

findenl, weIche fur x = Xo den Wert Yo und fUr x = Xl den Wert YI 
hat und deren zwischen diesen beiden Punkten (xo, Yo) und (Xl' YI) 
gelegener Bogen die Lange L hat. Es scheint auffillig, daB man drei 
Bedingungen an die zwei Integrationskonstanten stellen kann. Man 
sollte meinen, daB die beiden Bedingungen, die darin liegen, daB die 
Kettenlinie durch zwei gegebene Punkte gehen soll, schon zur Be­
stimmung der beiden Integrationskonstanten ausreichten. Wie sich 
dieser scheinbare Widerspruch aufklart, wird sich bald zeigen 2• Tragt 
man y' = p in die Gleichung ein, so hat man 

p' = A Y 1 + p2 
1 A ist eine Konstante. 
2 Es liegt daran, daB A auch von der Lange L der Kette abhlingt. 

BIEBERBACH, Differentialgleichungen. 3. Auf!. 10 



146 II. 2. Elementare Integrationsmethoden. 

zu integrieren. Das liefertl 

x = ~ ~{r Sinp + hl' 

Daraus folgt 
y' = p = Sin (x - hlP.. 

Nochmalige Integration liefert 

1 
y = ;:(101 (x - hI) A + h2 • 

Nun wird die Lange des Kettenlinienstiickes zwischen Xo und Xl 

~1 2:. 

L = f y 1 + y'2dx = ~f y" dx = ~ (Sin (xl-hI) A - Sin (xo-h1) A) 

= ~ (101 Co + x~ - 2 hI A) Sin (Xl -; Xo A). 
Also haben Wlr die Bedingung 

(1) L= ~ (101Co+x~-2h1A) Sin(X1-;Xo;} 

Ferner aber haben wir die beiden "Randbedingungen" fUr Interval1-
anfang und -en de: 

1 
Yo = ;:(101 (xo - hl) A + h2' 

1 
Yl = ;:(101 (xl-hl ) A + h2 • 

1 Dabei ist in bekannter Weise der hyperbolische Kosinus durch 

ere + e-'" 
(l'oi X = 2 = cos i X 

der hyperbolische Sinus durch 
eZ _ e- X 

6in x = = - i sin i x 
2 

erkli:irt. Daraus ergibt sich 

und 

d @:ol x = 6in x 
dx 

und 
d 6inx 
--'-- = @:oi x 

dx 

@:o12 X - 6in2 x = 1 . 

Die Umkehrungsfunktionen sind 

und ~r 6inx. 

FUr sie findet man in bekannter Weise 

1 d~t6inx ~ 1 

(i=t- 1), 

d ~t @:ol x 

dx 
und 

dx = -y 1 + x 2 • 

Mit Hilfe der oben angegebenen Beziehungen zu den trigonometrischen Funk­
tionen lassen sich leicht die gO!liometrischen Formeln Ubertragen, die wir im 
Text zum Teil benutzen werden. 
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Subtraktion beider liefert 

(2) _ _ ~ c::!.' (Xo + Xl - 2 hI) c::!.' (Xl - Xo ~) 
YI Yo - A >;:;1m \ 2 >;:;1m 2 A. 

Die beiden Bedingungen (1) und (2) miiBten also fUr die eine Inte­
grationskonstante hI bestehen. Es erscheint ausgeschlossen, daB man hI 
diesen beiden Forderungen gemaB wahlen kann. Vielmehr muB man 
auch noch den KoeffizientenA der Differentialgleichung als unbestimmt 
ansehen. Dann wird sich zeigen, daB man hI und A so wahlen kann, 
daB die beiden Gleichungen (1) und (2) erfilllt sind. Das hat physi­
kalisch einen wohl bestimmten Sinn, denn der Koeffizient A ist gleich 
dem Quotienten aus dem Gewicht der Ketteneinheit und der Horizontal­
komponente der Kettenspannung. Diese letztere hangt aber von der 
Kettenlange, und damit von den Randbedingungen ab in einer Art und 
Weise, dip- eben erst nach Integration der Differentialgleichung in der 
nun gleich anzugebenden \Veise ausfindig gemacht werden kann. Ich 
eliminiere zunachst hI aus (1) und (2), indem ich beide quadriere und 
subtrahiere. Das liefert 

L2 - (YI - Yo)Z = ~ <Sin2 (Xl -; Xo },) 

oder 

Setze ich 

6in Xl - Xo A 
2 

:-~-XOA=~ 
2 

und 

l L" - (YI - YO)2 

xI-Xo 

f1):"" (Yl - Yo)' 

Xl - Xo 

so habe ich die Gleichung 

6in~ 
-~- = rx 

.. 
=,cx., 

nach ~ aufzulosen. Das liefert mir den Wert von A. Die Auflosung 
geschieht graphisch oder mit Hille einer hyperbolischen SinustafeP. 

Man sieht sofort, daB das wegen Xl > Xo und nach der physika­
lischen Bedeutung von A notwendig positive ; durch rx eindeutig be­
stimmt ist. Somit ist auch der Parameter A durch die Seillange und die 
Intervallange eindeutig festgelegt. Kennt man erst einmal A, so bietet 
ersichtlich die Bestimmung zunachst von hI aus (2) und dann von 
hz mit Hilfe von Tafeln keine wesentlichen Schwierigkeiten. Es mag 
auffallen, daB nur fUr rx > I sich Gerade 1] = rx; und Sinuskurve 
'YJ = <Sin; auBerhalb des NuUpunktes schneiden, denn diese geht unter 
45 Grad durch den Nullpunkt. Der innere Grund hierfiir liegt darin, 
daB doch sicher die Seillange groBer sein muB als der Abstand der 

I Z. B. J AH)1KE-EMDE: Funktionentafeln mit Formeln und Kurven. Leipzig 
1909. 

10* 
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beiden durch das Seil zu verbindenden Punkte. Der Quotient beider 
Langen ist aber gerade oc. 

Man iiberzeugt sich iibrigens leicht dUTCh geometrische Betrach­
tungen, daB fill jeden Wert des Parameters A genau eine Kettenlinie 
von passender Lange dUTCh die beiden gegebenen Punkte geht. Denn 
aile Kettenlinien gehen, wie ein Blick auf ihre Gleichung zeigt, bei 
festem A dUTCh Parailelverschiebungen auseinander hervor. Man erhalt 
also aile Losungen dUTCh einen der beiden Punkte, wenn man eine 
Kettenlinje an diesem Punkt entlang schiebt. Dann nimmt sie aber ein 
einziges Mal eine Lage an, bei der sie auch durch den anderen Punkt 
geht. 

§ 3. Lineare Differentialgleichungen. 

1. Existenzsatz. Eine lineare gewohnliche Differentialgleichung zwei­
ter Ordnung hat die Form 

(1) Po (x) Y" + PI (x) y' + P2 (x) Y + Pa (x) = O. 

Sie heiBt inhomogen, wenn Pa (x) nicht fUr alle in Betracht gezogenen x 
ve~windet. Sie heiBt homogen, wenn P3(X) identisch Null ist. Eine 
homogene Gleichung hat also die Form 

Po (x) Y" + PI (x) y' + P2 (x) Y = o. 
WIT setzen voraus, daB die Funktionen Pi(X) in einem Intervall 
a < x < b !:>tetig seien, und daB in diesem Intervail Po (x) iiberdies 
nirgends verschwinde. Dann ist der Existenzsatz von § 1 anwendbar. 
Die dort vorgetragene Methode lehrt, daB es genau eine Losung von (1) 
gibt, die an einer Stelle Xo des Intervalles einen gegebenen Wert Yo, und 
deren Ableitung daselbst einen gegebenen Wert y~ hat. Uberdies ist diese 
Losung samt ihren Ableitungen erster und zweiter Ordnung im ganzen 
Intervall stetig. 

2. Die Gesamtheit der Losungen. Sind YI (x) und Y2 (x) irgend zwei 
Losungen einer linearen homogenen Differentialgleichung (2) und sind 
Cl und C2 zwei Konstanten, so ist auch 

eine Losung von (2). 
Setzt man namlich zur Abkiirzung 

(3) L(y) = PoY" + PlY! + P2Y' 
so ist 

L (y) = c1 L (YI) + c2 L (Y2) , 

Wle man sofort nachrechnet. Aus L (Yl) = L (Y2) = 0 folgt daher 
L(y) = 0 . 
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3. Linear abhangig und linear unabhangig. Zwei LOsungen Yl und 
Y2 von (2) heiBen linear abhiingig, wenn man die beiden Konstanten 
C1 und c2 so wahlen kann, daB 

W S~+~~=O 

ist fiir aile x, ohne daB '1 und c2 beide verschwinden. Gibt es kein solches 
Konstantenpaar, so heiBen die Losungen linear unabhangig. Sind zwei 
Losungen linear abhangig, so folgt aus (4), daB ihr Quotient konstant 
ist. Dann ist mit (4) auch 

(5) 

erfiillt, ohne daB cl und c2 beide verschwinden. Daher ist die Deter­
minante beider Gleichungen (4) und (5) Null. D. h. es ist fiir zwei linear 
abhangige Losungen 

(6) 

fUr aile x. Umgekehrt folgt aus (6), daB Yl und Y2 linear abhangig sind. 
1st Yl = 0 fUr alle x, so ist dies gewiB richtig, da dann 

ClYl + OY2 = 0 

ist fiir beliebige cl • 1st Yl nicht fiir alle x Null, so ist z. B. 

Yl (xo) + o. 
Dann setze man an 

(7) Y2 (x) = ~: ~::) Yl (x) + d (x) • 

Tragt man dies in (6) ein, so folgt 

(8) Yl d' - d Y;' = 0, 

also eine lineare homogene Differentialgleichung erster Ordnung fiir d. 
Da nun aber d (xo) = 0 ist, so ist d = 0 fiir aile x. Denn (8) besitzt 
nur diese eine Losung, die fiir x = Xo den gegebenen Wert 0 hat. Aus 
(7) folgt also 

~: ~::) Yl (x) - Y2 (x) = 0 

fiir aile x. Daher sind Yl und Y2 linear abhangig. 
(6) stellt also die notwendige und hinreichende Btldingung fiJ,r die 

lineare Abhiingigkeit zweier L6sungen von (2) dar. 
1st Yl irgendeine Losung von (2), so ist jedes Multiplum von Yl 

linear abhangig von Yl' 1st namlich 

Y2 = C Yl (c konstant) 

ein solches Multiplum, so ist 

Y2 - CYI = 0 
fiir aile x. 
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1st Y1 festgelegt durch Y1 (xo) = 0, y~ (xol = 1 und Y2 durch 
Y2(XO) = 1, y~(xo) =0, so ist 

Y1 (xo) Y; (xo) - Y2 (xo) y~ (xo) = - 1 . 

Also sind Y1 (x) und Y2 (x) linear unabhangig. 
1st (6) nur an einer einzigen Stelle erjiillt, so ist es jilr alle x er!illlt 

und die Losungen Y1 und Y2 sind linear abhiingig. Geht man namlich von 

PoY~ + P1Y~ + P2Yl = 0, 

PoY~ + PlY; + P2Y2 = 0 

aus und multipliziert die erste Gleichung mit - Y2' die zweite mit Y1 
und addiert, so kommt 

poe - Y~Y2 + Y~Y1) + PI( - Y~Y2 + Y1Y;) = 0, 
d. h. 

(9) 

Das ist aber eine lineare homogene Differentialgleichung fur die linke 
Seite von (6), und daraus folgt nach einer schon cinmal benutzten 
SchluBweise unsere Behauptung. 

4. J e drei Losungen von (2) sind linear abhangig. D. h.: Sind Y1 (x) , 
Y2(X) , Y3(X) drei Losungen von (2), so gibt es drci Zahlen C1' C2' c3 , die 
nicht aIle verschwinden, derart, daB 

C1Y1 + C2Y2 + C3Y3 = 0 
ist fur aIle x. 

Sind Y1 und Y2 linear abhangig, also z. B. 

C1Y1 + C2 Y2 = 0 

fur aIle x, ohne daB C1 und C2 beide verschwinden, so ist 

C1Y1 + C2 Y2 + 0 Y3 = 0, 

also un sere Angabe richtig. Sie bleibt fur den Fall zu beweisen, daB 
Y1 und Y2 linear unabhangig sind. Alsdann greife man eine beliebige 
Stelle Xo heraus und bestimme die Zahlen C1 und C2 so, daB an dieser 
Stelle 

besteht. Dann ist 

Ya (xo) = C1Y1 (xo) + C2Y2 (xo) , 

Y; (xo) = C1Y~ (xo) + c2Y; (xo) 

Y4 = C1YI + c2Yz 

eine Lasung von (2), die bei Xo mit Y3 ubereinstimmt und dieselbe 
erste Ableitung wie Y3 hat. Sie ist daher nach dem Existenzsatz mit 
Y3 identisch. 

Zwei linear unabhangige Lasungen Y1 und Y2 von (2) nennt man 
ein F'Undamentalsystem von (2). Denn nach der eben bewiesenen Tat­
sache kann man jede andere Lasung von (2) gewinnen, indem man 
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YI und Y2 mit passenden Konstanten multipliziert und die Ergeb­
nisse addiert. Man bekommt also aile Losungen durch lineare Kom­
bination eines Fundamentalsystems. 

5. Reduktion auf Gleichungen erster Ordnung. Kennt man eine nicht 
identisch verschwindende Losung von (2), so konnen aUe ubrigen Losungen 
von (2) durch Quadrat1tren gefunden werden. 1st YI eine solche bekannte 
Losung von (2), so gilt (9) fUr jede andere Losung Y2 von (2). Aus (9) 
aber folgtl 

III 

(10) YIY; - Y2Y~ = C· exp ( - f :~ d ~) (C konstant) , 
a 

und dies ist eine line are Differentialgleichung erster Ordnung fiir Y2. 
Solche haben wir S. 11 durch Quadraturen gelOst. 

6. Die adjungierte Differentialgleichung. Die Frage liegt hiernach 
nahe, ob man nicht in gewissen Fiillen eine solche Losung leicht finden 
kann. Dies ist z. B. dann der Fall, wenn die linke Seite von (2) die Ab­
leitung eines Differentialausdruckes erster Ordnung ist. 1st z. B. 

(ll) 
d 

L (y) = dx (LI (y) 

so folgt aus 
L(y) =0, 

daB 
LI (y) = konst. , 

d. i. eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung fiir jedes y. 
Je nach Wahl der Konstanten bekommt man aIle Y heraus. 

1st (11) nicht unmittelbar erfiillt, so kommt man zum gleichen 
Ziel, wenn man eine Funktion z (x) kennt, fur die 

d 
zL(y) = dx (LI(Y)) 

ist, wo LI (y) wieder ein Differentialausdruck erster Ordnung ist. Die 
Bestimmung einer solchen Funktion z(x) gelingt manchmal auf Grund 
der LAGRANGESchen 1dentitat, wonach 

- d 
zL(y) - yL(z) = dx (y'Poz - CPoz) 'y + YZPI) 

ist, wenn man 

(12) 
- d 2 d 
L(z) = dx2 (Poz) - dx (PIZ) + pzz 

setzt. (12) heiBt der zu L (z) adjungierte Differentialausdruck. Wahlt man z 

so, daB L (z) = 0 ist, so wird z· L (y) die erste Ableitung eines Differential­
ausdrucks erster Ordnung. Dnter Dmstanden kann es ja leicht sein, 

1 exp (z) = eO. 
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eineLosung von L (z) = 0 anzugeben. Es kommt aber auch vor, daB 

L (z) mit L (z) identisch ist. Man nennt dann L (z) einen selbstadjungierten 
Differentialausdruck. In diesem Falle kommt man wieder auf das zu­
riick, was weiter oben uber den Nutzen gesagt war, den man aus der 
Kenntnis einer speziellen Losung von L (y) = 0 ziehen kann. 

Damit 

ist, muB 

mit 

L(z) = L(z) 

L(z) = Poz" + z' (2% - PI) + Z(P2 - P~ + P;) 

L(z) = Poz" + Z' PI + ZP2 

identisch sein. Dafiir ist notwendig und hinreichend, daB PI = f~ ist. 
Also ist 

der allgemeinste selbstadjungierte Differentialausdruck (zweiter Ord­
nung). Fur einen selbstadjungierten Differentialausdruck wird 

d 
(13) zL(y) - yL(z) = dx (Po(zy' -'- yz')). 

Man nennt dies wieder die Identitat von LAGRANGE. 

7. Die inhomogene Gleichung. Die Integration der inhomogenen Glei­
chung (I) kann durch die Methode der Variation der Konstanten, aUf 
die der homogenen (2) reduziert werden. 1st YI (x) , Y2 (x) ein Fundamental­
system von (2), so gehe man mit dem Ansatz 

(14) Y = cI (x) YI (x) + c2 (x) Y2 (x) 

in die Gleichung (I) hinein. Man hat 

(15) 
wenn man 
(16) 

setzt. Dann wird aus (15) 

(17) . y" = CIY~ + C2Y~ - Pa (x), 
wenn man 
(18) 

setzt. Tragt man (H), (15), (17) in (1) ein, so sieht man, daB (I) erfullt 
ist. Die Integration von (I) ist also darauf zuruckgefiihrt, cI (x) und c2 (x) 
aus (16) nnd (18) zu ermitteln. Dies liefert 
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wo hI und li2 zwei willkiirliche Konstanten sind. Somit ist 

Y=~W~W+~W~W+~~W+~~W 

die allgemeinste 'Losung von (~) . 
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8. Konstante Koeffizienten. Bei linearen Differentialgleichungen (2) 
mit konstanten Koeftizienten reicht das bisher Vorgetragene aus, um 
durch elementare Rechnung alle Integrale zu finden. Sei 

(19) y" + aly' + a2y = 0 

die Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten. Der Ansatz 

Y =er3) 

fiihrt auf die quadratische Gleichung 

(20) r2 + aIr + az = O. 

Hat dieselbe zwei verschiedene Wurzeln r1 und ra, so sind 

(21) 

zwei Losungen von (19), die ein Fundamentalsystem bilden. Damit 
ist also 

(22) 

mit konstanten C1 und ca die allgemeinste Losung. 
Sind a l und aa reelle Zahlen, so wird man Wert darauf legen, auch 

ein Fundamentalsystem aus reellen Losungen anzugeben. Sind r 1 und r 2 

reell, so sind (21) dazu brauchbar. Anderenfalls sei 

Dann bilden 

d.h. 
G. 

- -3) X r-----,; 
und e 2 sin 21'4a2 - a~ 

ein reelles Fundamentalsystem. 
Hat aber (20) eine Doppelwurzel, so kennt man aus dem gemachten 

Ansatz erst eine Losung 
G. 

e -2'3). 

Wir 'haben aber oben Methoden kennengelernt, hieraus alle anderen 
Losungen zu ermitteln. Man findet in 

G. 
--01: 

xe 2 
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eine weitere Losung, so daB dann 

-~:z: 
e 2 (CI +C2X) 

mit konstanten Cl und C2 die allgemeinste Losung wird. Hierauf wird 
man iibrigens auch durch einen Grenziibergang gefiihrt. Denn sind 
zunachst 

r l und r l + ~ 
zwei verschiedene Losungen von (20), so ist stets 

(23) 

eine Losung von (19). LaBt man () --'>- 0 streben, so wird aus (19) eine 
Differentialgleichung, deren charakteristische Gleichung (20) eine Doppel­
wurzel hat, und aus (23) erhalt man in 

eine Losung von (19). 

a, 
--II: 

xeT,1I: = xe 2 

9. Ein Beispiel. Von Interesse ist folgende spezielle Differential­
gleichung: 

(24) y" + AY = a cos b x (A, a, b sind konstant). 

Statt der Durchfiihrung der eben dargelegten allgemeinen Methode 
erweist sichhier der Ansatz 

Y = {J.acosbx 

mit konstantem {J als zweckmaBiger. Er fiihrt zu der Bedingungs­
gleichung 

-{Jb2 +).{J=1 

fiir (J; so wird 
a 

Y = ). _ b2 cos b x 

eine Losung der inhomogenen Gleichung. Man kann aber dann leicht 
alle angeben, wenn man nur beachtet, daB die Zufiigung irgendeiner 
Losung der homogenen Gleichung stets eine neue Losung der inhomo­
genen Gleichung liefert und daB die Differenz zweier Losungen der 
inhomogenen Gleichung stets eine Losung der homogenen ergibt. Da­
her ist 

Y = A ~ b2 cos bx + hi cos fix + h2 sin (ix 

das allgemeine Integral unserer Gleichung. Dies· Verfahren versagt 
nur, wenn A = b2 wird. Aberman kann dann durch Grenziibergang 
leicht eine Losung der inhomogenen Gleichung finden. Jedenfalls ist 
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namlich stets 
A cos b x - cos l' T x 

b + l'T t},- b 

eine Losung der inhomogenen Gleichung, solange noch (l. =1= b ist. 
Macht man aber hier den Grenziibergang b -+ fl., so erhalt man 

A . ---= x SIn 11 AX, 
2P f 

und das erweist sich tatsachlich als eine Losung der inhomogenen 
Gleichung 

Y" + A Y = a cos {I X • 

10. Zusatz. Nahe verwandt mit den Gleichungen mit konstanten 
Koeffizienten sind die Gleichungen 

y" + : y' + ; y = o. 
g und h sind dabei wieder konstant. Man kann sie durch die Substi­
tution 

X = et 

auf Gleichungen mit konstanten Koeffizienten zuriickfiihren. Darin 
liegt schon, daB der Ansatz 

y = x2' 

zum Ziel fiihren muB. Er fiihrt ja in der Tat auf die Bedingungsgleichung 

(25) e (e - 1) + ge + h = O. 

Hat die Gleichung (25) zwei verschiedene Wurzeln el und e2' so sind 

Yl = x!!l und Y2 = X!?· 

Losungen, die ein Fundamentalsystem bilden. 
Hat die Gleichung (25) aber zwei gleiche Wurzeln, so sind 

l-g 
""2 

Yl = X und 

l-g 
2" 

Y2 = X log X 

Losungen, die ein Fundamentalsystem bilden. 

11. Die RICCATIsche Gleichung. Wir hatten auf S.26 die RICCATI­
sche Gleichung (1) der S. 25 durch die Substitution (3) in die lineare 
Gleichung (4) S.26 iibergefiihrt. Durch diese Substitution wird nun 
auch aus dem allgemeinen Integral der einen das allgemeine Integral 
der anderen, wobei noch ein konstanter Faktor der Losungen der line­
aren unerheblich bleibt. Wenn nun U 1 und U 2 zwei Losungen von (4) 
S. 26 sind, welche durch die Anfangsbedingungen U 1 (xo) = 0, u; (xo) = 1, 
u2 (xo) = 1, u~ (xo) = 0 festgelegt sein mogen, so ist somit 

1 c1 ui + C2U~ y=--
CX2 c1 u1 + C2 u2 
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das allgemeine Integral der RICCATISchen Gleichung. Insbesondere ist 
also 

1 - Yo CX2 (%0) ui + u~ y=--
CXz - Yo CX2 (xo) U 1 + U z 

dasjenige Integral, welches bei Xo den Wert Yo hat. Es hangt also linear 
von der Integrationskonstanten Yo abo Das bedeutet geometrisch, daB das 
Doppelverhaltnis von irgend vier Losungen konstant ist. Wenn man 
daher drei verschiedene Integrale Yl' Y2' Ya der Differentialgleichung (1) 
von S. 25 kennt, so kann man diese Differentialgleichung so schreiben: 

y' 1 Y y2 

y~ 1 Yl yi 
Y; 1 Y2 

21 = O. 
Y2 i 

",' 1 Y3 2: 
~ a Ya: 

Und daraus kann man entnehmen, wie man die Koeffizienten von (1) 
S.25 durch die drei Integrale YI' Y2' Ya darstellen kann. 

12. Nullstellen. Wir wollen aus den allgemeinen Satzen dieses 
Paragraphen noch einige Folgerungen ziehen. 

Eine jede nicht identisch verschwindende Losung von (2) besitzt hOchstens 
endiich viele N ullstellen in a < x < b. In einem Haufungspunkt ware die 
Losung samt ihrer ersten Ableitung Null. Nach dem Existenzsatz ware 
daher die Losung identisch Null. Fiir (1) gilt natiirlich ein solcher 
Satz nicht, da man ja Pa (x) immer so wahlen kann, daB bei fest 
angenommenen Po' PI' P2 eine gegebene, zweimal stetig differenzier­
bare Funktion (1) befriedigt. 

Zwischen je zwei aufeinanderfolgenden NullsteUen einer Losung Yl (x) 
von (2) liegt genau eine NuUstelle einer jeden von Yl (x) linear unabhiin­
gigen Losung von (2). 

Sind ; und 'Y} zwei aufeinanderfolgende Nullstellen von (2), so 
lehrt (10), daB 

Y2 (;) y~ (;) und Y2 ('Y}) y~ ('Y}) 

das gleiche Vorzeichen haben1 . Da aber y~ W und y~ ('Y}) als Ableitungen 
in zwei aufeinanderfolgenden Nullstellen verschiedenes Vorzeichen 
haben, so haben auch Y2 (~) und Y2 ('Y}) verschiedenes Vorzeichen. Daher 
liegt 7:wischen ~ und 'Y} mindestens eine Nullstelle von Y2 (;). Lagen 
dazwischen mehrere, so lage zwischen je zwei derselben nach der 
gleichen SchluBweise wieder mindestens eine von Yl (x). Es waren 
aber ~ und 'Y} aufeinanderfolgende Nullstellen von Yl (x) . 

1 Ware Y2 (~) oder Yz (1]) Null, so waren Yl und Y2 linear abhangig. Ware 
Yl' (.;) oder Yl' (1]) Null, so ware Yl (x) = o. 
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III. Kapite!. 

Gewohnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
im reellen Gebiet. 

§ 1. Randwertaufgaben. 
1. Fragestellung. Bisher hatten wir eine Losung meist durch ihren 

Wert und den Wert ihrer Ableitung an einer Stelle festgelegt. Schon 
bei der Kettenlinie trat uns die Aufgabe entgegen, eine Losung dadurch 
zu bestimmen, daB fiir zwei Werte von x die Werte der Losung gegeben 
werden. Da diese in dem von diesen beiden Stellen begrenzten Inter­
vall zu untersuchen ist und die Losung somit durch Bedingungen an 
den Randem des Intervalles festgelegt werden solI, so sprechen wir von 
einer Randwertaufgabe. Es gibt deren noch andere. Es wird immer 
darauf ankommen, durch zwei Bedingungen die beiden Integrations­
konstanten festzulegen. Diese Bedingungen mogen durch zwei Glei­
chungen zwischen den Werten von y (x) und y' (x) an den Enden des 
Intervalles Xo < x ::s;; Xl geliefert werden, und zwar wollen wir uns 
auf den Fall beschranken, daB eine lineare Differentialgleichung 

(1) 

vorgelegt ist, in der Po, PI' P2' P3 in a <x< b stetig sein, Po nirgends 
verschwinden moge. Zwei line are Gleichungen mogen die Randbedin­
gungen liefem. Diese werden allgemein so aussehen: 

(2) 
aDO Y (a) + aOl y' (a) + aID Y (b) + all y' (b) = A 

a~o y (a) + a~l y' (a) + a~o y (b) + a~l y' (b) = A'. 

Wir teilen die Randwertaufgaben zunachst in homogene und inhomo­
gene ein. Bei den homogenen sind sowohl Differentialgleichung wie 
Randbedingungen homogen, d. h. es verschwinden SOWOhl in (1) wie 
in (2) die von den y freien Glieder, so daB wie im vorigen Paragraphen 
eine Losung nur bis auf einen konstanten Faktor bestimmt sein kann. 
Die Randwertautgabe, die uns im vorigen Paragraphen begegtiete, und 
die auch bei der Kettenlinie vorlag, wollen wir die erste nennen. Hier 
sind also an den Intervallenden die Werte der unbekannten Funktion 
vorgeschrieben. Von der zweiten wollen wir reden, wenn an Anfang 
und Ende der Wert der Ableitung gegeben ist. Daruber hinaus gibt es 
noch mancherlei andere, denen wir keine besonderen Namen geben 
wollen. Bei der ersten homogenen Randwertaufgabe liegt also eine 
Differentialgleichung 

(3) 

vor und es werden L6sungen gesucht, fur die 

(4) y (a) = 0, y (b) = 0 



158 II. 3. Gewohnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung im reellen Gebiet. 

ist. Bei der zweiten homogenen Randwertaufgabe wird statt (4) ge­
fordert 
(5) y' (a) = 0, y' (b) = o. 

Besonderes Interesse haben die STURM-LIOUVILLEschen Probleme 
gefunden. Bei ihnen handelt es sich darum, Losungen einer selbst­
adjungierten Differentialgleichung 

(6) ddx (Po::)+P2Y=0 
zu finden, wahrend 

(7) 
~l Y (a) + al2 y' (a) = 0, 

a2l y (b) + a22 y' (b) = 0 

vorgeschrieben ist. Diese Probleme werden uns auch in den folgenden 
Paragraphen in erster Linie beschaftigen. 

2. Beispiele. Zunachst moge an einigen Beispielen die Sachlage 
etwas geklart werden. Betrachten wir z. B. die Differentialgleichung 

y"-y=O. 
Ihre allgemeinste Losung ist 

Y = clelll + c2e- lll • 

Betrachten wir das Intervall a < x < b und suchen die erste Rand­
wertaufgabe zu losen: Es soll sein 

cle" + C2tr" = 0, 

cle" + C2trb = o. 
Die Determinante des Gleichungssystems ist 

e"-I1- e"-". 
Dies ist aber fUr a =1= b nie Null. Also muS CI = C2 = 0 sein. Die einzige 
Losung unseres Randwertproblemes ist die triviale y = o. Sollte das 
stets so sein, so hatte es wenig Sinn, jene Aufgabe zu behandeln. Betrach­
ten wir ein weiteres Beispiel: 

y"+y=O. 
Die allgemeinste Losung ist 

y = cI sin x + c2 cos X • 

Nehmen wir das Intervall 
a<x<b 

und studieren die erste Randwertaufgabe. Es sei 

clsin a + c2 cosa = 0, 

cI sin b + c2 cos b = 0 • 
Die Determinante ist 

sin(a-b) 
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und dies wird Null wenn a - b = h 17: und h ganzzahlig ist. Nehmen 
wir also z. B. a = 0, 0 = 17:, so haben wir in 

Y = sin x 

eine nichttriviale Losung der ersten Randwertaufgabe. Ebenso gibt es 
hier Losungen jedesmal dann, wenn die Intervallange ein Vielfaches von 
17: ist. Fur 

wird 
y=sincx 

eine Losung der ersten Randwertaufgabe fUr das Intervall 

o<x<_,:rt,. - - c 

Diese Beispiele mogen lehren, daB es lohnen mag, den Randwert­
aufgaben etwas nilier nachzugehen. 

3. Die Alternative. Ich beginne mit einer allgemeinen Beziehung zwi­
schen homogenen und inhomogenen Randwertaufgaben, die in den 
linken Seiten von (1) und (3) ubereinstimmen. Da gilt der Satz: Die 
inhomogene Aufgabe ist stets dann losbar, wenn die zugehOrige homogene 
keine triviale, d. h. nicht identisch verschwindende Losung besitzt. 1st 
aber die homogene losbar, so besitzt eine zugehorige inhomogene nur dann 
Losungen, wenn die rechten Seiten noch gewisse Zusatzbedingungen er­
fullen, ist also im allgemeinen nicht losbar. Diese Alternative erinnert 
an eine bekannte Alternative aus der Theorie der linearen algebraischen 
Gleichungen, und tatsachlich folgt auch unser Satz unmittelbar aus 
diesem algebraischen. Wenn namlich YI und Y2 ein Fundamentalsystem 
der homogenen Gleichung (3) bilden, so ist nach S. 152/153 die allgemeine 
LOsung von (1) selbst durch 

x 

(8) Y (x) = S~: ~;~;~ ~!~ =~: ~;~;{ m P3 (~) d~ + h1Yl(X) + h2Y2 (x) 
a 

gegeben. wahrend die allgemeinste Losung der homogenen Gleichung (3) 

y(x) = h1Yl (x) + h2Y2(X) 

ist. 1m homogenen Fall liefern dann die Randbedingungen (2) mit 
A = A' = 0 fUr hI und h2 die beiden homogenen linearen Gleichungen 

hILl + h2L2 = 0, 

(9) hlL{ + h2L~ = O. 

Hierbei sind die linken Seiten von (2) abkiirzend mit Li und L~ be­
zeichnet, wenn sie fUr Y = Yi gebildet werden. 1m inhomogenen Falle (I), 
(2) stehen auf der rechten Seite von (9) gemaB (8) statt 0 Ausdriicke, 
die hI' h2 . nicht enthalten, sondern durch A, A', P3 bestimmt sind. 
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Hiernach ist nach bekannten Eigenschaften der linearen Gleichungen 
die Alternative sofort klar. 

4. Explizite Lasung. Wir wollen nun noch im STURM-LIOUVILLEschen 
Fall die Randwertaufgabe im inhomogenen Fall explizite lOsen, wofern 
die homogene Aufgabe Losungen nicht besitzt. Wir beschranken uns 
dabei auf homogene Randbedingungen (7). 

Zunachst schreiben wir (8) etwas anders. Nach S. 151 ist 
x 

- f~d~ 
YI (x) y~ (x) - Y2 (x) y{ (x) = C e <l Po • 

1m STURM-LIOUVILLEschen Fall ist PI = P~, also haben WIT 

YI (x) y~ (x) - Y2 (x) y{ (x) = C:: i:~ . 
Tragt man hier x = a ein, so wird 

C = Y! (a) y~ (a) - Y2 (a) y{ (a) . 
Also haben wir 

Yl (x) Y~ (x) - Y2 (x) Y{ (x) Po (a) 
Yl (a) Y~ (a) - Y2 (a) Y~ (a) = Po (x) • 

Nun wollen wir noch die in YI und Y2 wiIlkiirlichen konstanten Fak­
toren so wahlen, daB 

Po (a) (YI (a) y~ (a) -- Y2 (a) Y~ (a)) = 1 

ist. Dann kann man (8) so schreiben 
~ 

(8') Y = f (ydx ) Y2 (~) - Y2 (x) YI (~))Pa (~)Po(~) d~ + hlYl (x) + h2 Y2 (x). 
a 

Nun wollen wir zur Randwertaufgabe iibergehen und annehmen, daB 
eskeine Losung von (6) gibt, fiir die (7) gilt. Dann soIl die Randwert­
aufgabe fiir 

(9) d ( d Y ) dx PO dx +P2y+Pa=O, Pa$O 

gelost werden. (8') ist die allgemeine Losung. hI und h2 sollen so be­
stimmt werden, daB fUr (8') die (7) gelten. Wir entscheiden uns zunachst 
fUr eine zweckmaBige Wahl des Fundamentalsystems. Wir wahlen 
namlich YI so, daB es bei x = a der Randbedingung (7) geniigt, und 
Y2 so, daB es bei x = b die Randbedingung (7) befriedigt. Dann sind 
gewiB Yl und Y2linear unabhangig. da doch fUr (6) die Randwertaufgabe 
nicht lOsbar sein soli. 

Zur Bestimmung von hI und h2 liefern dann die Randbedingungen 
(7) die Gleichungen 

h2 (allY2(a) + a12 y;(a)) = 0, 
b 

hl (a2lYrCb) + a22y~(b)) + f (allYl (b) + a12y~(b))Y2(~)Pa(~)Po(~)d~=O. 
a 
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Also wird 
b 

h1 = -fY2(~)P3(~)Po(~)d~, 
a 

Die Losung der Randwertaufgabe (7) fiir (9) wird also 
z 

y(x) = f (Yl(X) Y2(~) - Y2(X) Yd~)) P3(~) Po(~) d~ 
a 

b 

- Yl (x) f Y2(~) P3(~) Po(~) d~ 
a 

b z 

= - f Yl (x) Y2(~) P3(~) Po(~) - f Y2(X) Yl(~) P3(~) Po(~) d~. 
z a 

Wir setzen nun 

(10) 
G(x,~) = Y2(X)Yl(~)PO(~) in a <~< x, 

=Yl(X)Y2(~)PO(~) in x~~<b. 

Diese Funktion heiBt die GREENsche Funktion der Differentialglei­
chung (6) fur das Randwertproblem (7). Man kann die Losung von 
(9), (7) dann so schreiben 

b 

(ll) y(x) = -fG(X,~)P3(~)d~. 
a 

Die GREENsche Funktion ist in a < x < b, a < ~ :::;;; b stetig. Sie ist 
symmetrisch. D. h. es ist 

G(x,~) = G(~,x)t 

wie man an (10) abliest. Ihre erste Ableitung ~~ erleidet bei x = ~ 
einen Sprung. Es ist namlich 

aG ; _ aG [ = (_ ' (I:) (I:) + (1:)' (1:)) P (I:) = 1 ax ;x=~+o ax ix=~-O Yl S" Yz S" Yl S" Yz S" 0 S" • 

§ 2. Die Gestalt der Integralkurven. 
1. Ansatz. Wir knupfen unsere Betrachtungen weiterhin stets an 

die Differentialgleichungen von STURM-LIOUVILLEschem Typus an. Es 
sei also 

(1) d~ (P(x) :~) + q(x) Y = 0 

vorgelegt. Hier seien P(x) und q(x) in a < x:::;;; b stetig und1 P(x) > O. 
Man mag noch bemerken, daB man die allgemeinste lineare Differeh­
tialgleichung 

Po(x)Y" + Pl(X)Y' + pz(x)y = 0, 

Po > 0, alle Pi und p~ stetig, 

1 Wenn man will, mag man noch P'(x) als stetig annehmen. Man kommt 
aber stets ohne diese Annahme aus. 

BIEBERBACH, Differentialgleichungen. 3. Auf!. 11 
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durch die Substitution 

- JP'-Po dre 
y = ue P. 

in eine vom STURM-LIOUVILLEschen Typus iiberfiihren kann. 
Zur Diskussion des Verlaufes der Integralkurven ist es zweckmaBig. 

(1) als System zu schreiben 
dz 
dx +qy=O, 

(2) 
dy _ 3.. = 0 
dx P • 

Nun fiihre man durch 

(3) Y=esint?, z = e cost? 

zwei neue unbekannte Funktionen e uild t? ein. Dann werden nach kurzer 
Rechnung die Differentialgleichungen 

~; = (! -q)esint?cost?, 
(4) 

~: = ; cos2 t? + q sin2 t? 

Zur zweiten mag noch bemerkt werden, daB ein Faktor e, der zunachst 
auf beiden Seiten auf tritt, gestrichen worden ist. Wir haben damit 
nurdarauf verzichtet, auch die triviale Losung y = 0 von (1) auf die 
zweite Gleichung (4) mit heriiber zu nehmen. Dann entsprechen die 
LOsungen von (1) und die von (4) mit e > 0 (oder die mit e < 0) ein­
ander umkehrbar eindeutig. Es filit namlich auf, daB in der zweiten 
Differentialgleichung (4) nur t? und x vorkommen und daB man aus der 
ersten (4) e durch eine Quadratur ermitteln kann, wenn man erst {} (x) 
kenntl. Man findet ja dann 

re 

(5) loglel = fG -q)sint?cost?de+ konst. 
a 

Hiemach ist y (x) durch t? (x) bis auf einen konstanten Faktor be­
stimmt: Linear abhiingige Losungen von (1) juhren zum gleichen (}{x) 
und gleiches t?(x) juhrt zu lauter linear abhiingigen Losungen von (1). 

Das fiihrt zu der Frage, wodurch die Losungen von (1) charakteri­
siert werdenkonnen, die zum gleichen t?(x) von (4) gehoren. Sei z. B. 
t? (a) = ex. Dann ist nach (3) 

yea) cos ex - z(a) sin ex = 0 
oder 

(5) yea) cos IX - pea) y' (a) sin ex = O. 

1 Der Existenzsatz S. 27j281ehrt, daB jede Losung-&(x) in a :;;; x ::;; b stetig ist. 
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Die Losungen von (1) also, die zwei Randbedingungen 
LIOUVlLLEschen Typus 

vom STURM-

(6) 
y (a) cos ~ - p (a) y' (a) sin ~ = 0, 

y(b) cosf3 - PCb) y' (b) sinf3 = 0 

genugen, gehen in diejenigen Losungen von (4) uber, fUr die 

(7) {}(a) =~, {}(b) =f3 
ist. Dabei sind ~ und f3 naturlich nur bis auf Vielfache von n durch (6) 
bestimmt. Fur die erste Randwertaufgabe hat man insbesondere 1 

~=o, f3=0 mod n, 
fur die zweite 

:rr; 
f3=; mod ~=2' n 

zu nehmen. Ubrigens sind die (6) die allgemeinsten Randbedingungen 
von der Form 

any(a) + a12 y' (a) = 0, 

a21 Y (b) + a22 y' (b) = O. 

Denn man kann z. B. Zahlen;' und ~ stets so bestimmen, daD 

an = it cos~, a12 = - ;,p(a) sin ~ 

ist. Man muB nur sorgen, daB 

2 a~2 _'2 
an + p2(a) - 1\ 

ist und kann dann ~ ermitteln. 
Wir wollen nun zunachst den Lasungen von (1) nur eine der Rand­

bedingungen (6) auferlegen, z. B. verlangen, daB 

(8) y (a) cos ~ - p (a) y' (a) sin ~ = 0 

ist und wollen uns einiges uber den Verlauf einer solchen Losung ver­
gegenwartigen: Wir konnen sie dann noch eindeutig festlegen, indem 
wir entweder den Wert von yea) oder den von y' Ca) noch vorschreiben. 
Dann sind also stets yea) und y' (a) vorgeschrieben. Fur (4) bedeutet 
dies, daB wir {} (a) und e (a) vorschreiben. Wir interessieren uns zunachst 
fUr {} (x). Die FaIle, wo q (x) < 0 ist, unterscheiden sich z. B. wesentlich 
von denen, wo q(x) > 0 ist. Da aber mit {}(x) auch {}(x) + hn, h ganz 
eine Lasung von (4) ist, so genugt es, anzunehmen 

o < {} (a) = ~ < n. 

An jeder Stelle, wo {} = hn ist, wird ~: = P > 0; an jeder Stelle, 

wo {}(x) = (2h + 1) ; ist, wird ~~ = q. Zur naheren Untersuchung 

1 fJ = 0 mod:rr; heiBt: fJ = 0 bis auf Vielfache von :rr;. 

11* 
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lassen wir nun eine Einteilung nach dem V orzeichen von q eintreten. 
Insbesondere interessieren uns die beiden FaIle, wo in a < x < b 
durchweg q(x) < 0 oder durchweg q(x) > 0 ist. 

2. Der Fall q (x) < 0 in a ~ x :::;;: b. Jedt ',LosungO (x) passiert wach­
send die Vielfachen von 11: und abnehmend die ungeraden Vielfachen 

von ; . Daraus folgt, daB jede Losung, die durchO(a) = oc bestimmt ist, 

im Intervall a < x <b zwischen zwei Schranken liegt. Die untere 
Schranke ist das groBte unter oc gelegene Vielfache von 11:, die obere 

Schranke das kleinste iiber oc gelegene ungerade Vielfache von ; . 

Zwischen diesen Schranken liegt hochstens ein ungerades Viel­

faches von ; und hochstens ein Vielfaches von 11:. Daher verschwinden 

cosO und sinO fUr a <x< b nur hochstens je einmal. Und zwar ist 
nie sowohl eine NullsteIle von cos 0 wie eine von sin 0 vorhanden. 
Da e(x) stets einerlei Vorzeichen hat, so folgt, daB y(x) und y' (x) nur 
je einen Zeichenwechsel erfahren konnen und daB nur bei hochstens 
einer der Funktionen ein Zeichenwechsel vorkommt. Daher sind fUr 
y(x) in a < x < b nur folgende FaIle denkbar: 

y (x) 

1. > 0 

2. >0 

3. Vorzeichenwechsel 

4. >0 

y' (x) 

>0 

<0 

y' > 0 

Vorzeichenwechsel 

sowie die Losungen, die sich hieraus durch gleichzeitigen Vorzeichen­
wechsel von y und y' ergeben. 

1m Falle p = 1, d. h. fiir 

y" + q (x) y = 0 , 

kann man dies iibrigens aus der Untersuchung von Konvexitat und 
Konkavitat der Losung auch unmittelbar entnehmen. 1m vorliegenden 
allgemeineren FaIle sind natiirlich Angaben iiber Konvexitat und 
Konkavitat der Losung ohne weitere Annahmen iiber p (x) nicht mog­
lich. 

JedenfaIls lehren diese Betrachtungen, daB fUr keine Differential­
gleichung mit q (x) < 0 die erste oder die zweite Randwertaufgabe 
losbar sein kann. Natiirlich kann man fiir jede gegebene Losung oc und {3 so 
wahlen, daB durch (6) Randbedingungen geliefert werden, die gerade 
durch die gegebene Losung befriedigt werden. Man kann aber nicht 
am Anfang und am Ende unabhangig voneinander beliebige Rand­
bedingungen vorschreiben. 
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d1} 
3. Der Fall q(x) > 0 in a ~ x ~ b. Jetzt ist durchweg dx > O. 

{} ist also eine monoton wachsende Funktion. Sobald {} ein Viel­
faches von :n; wird, wird y (x) = 0 und sobald es ein ungerades 

Vielfaches von T wird, ist y' (x) =0. Nunmehr ist es durchaus denkbar, 

daB gegebenen Randbedingungen (6) bzw. (7) fiir passende positive q 
geniigt werden kann. Es wird nicht fiir jedes q jeder Randbedingung 
geniigt werden konnen; da ja durch Angabe von {} (a) das {}(x), also 
auch {} (b), bestirnrnt ist. Aber es ist jetzt durchaus denkbar, daB fiir 
gewisse Differentialgleichungen die erste Randwertaufgabe lOsbar ist. 

4. Vergleich verschiedener Differentialgleichungen. Urn dariiber 
Klarheit zu gewinnen, untersuchen wir, wie bei gegebenem {}(a) das 
{} (b) von q abhangt. Wir stellen fest: 

Sind zwei Differentialgleichungen (1) bzw. zwei Systeme (4) gegeben 
mit q = ql(X) und q = q2(X) und ist q2(X) > ql(X) in a <x< b 
und sind {}1(X) und {}2(X) die entsprechenden Losungen von (4), 
{}l (a) = {}l (b), so ist {}2 (x) > {}1 ex) fur a < x < b. 

Es ist namlich 

(9) d1}2 1 2.n + . 2.n a:;; = p cos 'U2 q2 sm 'U'2' 

(10) d1}l 1 2.n + . 2..n ax = p cos vI ql sm 'u'l' 

In einem gemeinsamen Funkt beider Losungen ist 

d1}2 :2 d1}l 
dx - dx • 

Das Gleichheitszeichen steht hier nur dann, wenn an jener Stelle 
sin{}2 =sin{}l =0 ist (es ist ja q2 >ql angenommen). Da{}2(x) wie 
{}l (x) monoton wachsende Funktionen sind, gibt es nur endlich viele 
solcher Schnittpunkte. Wenn aber in einem derselben {}2 - {}l von 
positiven zu negativen Werten iiberginge, so betrachte man statt 

{}2 (x) eine Losung {}2 (x) von (9), die durch einen anderen Punkt von 
{} = {}l (x) geht, der geniigend nahe bei dem eben betrachteten Schnitt­
punkt liegt. Daher ginge in der Nahe des bisherigen Schnittpunktes 

auch {}2 (x) - {}l (x) von positiven zu negativen Werten iiber. Da es 

sich aber jetzt urn Schnittpunkte handelt, in denen {}l bzw. {}2 kein 
Vielfaches von :n; ist, so ist dies nicht moglich. Daher geht in jedem 
Schnittpunkt {}2 - {}l bei wachsendem x zu positiven Wert en iiber. Da 
{}2 (a) = {}l (a) ist, so ist {}a > {}l fUr a < x < b. Namentlich also ist 
{}2 (b) > {}l (b) . 

Bei dem eben bewiesenen Satz ist kein Gebrauch von ql > 0 gemacht 
worden. Es gilt also fur beliebige stetige FlI,nktionen ql (x) . 
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5. Differentialgleichungen mit Parameter. Wir betrachten nun na­
mentlich eine einparametrige Schar von Funktionen 

q (x) = q (x, A) 

und nehmen an, daB gleichmaBig in a < x < b sei 

lim q (x, A) = - 00 , 
;'4--00 

(II) 
lim q (x, A) = + 00 • 

;'4-+00 

Man kann also z.B. q(x, A) =qo(x) +Ar(x},r(x) >0 nehmen. Be­
trachten wir die Differentialgleichungen 

dfh. 1 1 . 
- = -cos2 {f" + -sm2 {J;, 
dx p q' 

so wird nach dem Bisherigen #;, (b) eine mit A zugleich monoton wach-
sende Funktion von A. Dazu ist jetzt . 

lim #J. (b) = 0, lim #J. (b) = + 00 , 
;,~_oo '._+00 

wenn man 0 <#;, (a) = ex < % annimmt, wie schon weiter oben bemerkt 
war. Man wahle eine Zahl ex', fUr die 0 < ex < ex' < :n; ist. Wir wahlen 
alsdann eine Zahl Ao so,. daB fiir A < Ao und 

(12) o < {J < # < ex' , 

~COS2# + ~sin2# < 0 p q 

ausfaIlt. Die Kurve # = #;, (x) kann dann keinen Punkt mit der Geraden 
f3 t;I.' 

# = ex' + (x - a) b = a 

gemein haben. Denn fUr x = a ist #;, (a) < ex', die Kurve also unterder 
Geraden gelegen, und in jedem Punkt der Geraden, die ja dem Streifen 
(12) angehOrt, ware 

Also ist 
#;.(b) < {J • 

Da man 0 < {J < ex' beliebig annehmen kann, so ist damit 

lim #J. (b) = 0 
;'~-oo 

bewiesen. 
Man wahle andererseits eine Zahl {J > ex und bestimme einen die 

Punkte (a, ex) und (b, (J) bestimmenden Streckenzug der (x, #)-Ebene so, 
daB fiir # Werte, die Vielfache von:n; sind, seine Ableitung kleiner als 

; wird. Wahlt man dannA hinreichend groB, so ist fUr alle Punkte des 
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Streckenzugs 
dfh. 
dx 

groBer als das ~~ des Streckenzugs. Da aber bei x = a die Kurve 

{} ={};.. (x) den Streckenzug schneidet, so muB sie in ihrem weiteren Ver­
lauf stets eine groBere Ordinate haben. Also ist 

{}J. (b) > fJ . 
Dnd damit ist auch 

lim {}J. (b) = + 00 
1.-++00 

bewiesen. 
Aus diesen Uberlegungen folgt, daB manA stets auf genau eine Weise 

so wahlen kann, daB {}(a) = IX, {} (b) = fJ gegebene Werte sind, fiir die 
o < IX < n, fJ > 0 ist. 

Hieraus wieder flieBt der Beweis fUr das 

6. Oszillationstheorem. In a <x< b seien die Koeffizienten P(x), 
qo(x) , rex) von 

(13) d~ (p (x)~:) + (qo + Ar(x))y = 0 

stetig, dazu sei p > 0, r > O. Dann gibt es genau eine F olge von Para­
meterwerten 

Ao<Al<'" 
mit }'n --+ 00 derart, daf.3 die Differentialgleichung (13) fur). = An eine 
den Randbedingungen (6) gen£igende Losung besitzt. Die zu An gehOrige 
Losung ist his auf einen Faktor eindeutig bestimmt ~tnd besitzt im Inter­
vallinneren a < x < b genau n (einfache) Nullstellen. 

Es gibt genaueinen WertAn , fUr den 

~~n = ~ cos2 {}n + (qo + An' r) sin2 {}n 

eine Losung besitzt, fUr die {} (a) = IX, {} (b) = fJ + n n ist (0 < IX < n), 
(0 < fJ < n). Diese Lasung ist eindeutig bestimmt. Die ihr zugeord­
neten Losungen Yn von (1) sind bis auf einen Faktor bestimmt. Fiir sie 
ist (6) erfullt. Da {} (fJ) mono ton mit A wachst, so ist An+! > }'n' und da 
{} ( b) --+ 00 fur A --+ 00, so ist An --+ 00 fiir n --+ 00. 

7. Eigenwerte und Eigenfunktionen. Man nennt die An die Eigenwerte 
und die Yn (x) die Eigenfunktionen der Differentialgleichung 

(14) ddx (p ~:) + (qo + Ar)y = 0 

fur die gegebenen Randbedingungen (6). Die S. 152 angegebene Iden­
tit at 

d 
yL (z) - zL (y) = ax (P (yz' - zy')) 
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lehrt, wenn man sie auf 
d ( dU) L(u}=d; Pd; +qou 

und zwei verschiedene Eigenwerte An und Am nnd die zugehorigen Eigen­
funktionen:v,. und Ym anwendet: 

ddx (p (YnY;" - Ym y~}) = (An - Am) r Yn Ym' 

Daraus folgt wegen (6) und wegen An =1= Am 
b 

J r (x) Yn (x) Ym (x) dx = O. 
a 

Wir sprechen dies aus, indem wir sagen: die Eigenfunktionen ver­
schiedener Eigenwerte seien orthogonal zueinander. Da Yn nur bis auf 
einen Faktor bestimmt ist, so darf man annehmen, daB 

b 

!ry;dx=1 
a 

ist. Wir nennen dann die Eigenfunktionen normiert. 1st 

(15) t (x) = Co Yo (x) + C1Yl (x) + ... 
eine gleichmaBig konvergente Reihe mit konstanten Koeffizienten C /l ' 

so folgt durch gliedweises Integrieren analog wie in der Theorie der 
FOURIERSchen Reihen 

(16) 

So erhebt sich die Frage, inwieweit man gegebene Funktionen t (x) 
durch (15) und (16) in Reihen nach den Eigenfunktionen entwickeln 
kann. Die nun folgenden Ausfiihrungen haben die Beantwortung dieser 
Frage zum Ziel. Wir nennen den sich schlieBlich ergebenden Satz den 
Entwicklungssatz. 

8. Vergleich von Differentialgleichungen. Zum SchluB dieses Para­
graphen mogen nun noch einige Abschatzungen mitgeteilt werden, 
betreffend die Lage der Nullstellen der Losungen einer Differential­
gleichung (1) nnd damit im Zusammenhang, betreffend die GroBe der 
Eigenwerte. Die zum Beweis des Oszillationstheorems vorgefiihrte, von 
PRUFER erdachte Methode erscheint fUr diesen Zweck hervorragend 
geeignet, da sie es erlaubt, in bequemer Weise die Erfiillbarkeit beider 
Randbedingungen nachzupriifen. Es mag auch eine reizvolle Anfgabe 
sein, den Beweis fUr die monotone Abhangigkeit des ff;, (b) von A auf 
S. 166/167 zu einer Abschatzung durchznbilden. Einfacher erscheint es 
mir aber, zu diesem Zwecke unmittelbar an die Differentialgleichung (1) 
anzukniipfen. FUr sie gilt narnlich eine Bemerkung analog der, die wir 
S. 165 fUr die zweite Differentialgleichung (4) bewiesen haben. Hier 
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gehort in gewissem Sinne zur Differentialgleichung mit groBerem q 
die klein ere Losung. 

Sind namlich 

(17) 
d I 

dx (PY2) + q2Y2 = 0 

zwei Differentialgleichungen mit gleichem P, aber verschiedenem q, 
so mogen Losungen betrachtet werden, die bei x = a derselben Rand­
bedingung (6) geniigen. Multipliziert man die erste Differentialgleichung 
(17) mit Yz und die zweite mit Yl und subtrahiert, so wird 

d( I d(, ( Y2 d x P Yl) - Yl d x P Y2) + ql - qz) Yl Y2 = 0 

oder, was dasselbe ist, 

(18) 

Nun ist bei x = a 

Denn wir haben ja dort 

cos IXYl (a) - P (a) sin IXY~ (a) = 0, 

cosIXYz(a) -p(a)sinlXy;(a) = O. 

Da aber cos IX und p (a) sin IX nicht beide verschwinden, so ist die 
Determinante dieser beiden Gleichungen Null. Integriert man daher 
(18) von a bis x, so kommt 

x 

(19) P (Y2 y~ - Yl Y;) = f (q2 (~) - qd~))Yl (~) Y2 (~) d~. 
a 

Nun sei q2(X) > ql(X) in a <x< b. Weiter seien bei x = a sowohl 
Y (a) wie Y' (a) vorgeschrieben, und zwar Yl (a) = Y2 (a), y~ (a) = y~ (a) 
und es sei entweder Yl (a) > 0, oder y~ (a) > 0, so daB also entweder 
bei x = a oder dicht hinter x = a sowohl Yl (x) > 0, als Yz (x) > 0 gilt. 
Dann ist die rechte Seite von (19) positiv, solange x > a so nahe bei 
a liegt, daB keine weitere Nullstelle von Yl (x) oder von Yz (x) zwischen 
a und x liegt. So lange ist also 

Yz y~ - Yl Y; > 0 . 
Also auch 

Y ' , 
2 Yl -;; Yl Yo > 0 

Y2 

fUr aIle diese x > a. D. h. 
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fUr aile diese x > a. Da aber 

ist, so folgt, daB 

(20) Yl (x) > Y2 (x) 

fUr aIle x > a, die so beschaffen sind, daB zwischen a und x weder eine 
Nullstelle von Yl noch eine von Y2 liegt. (20) lehrt aber, daB die auf a 
folgende Nullstelle von Yl (x) sicher weiter von a entfernt ist, als die 
auf a folgende von Y2 (x). J e groBer also q wird, urn so naher ruckt eine 
etwa vorhandene, zunachst bei a gelegene Nullstelle an a heran. Konnen 
wir also fUr irgendein q die Existenz und Lage einer auf a folgenden 
Nullstelle angeben, so haben wir fUr aile groBeren q eine obere, fUr aile 
kleineren q eine untere Schranke fUr den Abstand, den die auf a fol­
gende Nullstelle von a besitzt. Zu prazisen zahlenmaBigen Abschatzun­
gen gelangt man also durch das Studium spezieller Differentialglei­
chungen. 

Am bequemsten zu ubersehen sind nun Differentialgleichungen 

z" + m2 z = 0 
mit konstantem m und mit ihnen sind dann bequem Differentialglei­
chungen 

(21) z" + Q (~) z = 0 

zu vergleichen. 

9. STURM-LIOUVILLEsche Differentialgleichungen. STURM-LrouVILLE­
sche Differentialgleichungen (1) sind nun aber durch eine gewisse Sub­
stitution in Differentialgleichungen (21) uberzuffihren. Betrachten wir 
namlich die Funktion 

(22) 

so wird 

ddx (p ~~) + q(x) y (x) = Pl/4 (Zll + z[p~/. - ! P~1. (;~.)'J). 
Drucken wir also in dem Koeffizienten von z gemaB 

III 

~=f~ fp (t) 
a 

X durch ~ aus und bezeichnen ihn dann mit Q W, so wird durch (22) 
eine umkehrbar eindeutige Beziehung zwischen den Losungen von (21) 
und denen von (1) hergestellt. Beachtet man noch, daB dabei das Inter~ 

b 

vall a < x <b III 0 <~ <J r:~t) ubergeht und daB Randbedin-

" 
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gungen (6) in gleichartige Randbedingungen fiir z an den Enden des 
Bildintervalles ubergehen, so mag es gerechtfertigt erscheinen, wenn 
wir die weiteren Betrachtungen an STURM-LIOUVILLEschen Differential­
gleichungen mit p = I anknupfen. 

10. Abschiitzung der Nullstellen. Wir betrachten also nun weiter 
d 2 y 

(23) dx2 + q(x) Y = 0 

mit Randbedingungen (6). 
Wir betrachten zunachst die Randwertaufgabe (6) fur 

y2 + m2y = 0 

bei konstantem m 2 > O. Setzt man die allgemeine LOSUl'lg in der Form 

y = C1 cos m(x - a) + c2 sinm(x - a) 

an, so rechnet man leicht nach, daB die Randbedingungen (6) dann, 
und nur dann, eine nichttriviale Losung zulassen, wenn m der Glei­
chung 

sinm (b-a) (cos(J.cos(J + m2 sin(J.sin(J) -mcosm (b -a) sin((J -(J.) =0 

genugt. Also sind z. B. 

(h = I, 2, 3 ... ) 

die Eigenwerte fiir (J. = (J. Merkwiirdigerweise sind es fiir alle diese 
Randbedingungen dieselben. Also Eigenfunktionen ergeben sich 

y = msin (J.. cosm(x - a) + cos (J.sin m(x - a). 

Fur beliebige m genugen diese der Randbedingung (6) bei x = a. 1st 
m ein Eigenwert, so genugen sie beiden Randbedingungen (6). Fuhrt 
man noch einen Winkel y ein, fiir den 

. m sin a: 
smmy = J 

ycos2 a: + m2 sin2 a: 

cos a: 
cosmr = 

l'cos2 a: + m2 sin2 a: 

ist, so kann man auch (0 < (J. < n), (0 < y < n) 

sinmr cosm(x - a) + cosysinm(x - a), 
d.h. 

y =sinm(x -a +y) 

als Eigenfunktionen betrachten. Ihre erste auf a folgende Nullstelle 
liegt bei 

n a+ m -y, 

und die ubrigen Nullstellen unterscheiden sich davon um Vielfache 
n 

von - . Betrachtet man dann eine Differentialgleichung m 

(22) y" + q(x) y =0, 
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in der q > m 2 ist, und betrachtet fUr sie auch die Randbedingung (6), 
so besitzt die zugehorige Losung nach den schon durchgefUhrten Uber­
legungen jedenfalls zwischen 

n 
a und a + --'}' m 

eme Nullstelle, wofern : - y < b - a ist, also sicher dann, wenn 

n < m (b - a). Betrachtet man aber eine Differentialgleichung mit 
q < m 2 und lost fUr sie die Randwertaufgabe (6), so besitzt die Losung 
sicher keine Nullstelle zwischen 

n 
a und a + -- - '}' . 

m 

Wie steht es aber mit den iibrigen Nullstellen? Hier ergibt sich aus 
unseren allgemeinen Betrachtungen iiber den Vergleich der Losungen 
zweier STURM-LIOUVILLEscher Differentialgleichungen das folgende 
Resultat: 

Wenn in dem I ntervall a < x < b 

(23) 

ist, so gilt tur den Abstand 15 zweier aufeinanderfolgender "Nttllstellen 
einer beliebigen Losung von (22) die Abschiitzung 

(24) ~SI5S~. 
M- -m 

Betrachtet man namlich zwei aufeinanderfolgende Nullstellen einer 
Losung von (22) aus dem Intervall a < x < b, so ziehe man zum Ver­
gleich diejenigen Losungen der Differentialgleichungen 

y" + m2 y =- 0, 

y" + M2y = 0 

heran, die an derjenigen der beiden Stellen verschwindet, welche die 
kleinere Abszisse besitzt, und wende unter Heranziehung der ersten 
Randwertaufgabe das bisher Gesagte an. 

11. Abschatzung der Eigenwerte. Hieraus ergeben sich unmittelbar 
Abschatzungen iiber die Anzahl der Nullstellen, welche eine Losung 
von (22) bei (23) in a < x < b besitzt. Es ist namlich, wenn man nur 
die Nullstellen im Intervallinneren zahlt, fUr ihre Anzahl n 

(25) b-a < <b-a M ----;-m = n = -n- . 

Da nun nach dem Oszillationstheorem der note Eigenwert dadurch 
charakterisiert ist, daB in das Intervallinnere n Nullstellen der Losung 
fallen, so ergibt sich z. B. fiir Differentialgleichungen 

y" + ;,q(x) y = 0 
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fur den n-ten Eigenwert die Abschatzung 

11,2;112 12.2 n 2 

(26) (b _ a)2M2 < An < (b _ a)2 m2 • 

Betrachten wir weiter Differentialgleichungen 

(27) y" + (q(x) + A) Y = o. 
Dann folgt nach (25) fUr die Anzahl der N ullstellen 

b - a 11m2 + A <n < b - a 11M2 +T- . 
n n_ - n n 

Also 
(b -~ (m2 + Jon) < I < (b - a)2 (M2 + ~.). 

n 2 "/12 n 2 = = n 2 n2 n 2 

Fur n -+ 00 folgt hieraus 

n-+oo 

lim (b - a)2~" - I 
71:2 n2 - • 

Man schreibt dafiir auch 
n2 ,n2 

An ;-..., (b _ a)2 • 

Dies bemerkenswerte Ergebnis besagt, daB das asymptotische Ver­
halten der Eigenwerte fUr alle Randwertaufgaben (6) der Differential­
gleichung (27) das gleiche ist. 

Das Ergebnis (25) kann man noch wie folgt verscharfen: Man be­
trachte zwei Differentialgleichungen: 

Y~ + ql (x) Yl = 0, 

Man betrachte Losungen beider, die bei x = a die gleiche Randbedin­
gung (6) erfullen. Dann wird die k-te auf a folgende N~tllstelle von 
Y2 (x) vor der k-ten auf a folgenden Nullstelle von Yl (x) angetroffen. Fur 
die erste auf a folgende Nullstelle wurde diese Angabe oben bewiesen. 
Wir beweisen sie durch vollstandige Induktion allgemein. Sie sei also fUr 
die n-ten Nullstellen richtig. Die n-te Nullstelle 'YIn von Y2(X) liege also 
vor der n-ten Nullstelle ~n von Yl (x). Alsdann konstruiere man eine 
Lasung 5\ (x) der ersten Differentialgleichung, welche bei 'YIn verschwin­
det und suche ihre folgende Nullstelle. Die erste auf'YIn folgende Null­
stelle von Yl(X) liegt dann erst jenseits von 'YIn+!' well Yl(X) und Y2(X) 
bei 'fJn beide verschwinden und Yl zuno Differentialgleichung mit klei­
nerem q gehOrt. Die beiden Lasungen Yl (x) und Yl (x) dieser Differential­
gleichungen stimmen nun entweder in ihren Nullstellen iiberein, oder 
aber zwischen je zwei aufeinanderfolgenden der einen liegt nach S. 156 
genau eine Nullstelle der anderen. Da aber ~n zwischen den beiden 

aufeinanderfolgenden Nullstellen 'fJn und ~n+l von Yl liegt, so liegt 

~n+! erst jenseits ~n+l' also erst recht (wie ~n+l) jenseits 'fJn+l' 
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§ 3. Hilfssatze zum Beweis des Entwicklungssatzes. 

1. Interpolation. Sind Yo, Yl' ... , Yn-l die n ersten Eigenlunktionen. 
so kann man stets n Zahlen co' ... , cn _ 1 so bestimmen, daf3 

coYo + ... + cn - 1 Yn -1 

an n in a < x < b gelegenen Stellen vorgeschriebene Werte annimmt. 
Sind Xl' .• Xn die Stellen, 11' .. In die vorgeschriebenen Werte, so 

handelt es sich urn die Auflosung des linearen Gleichungssystems 

(1) 

Dazu ist zu zeigen, daB 

nur durch 

n-l 
;EcjYj(xi ) = Ii 
j=O 

n-l 
;ECjYi(Xi ) = 0 
j=O 

(i=I,2, ... ,n). 

(i = 1, 2, ... , n) 

befriedigt werden kann. Daraus folgt ja, daB dann die Determinante 
von (1) von Null verschieden ist. Es ist also zu zeigen: 

Hat 
Co Yo (x) + ... + cn_1Yn_l(x) 

n verschiedene Nullstellen in a < x < b, so ist 

Co = C1 = ... = cn - 1 = O. 

Der Beweis beruht auf den folgenden Eigenschaften, die nach § 2 
der Funktion Yk(X) zukommen. 

a) Es gibt drei in a < X < b definierte Funktionen, p, q, r, so daB 
p > 0, r > 0 und daB jedes Yk(X) fUr einen geeigneten Wert von A 
einer Differentialgleichung 

(2) d~ (p ~:) + (q + Ar) Y = 0 

genugt. Fur verschiedene Yk hat der Parameter A verschiedene Werte. 
b) Fur X-l>- a, und fUr x -l>- b ist 

(3) 

(4) 

c) Fur x -l>- a und fUr x -l>- b existiert 

-lim2:'k, 
Yo 

und ist =f= O. 
d) ydx) hat in a < x < b hochstens k Nullstellen. 
Die genannten vier Eigenschaften kommen auch den Funktionen 

(5) (k = 0,1. .. n - 1) 

zu. 
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1. Wendet man nam1ich die LAGRANGESche Identitat (13) von S.152 
auf Y = Yo und Z = Yk+l an, so kommt 

(6) ddx P(YOYk+l - Yk+lY~) = YoL(Yk+1) - Yk+lL(yo). 

Dabei ist 

(7) L( )_~(pdY) Y - dx dx + qy. 

Also ist 

(8) 

Daher wird 

(9) /x C~~ ~~) = ddx C~5 (20 - 2k + l)rYoYk+ 1) = (20 - Ak + 1) ;;g . 
2. Es ist fUr x ~ a und fUr x ~ b 

limzk = o. 
Nach (8) existiert wegen (4) der Grenzweri von 

_l_dzk _ (2 -A )Yk+ 1 

r Y5 d x - 0 k + 1 Yo' 

Daher ist fUr x ~ a und fUr x ~ b 

lim ~ (zoz~ - ZkZ~) = O. 
ryo 

3. Aus Zk ~ 0 fo1gt wegen (4), daB 

1· Zk l' Z;, l' (J·o - Ak+ 1) rYoYk+ 1 1m - = 1m - = 1m '----",,-:-----'-'=-,,-,---0 

Zo Zo (.1.0 - .1.1) rYoYl 

existiert und =1= 0 ist. 
4. Zwischen zwei aufeinanderfolgenden Nullstellen von Yk liegt hoch­

stens eine Nullstelle von Zk' Wegen (8) kann nam1ich z~ sein Vorzeichen 
nicht wechseln, solange Yk+l ein festes Vorzeichen hat. Denn auch 
r und Yo wechseln ihr Vorzeichen nicht. Zwischen a und der ersten Null­
stelle von Yk+1' und zwischen der letzten Nullstelle von Yk+l und b 
kann Zk nicht verschwinden. Denn dazwischen hat z~ einerlei Vor­
zeichen und es ist Yk ~ 0 fUr x ~ a und fUr x ~ b. 

Nun kann die Behauptung tiber die Interpolation durch vollstandige 
Induktion bewiesen werden. Sie ist gewiB richtig fUr n = 1, wei1 Yo 
im Intervall nirgends verschwindet. Sie sei richtig fUr weniger als 
n Funktionen, also z. B. fUr zo' .. zn-2' Hat dann 

f(x) = coYo + ... + Cn-lY,,-l 

mehr a1s n Nullstellen in a < x < b, so hat 
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mindestens n Nullstellen. Daher ist c1 = c2 = ... = cn _ 1 = 0 und also 

f(x) = coYo. 

Diese hat aber fUr Co =l= 0 iiberhaupt keine Nullstellen in a < x < b. 
Also ist auch Co ::;:: 0, 

2. Die Ab,eSCDWS$enheit. 1st eine stetige Funktion I(x) zu allen 
Eigenlunktionen l)rt/1ggc1t{tl, so ist sie identisch Null. 

Aus 

(10) (n = 0, 1, ... ) 

folgt also I ;;;: 0 in a:S;; x :s: b • 
a) Wir nehmen an, e~ gebe eine nicht identisch verschwindende stetige 

Funktion I (x), df~ allen Gleichungen (10) geniigt und konstruieren 
eine weitere ijokhe F'\ln~tu:m g(x) , die auBerdem eine stetige Ableitung 
hat, und ffil' die P g' ~beJlfalls eine stetige Ableitung besitzt, und die 
auBerdem den RandbOOingungen (6) auf S. 163 geniigt. Wir nennen eine 
solche Funktion regular. 'Man wahle fUr A einen Wert, der von allen 
Eigenwerlenvefpchfeden ist, und bestimme g so, daB 

ddx (p :!) + (q + Ar) g = rl 

ist, und daB (6) von S. 163 erfiillt ist. Da A kein Eigenwert ist, so ist 
dies nach S. 159 moglich. Nun wende man die LAGRANGESche Identitat 
(13) von S. 152 auf g und Yn an. Man setze darin 

L(u) = ddx (p~:) + quo 
Dann lieferl sie 

- gAr. ryr. + Yr.Arg - Yr.rf = d~ (Po (gYk - Yr.g'»)· 

Man integdere von a bis b, so kommt 
b b 

f (A - Ar.) rgYr. dx = f rfYr. dx • 
a a 

Denn fiir x -:::- a und fiir x = b ist 

(11) gYk - Yr.g' = o. 
Z. B. bei x = a ist doch 

cos at Yr. (a) - sin at p (a) Yk (a) = 0, 
cos at g (a) - sin atp (a) g' (a) = o. 

Da cos at und p (a) sin at nicht beide verschwinden, so gilt (11). Aus 
b 

A =l= Ar. und f r f Yk dx = 0 folgt also 
a 
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b) Verschwindet eine regulare Funktion g(x) ffir alle in a < x < b 
gelegenen Nullstellen eines Yk (x), so ist 

b b 

(12) I g L (g) d x + Ak I r g2 d x < O. 
a a 

Da g denselben Randbedingungen wie Y1: geniigt und im Intervall­

inneren an den gleichen Stellen wie Yk verschwindet, so ist L in 
"10 

a < x < b stetig. Wenn namlich Yk am Rande verschwindet, so auch 
g wegen der Randbedingungen. Yk hat aber nur einfache Nullstellen, 
weil es nicht == 0 ist. 

Nun ist nach der Identitat von LAGRANGE 

-dd (iL (Ykg' - gy;')) = .L (Yk L (g) - g L (Y1o)) 
x , "10 Yk 

+ ~ (Y1og' - yy02 
Yk 

= g L (g) + A10 r g2 + P (g' - :10 Yk r 
an allen Stellen richtig, wo Yk =1= 0 ist. Da aber JL. durchweg stetig ist, 

Yk 
so liefert die Integration von a bis b 

b b b 

0= I gL(g) dx + A10I rg2dx + I p (g' - LYk)2 dx, 
a a a h 

worin die Behauptung liegt. 
c) Gent"lgt eine reguliire Funktion t den Gleichungen 

b 

I r/Yk dx = 0, k = 0, 1, ... , n - 1, 
a 

so ist 
b b 

(13) IlL (I) dx+ A .. I rl2dx~ o. 
a a 

Man bestimme nach 1. einen Punkt 

Co Yo + ... +c .. -1Y .. -l' 

der an den n Nullstellen von Y .. (x) aus a < x < b mit I iibereinstimmt. 
Dann ist 

g(x) = I (x) - coYo ••• - c .. -1Y .. -l 

regular und verschwindet an den n Nullstellen von Y .. aus a < x < b. 
Daher ist b) auf g anwendbar. Aus der LAGRANGESchen Identitat folgt 
aber 

b b b 

I Yi L (f) dx = IlL (Yi) dx = - Ai I r I Yi dx = 0 (i = 0, 1, ••• , n - 1) • 
a a a 

BIEBBRBACH, DiHerentialgleichungen. 3. Autl. 12 
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Ferner ist fUr normierte Eigenfunktionen Yk 

b b {O fUr i =l= j , f Yi L (y,) dx = - Aj f rYiYj dx = 1 f" . _ . 
a a \ - Aj ur t - J • 

Daher wird 
b b n-l 

f gL(g)dx = f IL(f)dx - f CPi' 
a a i~O 

b b n-l 

f r g2 dx = J r f2 dx + .2 cr· 
a a i~O 

Tragt man dies in die in b) bewiesene Forme1 ein, so wird 

b b n-l 

f 1 L (I) d x + An f r 12 d X + .2 cr ().n - Ai) < 0 . 
a a i~O 

Wegen 
An> Ai U = 0,1, ... , n - 1) 

fo1gt hieraus die Behauptung c). 
d) Wenn nun ein 1 (x) den G1eichungen (10) geniigt, so bi1de man 

nach a) ein regulares 1 (x), das diese1ben G1eichungen erfiillt. Nach c) 
wird dann fUr alle n 

b b 

(14) An f r f2 d x < - f 1 L (f) d X • 
a a 

b 

Nun ist abf'r An --+ 00 fUr n --+ 00. Ware f r 12 d X =l= 0, so enthielte 
a 

b 

(14) etwas Ungereimtes. Daher ist f r/2dx = O. Da 1 stetig ist, so 
a 

fo1gt hieraus 1 == 0, womit die Abgesch10ssenheit bewiesen ist. 

§ 4. Beweis des Entwicklungssatzes. 

1. Reduktion auf eine Konvergenzfrage. Der in § 3 bewiesene Ab­
gesch10ssenheitssatz erlaubt es, die Entwicklungsfrage auf eine Kon­
vergenzfrage zu reduzieren. Wenn namlich 1 (x) eine stetige Funktion 
ist, und wenn die mit den Koeffizienten 

b 

Ck = f rYkl dx (k = 0.1. .. ) 
a 

gebi1dete Reihe l 

Co Yo + c1 Y1 + 
m a ~ x < b gleichmaBig konvergiert, so ist 

I(x) = Co Yo + Cl Y1 + ... 
1 Die Yk sind normierte Eigenfunktionen. 
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in a < x < b. Setzt man namlich 

D (x) = f (x) - Co Yo - c1 Yl •.• 

so ist D (x) in a < x < b stetig und 
b 

179 

J rYk Ddx = 0 (k = 0, I ... ) 
a 

N ach dem Abgeschlossenheitssatz ist daher D (x) = 0 in a < x < b. 
Es bleibt somit nur die gleichmaBige Konvergenz jener Reihe fUr 

gewisse Funktionenklassen f(x) zu beweisen. 
Der Beweis ergibt sich aus einem allgemeinen Konvergenzsatz, 

den ERHARD SCHMIDT an die Spitze seiner klassischen Abhandlungen 
fiber Integralgleichungen gestellt hat, Abhandlungen, die weit tiber 
die Prohleme hinaus, denen sie zunachst galten, bahnbrechend ge­
wirkt haben. 

2. Allgemeiner Konvergenzsatz tiber Orthogonalfunktionen. Es sei 

fPl(X) , fP2(X) , ... , 
eine Folge ~n a < x <b stetiger normierter Orthogonalfunktionen. Es 
sei also 

(15) 

Es sei f (x) in a < x < b erkliirt und es existiere 

b b 

JF(x)dx und JF[(X)]2dx. 
a a 

Es sei G (x,~) fur a <x< b, a <~< b erkliirt; es sei 
b 

(16) J[G (x, ~)]2 dx = G (~) < M2 
a 

fur aZle a < ~ < b, wobei Meine von ~ unabhiingige Zahl ist. 
Dann konvergiert 

in a < ~ < b absolut und gleichmii[3ig . 
Aus (15) folgt' 

b n b b n b 

J[F -.2fPiJ FfPi dx]2dx = J Pdx -.2{f FfPidx}2 > O. 
a 1 a a 1 a 

Da somit die Partialsummen der Reihe nichtnegativer Glieder 

(17) 

12* 
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unter der von n unabhangigen Schranke 
b 

fPdx 
a 

liegen, so ist die Reihe (17) konvergent. Schreibt man statt Fein G 
und halt'; fest, so findet man durch die gleichen Dberlegungen und 
unter Beachtung von (16), daB 

00 b 

.2 {f G (x,';) fPidx}2 < M2. 
n=1 a 

Nun beachte man, daB 

n+p b b n+p b n+p b 

{,); IfFfP;dxllfGfPidxl}2< . .2 {fFfPidx}2 .. .2 {fGfPi dx }2 
l.=n a a 1. = nat = n a 

ist1 . 

Daher ist 
n+p b b 1/ 00 b 

(18) iE. I!FfPidxllfGfPidxl<M r i~{[FfPidx}2. 
Da aber die Reihe (17) konvergiert, so kann man n so groB wahlen, 
daB die rechte Seite kleiner als eine vorgeschriebene positive Zahl e 
wird. Da die Schranke, oberhalb deren dazu n liegen muB, von p un­
abhangig ist, so ist die Reihe linker Hand von (18) konvergent. Damit 
ist der allgemeine Konvergenzsatz bewiesen. 

3. Entwicklungssatz. Wir formulieren nun den Entwicklungssatz. 
Entwicklungssatz2 : 1st f(x) in a < x <b stetig und zerfallt das 

Intervall a < x < b in endlich viele abgeschlossene Intervalle, in deren 
jedem ! (x) eine stetige Ableitung besitzt, ist auBerdem f (x) an jedem 
Intervallende Null, an dem fUr die Eigenfunktionen Yn verschwindende 
Randwerte vorgeschrieben sind, so ist die Reihe 

00 b 

); Yn (x) f r!Yn d '; 
n=o a 

III a::;: x < b absolut und gleichmaBig konvergent. 

1 Setzt man 
b 

at = IfF CPi d X I ' 
a 

so bedeutct dies, da/3 
(,1: ai b.)2;S E aj. Eb; 

ist. Nun aber ist fur beliebige reelle xl' X2 

E (Xl ai + x2bi )2 = Xi E a; + 2X1 X 2 E a,bi + x~ E b; 2:: O. 

Also ist 
(Ea i b,)2 - E a; ·Zb;;S O. 

2 Man vgl. die Bemerkungen von S. 178/179 uber die Moglichkeit, den Entwick­
lungssatz als Konvergenzsatz zu formulieren. 
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Man gewinnt den Beweis, wenn man in dem allgemeinen Kon­
vergenzsatz statt der f/Jn' F, G geeignete Funktionen eintragt. Wir 
nehmen 

Pn = lA~~ ).Jy~ - ~:y~), n = I, 2 ... 

Wenn an einem Intervallende Randwerte Null vorgeschrieben sind, 

so verstehe man dort unter y" den Grenzwert von y" ((x)) bei Annaherung 
Yo Yo x 

an den Randpunkt. Dann sind die f/Jn (x) in a < x < b stetig. Sie sind 
normiert und orthogonal. Denn es ist 

b b " 

f . dx= 1 fp( ~-. ,)(YoY;-YiYO)dx 
a p, Pi "fAj -Ao VAS _ Ao YoY. Y,Yo yg . 

a 

b 

= l2i - ).olYAs _ Aof P (YoY~ - YiY~) ddx GJ dx 
a 

1 {[Yi (' ,)]b 
=tAi-AOlAi-Ao Yo p YOYi-YiYO a 

b 

-f~: ddx (P(Yoy~ - Yiy~))dx. 
a 

Der ausintegrierte Bestandteil ist Null nach einer schon S.176 benutzten 
Bemerkung. Dnter dem Integral wende man die Identitat von LAGRANGE 

an. Dann bekommt man 

b b 

f Pi P; dx = - 1 f Yi (Yo L(y.;) - Yi L (Yo)) dx 
a fA;-AoVAS-Ao Yo 

a 
b 

=_ 1 fYS(-AirYiYo+AorYiYo)dX 
l'A/ - Ao fAj - }'o Yo 

a 

a 
Nun nehme man 

F = fP (I' - :0 y~) . 
Das Intervall zerfallt nach unseren Voraussetzungen tiber f in endlich 
viele abgeschlossene Intervalle, in deren jedemF stetig ist. Daher existiert 

b b 

f Fdx und f F2 dx. 
a a 
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Dann ist 
b b 

J FYi dx = O'i - AoJ rjy;dx. 
a a 

Man beweist dies, indem man in der gerade vorhin angestellten Be-
F f 

trachtung CfJi durch , also Yi durch ersetzt. Da j 
p; - .1.0 l' A; - .1.0 

stetig ist, kann auch die partielle Integration unverandert durchgefUhrt 
werden. 

Weiter setze man 

'" G(x,~)= Yo(~) fr(t)y~(t)dt, 
l' p (x) Yo (x) 

a 

'" 
G(x,~)= Yo(;) fr(t)Y~(t)dt, ~<x<b. 

f p (x) Yo (x) 
b 

G (x,~) ist beschrankt und fUr x +- ~ stetig1 . Fur x = ~ aber wird 
b 

G(~+O,~)-G(~-O,~) = - 1 fr(t)y~(t)dt= - _~. 
l'P (~) lP (;) 

a 

Somit existiert 
b 

und J G2tx,~) dx 
a a 

und gibt es eine Zahl M2, so daB 

b 

J G2(X,~) dx < M2 
'a 

fUr aIle a < ~ ::;;: b. Dann wird 

b '" __ 

+ J . Yo(;_) - f r(t) y~(t) dt y P(x) (y~ - Yi y~) dx 
l' p (x) Yo(x) Pi -.1.0 Yo 

~ b 

1 Wenn z. B. Yo (a) = 0 sein sollte, so ist flir x < ~ 

'" 
lim ~( ) f r(t) y~ (t) dt --,- 0 
",-+0 Yo x 

a 

und flir x> ; und genligend nahe bei agelegene oX 

i rpo(~) 1< 1 rpo(x) I· 



§ 4. Beweis des Entwicklungssatzes. 

b i: x 

f Gq;tdX= .:o(~) fddx (Y')fr(t)y~(t)dt.dX 1 Ai - )'0 Yo 
a a a 

yd~) 

l'J,,-Ao 
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Tragt man die gefundenen Ergebnisse in den allgemeinen Kon­
vergenzsatz ein, so erkennt man die Richtigkeit des Entwicklungs­
satzes. 

4. FOURIERsche Reihen. Dieser allgemeine Entwicklungssatz er­
innert an den analogen Satz in der Theorie der FOURIERSchen Reihen!. 
Dort wird gelehrt, daB man jede in - n < x <n abteilungsweise 
stetig differenzierbare Funktion in der Form 

00 

t(x) = ~ao + .2(ancosnx+ bnsinnx) 
n=l 

entwickeln kann. Hier ist 

a. ~ ~lIIX) ,,,,nxdx, 1 

b. ~ ~ 111*", nxdx . r 
n = 0, 1 ... 

-n 

Die FOURIERschen Reihen sind kein Spezialfall der allgemeinen 
STURM-LIOUVILLEschen Entwicklungen. Denn die Funktionen 

(19) 1, cos x, cos 2 x , . . ., sin x , sin 2 x , . . . 

sind keine Funktionenfolge, die fUr - n < x <n Randbedingungen 

1 Vgl. z. B. meinen Leitfaden der Integralrechnung. 3. Aufl., S. 78ff. Leipzig: 
B. G. TEUBNER 1928. 
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vom STURM-LIOUVILLEschen Typus geniigen. Sie sind gewiB Integrale 
der Differentialgleichungen 

y" + n2y = 0 

der cos n x und sin n x geniigen. Bei x =:It aber sind 

{
COS ex cos n:lt fUr y" = cos n x, 

cos ex y" (:It) - sin ex y~ (:It) = . fU' . 
smexcosn:lt r y" = smnx. 

Fiir kein ex sind beide Werle Null. Daher ist die Folge (19) keine 
Folge STURM-LIOUVILLEscher Eigenfunktionen. Wenn aber f(x) in 
-:It ~ X <:It stetig ist und I(-:lt) = I (:It) ist, so entwickle man 

f(x) + fe-x) 
2 

in 0 < x <:It nach den Eigenfunktionen von 

(20) y" + AY = 0, 

und den Randbedingungen 

und 
u' (0) = U' (:It) = 0 

f(x) - fe-x) 
2 

in 0 < x <:It nach den Eigenfunktionen von (20), die 

u(O) = u(:It) = 0 

geniigen. Beide Male sind die Eigenwerle A = n 2• 1m ersten Fall sind 
die Eigenfunktionen abgesehen von der Normierung 

im zweiten Falle 

Also wird 

Daher ist 

und 

1, cos x , cos2x, ... , 

sinx, sin2x, .... 

f(X)+;(-X) = ~+alcosx+ ... , 

f(x) - ie-x) = b1sinx + .... 

1(- x) = ;0 + (al cos x - bl sin x) + . .. fiir 0 < x < :It • 
Somit ist 

I(x) = ~ + (al cos x + bl &inx) + • • • auch fUr -:It < X <0. 

Die Voraussetzung I (:It) = I(-:lt) muBte gemacht werden, damit 

f(x} - f(- x) 
2 



§ 5. Die BEssELSche Differentialgleichung. 185 

fiir X = 0 und fiir X = n verschwindet. Denn die hier gewahlten Eigen­
funktionen verschwinden bei 0 und n. Unser allgemeiner Entwicklungs­
satz bezieht sich aber in solchen FaJ.1en auf Funktionen, die gleichfalls 
bei 0 und n verschwinden. 

§ 6. Die BESSELsche Differentialgleichung 
,,+1 '+(1 112) 0 Y x Y -xl! Y= • 

1. BassELSche Funktionen. Ich behandle sie als Beispiel zu den all­
gemeinen Erorterungen der vorstehenden Paragraphen, obwohl dabei 
nicht alle Voraussetzungen jener Paragraphen erfiillt sind. n sei eine 
reelie, nichtnegative, nicht notwendig ganze Zahl. 

Zunachst wolien wir feststelien, daB diese Differentialgleichung stets 
ein bei X = 0 endliches Integral besitzt, obwohl x = 0 ein singula.rer 
Punkt ist. Zu diesem Zweck machen wir den Ansatz 

y = xn·v 

Fiir v ergibt sich dann die Differentialgleichung 

xv" + (2n + 1) v' + xv = 0 . 

Wir versuchen nun, derselben durch eine Potenzreihe 

v = ao + a1 x + a2 x2 + . . . 
zu geniigen. Setzt man sie ein, so erhalt man 

(n 2: 0) . 

xv = aox + ~X2 + ... + a2m x2m +1 + a2m+lx2m+2 + .. . 
(2n + 1) v' = (2n + 1) a1 + 2 (2n + 1) a2x + 3 (2n + 1) asx2 + .. . 

+ (2n + I) (2m + 2) a2m+2X2m+1 

+ (2n + 1) (2m + 3) a2m+sx2m+2 + ... 
xv" = 2a2x + 6asx2 + ... + (2m + 2) (2m + 1) a2m+2X2m+1 

+ (2m + 3) (2m + 2) a2m+sx2m+2 . ... 

Da die Summe Null sein soli, so geniigt man der Gleichung, wenn 
man die Koeffizienten der einzelnen x-Potenzen in der Summe Null 
setzt. Das fiihrt zu den Gleichungen 

~=O 

ao + 4 (n + 1) a2 = 0 

a1 + 3 (2n + 3) as = 0 

a2 + 8 (n + 2) a4 = 0 

a2m + ~m+2 • 2 (2m + 2) (m + n + 1) = 0 

~m+l + a2m +3 (2m + 3) (2 (n + m) + 3) = o. 
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Man bereehnet daraus 

a1 = 0 

. 1 1 1 1 
a 2m = (- I)m. 2"m m!' n + 1 . n + 2 

a2m + 1 = O. 

So findet man als Losung sehlieBlieh 

I 

m= 0:> I I I 
(I) v = ao 2 (- I)m 2"m m! h=m ox2m • 

m=O IJ(n+h) 
h=l 

Da diese Potenzreihe nun offenbar einen von Null versehiedenen Kon­
vergenzradius hat, so ist naehtraglieh einzusehen, daB unser Verfahren, 
das ein gliedweises Differenzieren der Reihe usw. benutzte, in Ord­
nung ist. 

Die Methode, die wir hier verwendeten, heiBt Methode der un­
bestimmten Koeffizienten. Wir werden sie noeh haufig bei der Inte­
gration der linearen Differentialgleiehungen zweiter Ordnung verwenden. 

reh setze nun noeh wie ublich 

und bezeichne 

I 1 
aO =2n r(n+l) 

xn 00 I 1 1 
(2) fn(x) 2n .r(n+l)v= m~o(-I)m2n+2mr(m+l)r(m+n+1\xn+2m. 

Man nennt die hierdureh dargestellte ganze Funktion die BESsELsche 
Funktion n-ter Ordnung1 . 

2. Nullstellen. Dber ihre Nullstellen bekommen wir AufschluB, 
wenn wir durch die Substitution 

1 
Y = yx' Z 

1 Wir wollen uns jetzt nicht dabei aufhalten, nachzuweisen, daB das ge­
fundene das einzige bei x = 0 endliche Integral ist. Denn spater, S.219, wird 
sich das aus allgemeinen Methoden ganz von selbst ergeben. Bei nicht ganz­
zahligem n allerdings kann man sich davon sehr leicht im Rahmen der eben an­
gestellte,n Rechnung uberzeugen. Man braucht nur, statt wie eben in dem An­
satz y = xnv n positiv zu nehmen, y = x-nv (n > 0) anzusetzen. Man findet 
dann wieder fur v eine konvergente Potenzreihe. Aber y wird nun bei x = 0 
unendlich, unterscheidet sich also von 'der ersten Lasung nicht bloB urn einen 
konstanten Faktor und bildet daher mit dieser zusammen ein Fundamental­
system. Daher sind alle anderen Lasungen bei x = 0 ·unendlich. Die DurchfUhrung 
zeigt, daB nur fUr nicht ganzzahliges n ein neues Integral] _ n (x) gefunden wird. 
Flir ganzzahlige n aber wird ] _ n (x) sinnlos. Wie man hier ein zweites nicht end­
liches Integral findet, wird sich S.220 ergeben. 
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von der BEssELsehen Differentialgleichung zu einer anderen iiber­
gehen, in der die erste Ableitung fehlt. Die dureh 

z = fX . In (x) 

erkl1irte1 Funktion geniigt dann der Differentialgleichung 

(3) "+(1 4n2 -1) 0 z -~z=. 

Da mit waehsendem x der Koeffizient gegen Eins strebt, so strebt 
naeh S.172 der Abstand zweier aufeinanderfolgender NuIlstellen mit 
waehsender Nummer gegen~. Ieh betraehte die positiven Nullstellen oc'" 
von z (x) und denke sie mir der GroBe naeh numeriert. Da sie sich 
im Endliehen naeh S.156 nirgends haufen, und aIle einfaeh sind, so 
bilden sie eine monoton gegen Unendlich waehsende Zahlenfolge. Zu 
jedem e > 0 gehOrt eine ganze positive Zahl k = k (e), so daB 

4n2 -1 
1 - e < 1 - --- < 1 + e fUr x > OCk' 

4:\,2 = 

Fur die ft-te auf OCk folgende NuIlstelle ist daher naeh S. 172 

~ -~ ~ -~ 
HI' "(I-e)<ft< HI' 1o(I+e). 

:n; :n; 

Daher ist 

( 1 - ~) (1 - e) + ~ < (p. + k):n; < (1 - ~) (1 + e) +~. 
~k + '" ~k + I' ~k + I' ~k + I' " ~k + I' 

Daher gibt es eine positive Zilil ft (e), so daB fUr ft > ft (e) 

1 - 2e < (p. + k):n; < 1 + 2e. 
~I'+k 

Daher ist 

lim" ~" = 1, 
,.-+-00 v:n; 

wofiir man oc,. ,....., 'V~ zu sehreiben pflegt. 

3. Orthogonalsystem. Nunmehr betraehte ich die Funktion 

(4) 

Sie geniigt der Differentialgleichung 

(5) " + (.1,.2 _ 4 n2 - I) _ 0 
'IjJ 4:\,2 'IjJ - • 

Ich fasse A als Parameter auf und suehe ihn so zu bestimmen, daB 
die Differentialgleichung Losungen besitzt, welche bei x = 0 und bei 
x = 1 versehwinden. Dies ist dann und nur dann der Fall, wenn A 
einer Nullstelle OCI' von In (x) gleichgesetzt wird. Denn yocllxIn (oc,u x) ist 

1 Unter tx sei der positive Wert verstanden. 
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bei X = 0 Null; aber es ist auch fUr x = 1 Null .. Denn es ist J n (OCI') = O. 
1st aber "P (1) = 0, so ist (i J n (A) = 0, d. h. A einer der Nullstellen von 
J n (x) gleich (oder Null). Diese Eigenfunktionen sind nach S. 168 zu­
einander orthogonal. Daher sind aile OCI' reell. Denn sonst muBten 
zwei konjugiert imaginare Eigenfunktionen, als zu verschiedenen Eigen­
werten geh6rig, zueinander orthogonal sein, ohne daB die Eigenfunktionen 
identisch verschwinden. Das geht aber nicht an. Die Eigenfunktionen 
sind aber noch nicht normiert. AI' und A,. seien zwei beliebige Werte 
des Parameters A, also nicht unbedingt Eigenwerte. Ich setze 

"PI' = 'VAI' X J n (AI' x) und "P .. = 1'1:X J n (A .. x). 

Ich schreibe die beiden Differentialgleichungen 

" + (~2 4 n2 - 1) 0 "P~, A~,-~ "PI'= , 

"P~ + (A; - 4: x-; 1) "P .. = 0 

an, multipliziere die erste mit "P .. , die zweite mit "P1l und subtrahiere: 

"P;:"P .. - "P~ "P1l = (A! - A~l) "P1l "P ... 
Nun untegriere ich von Null bis Eins und erhalte 

1 

"P;,(1) "P .. (I) - "P~(I) "P1'(1) = (A; - A~,) f "P1l"P .. dx • 
o 

Wenn insbesondere A,. undAIl zwei verschiedene Eigenwerte sind, dann ist 

"P,,(1) = "P1'(1) = 0, 
1 

f "P1l"Pv dx = 0 
o 

und wir haben aufs neue die OrthogonaIitatseigenschaft. Nun schreibe 
ich aber bei beliebigen AI' , A,. das Resultat unter Verwendung von (4) so: 

1 

JAfL·A,. A.uJ:,(AfL)J .. (}·.)-A .. J~(A.)J,,(AfL) J d -- = "P'''P x AI' + A,. j •• - AI' I' .. 
o 

und mache den Grenzubergang A,. -? AI" N ach den Regeln der Diffe­
rentialrechnung erhait man dann 

1 

AI'J~2 (AI') - J~ (AI') J n (AI') - A.u.r:. (AI') J n (AI') = 2 J "P~, d x. 
o 

Wahlt man nun fur All einen Eigenwert OCIl ' so hat man wegen J n (ocl') = 0 
1 

J "P~, dx = ~ OCI'· J'.;(ocu). 
o 

Dividiert man also die 
"P1'(x) 
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dureh 

so erhalt man die norrnierten Eigenfunktionen 

11"2 1 t2x 
qJl'(x) = V r:t.I'Ji.(r:t.,.,.)"PI'(x) = Ji.(r:t.,.,.) . In(!X1' x), 

deren Quadrat von Null bis Eins integriert den Wert 1 liefert. 
In den J n (!XI' x) sehreiben sieh die abgeleiteten Orthogonalitats­

relationen so: 
1 

f x J n (!XI' x) . J n (!Xy x) dx = 0 
o 

1 

f Xn(!Xl'x)dx = frJ~2(!XI')' 
o 

4. Entwicklungssatz. Nun erhebt sieh weiter die Frage naeh den 
Entwieklungen naeh diesem Orthogonalsystem. Die Uberlegungen der 
§§ 1 bis 4 sind hier nicht ohne weiteres verwendbar. Denn die dort ge­
maehten Voraussetzungen sind nieht erfiillt. Bei x = 0 liegt ja ein Pol 
der Koeffizienten. In der Tat bemerkten wir ja auch schon S. 186 und 
werden es S. 220 naher bestatigt finden, daB es bis auf einen konstanten 
Faktor nur eine bei x = 0 endliche Losung von (5) gibt. Dementspre­
chend haben wir es hier mit einem anderen Randwertproblem zu tun, 
als den bisher behandelten. Es handelt sich hier darum, Funktionen 
zu betrachten,' die bei x = 0 endlich bleiben und die bei x = 1 ver­
schwinden. 

Ein ahnliches Randwertproblem kommt auch bei den Kugelfunk­
tionen vor. Hier bei den LEGRENDREschen Polynomen handelt es sich 
urn die bei x = + 1 und bei x = - 1 endlichen Losungen von 

ddx ((l-x2) ::)+Ay=O. 
Wir werden sie spater S. 235 ft. bestimmen lemen. 
Wir diirfen hier urn so eher auf eine weitere Darlegung verzichten, 

als die Entwicklung nach BESsELschen Funktionen in dem dieser Samm­
lung angehorigen Buch von COURANT und HILBERT: Methoden der 
mathematischen Physik, eine ausfUhrliche Darstellung gefunden hat. 
Zugleich mochte ich noch auf die sehr einfache und elegante Dar­
stellung hinweisen, die Herr PRUFER kiirzlich in den Mathematischen 
Annalen Bd.95 gegeben hat. Er hat in dieser Arbeit, die auch in den 
§§ 1 bis 4 wesentlich herangezogen wurde, gezeigt, wie sich seine Methode 
auch fUr die BESSELschen Funktionen und fUr die LEGENDRESchen 
Polynome umbauen laBt. 
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§ 6. Zusammenhang mit der Theorie der 
Integralgleichungen. 

Wir durfen nicht zu anderen Fragen ubergehen, ehe wir nicht 
wenigstens in groBen Zugen den Zusammenhang der Randwertprobleme 
mit der Theorie der Integralgleichungen aufgedeckt haben. Wir zeigen 
ihn wieder am Beispiel der ersten Randwertaufgabe. Es sei die Diffe­
rentialgleichung 

(I) /x (p ~~) + (q + A r) y = 0 

so beschaffen, daB fUr A = 0 eine gegebene Randwertaufgabe (6) von 
S.163 nicht lasbar ist. Dann besitzt diese Gleichung, wie wir wissen, 
eine GREENsche Funktion G(x,~). Somit gilt nach (ll) S.161 fur 
die den Randbedingungen (6) der S. 163 genugende Lasung von (1) 
die homogene Integralgleichung 

b 

(2) y(x) = - A J G(x,~) r(~) y(~) d~. 
a 

Ebenso findet man fUr die an den Randern verschwindende Lasung 
der inhomogenen Gleichung 

(3) ddX (p ~~) + (q + A r) y + s (x) = ° 
die inhomogene Integralgleichung 

b b 

(4) y= -AJG(x,~)r(~)y(~)d~-JG(x,~)s(~)d~. 
a a 

Un sere Satze lehren also, daB die Alternative besteht, wonach ent­
weder die homogene oder die inhomogene Integralgleichung 16sbar 
ist. Beide zugleich sind aber nur fUr gewisse Funktionen s (x) lasbar. 
Ferner wissen wir, daB die homogene Gleichung nur fUr gewisse Eigen­
werte Ai durch gewisse Eigenfunktionen y i (x) lOs bar ist. Diese Satze 
sind Spezialfa11e der gleichlautenden Satze uber a11gemeinere lineare 
Integralgleichungen mit symmetrischem Kern K (x, ~). Symmetrisch 
so11 dabei der Kern heiBen, wenn wie bei den GREENschen Funktionen 
K (x, ~) = K (~, x) ist. 

(5) 

(6) 

Wir betrachten dann die beiden Integralgleichungen: 
b 

fJ?(x) - A J K(x,~) fJ?(~) d~ = 0, 
a 

b 

fJ? (x) - A J K,(x,~) fJ? (~) d~ = 1p·(x). 
a 

Uber den Kern ist dabei vorauszusetzen, daB er stetig ist fUr a < x < b, 
a ;£: ~ < b oder daB er doch wenigstens quadratisch integrierbar ist, 
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d. h. daB das Integral 
bb 

I I [K (x, g)]2 dx dg 
a a 

konveigiert. Die von unseren Randwertproblemen herkommenden 
Integralgleichungen sind anscheinend nicht mit einem symmetrischen 
Kern versehen. Denn der Kern scheint G(x, ~)rW zu sein. Man kann 
aber z. B. die Integralgleichung (2) sofort auch so schreiben 

b 

(7) y(x) 'Y rex) + AI 'V rex) G(x,~) 'V reg) .y(~) 'Yr(~) d~ = O. 
a 

Setzt man dann 

y(x) Vr(x) = q;(x) , l' rex) G(x, y) l' r(~) = - K(x,~), 

so geht sie in die Gleichung (5) uber. Man kann die Theorie dieser 
Integralgleichungen selbstandig entwickeln, wie es FREDHOLM, HILBERT, 
E. SCHMIDT getan haben, und hat damit einen neuen Zugang zu den 
Randwertproblemen. Auch der Entwicklungssatz gilt fur die Eigen­
funktionen dieser allgemeineren Integralgleichungen. 

§ 7. Geschlossene Integralkurven. 
\ 

1. Extremalen. Der qualitative Vedauf der Losungen gewisser 
Gleichungen zweiter Ordnung ist Gegenstand vielfaItiger Untersuchung 
gewesen. Es handelt sich dabei einerseits urn lineare Differential­
gIeichungen, die wir in den vorausgegangenen Paragraphen ausfiihrlich 
behandelt haben. Andererseits sind die Losungen gewisser nichtlinearer 
Differentialgleichungen eingehend durehforseht. Ieh will hier im An­
schluB an eine Arbeit von BIRKHOFF1 einiges herausheben. Die Glei­
chungen, welehe wir betraehten wollen, sind von relativ spezieller Ge­
stalt. Es sollen die EULERschen Gleichungen gewisser definiterVariations­
probleme sein. Die Aufgabe, Kurven so zu bestimmen, daB das Integral 

t, 

(1) ] = I F(x, y, x', y') dt 
t. 

moglichst klein wird, fiihrt auf die beiden Differentialgleichungen 

(2) d (OF) of 
dt ox' -iii" = 0, 

d (OF) of 
dt oy' - oy = 0, 

die man die EULERsehen Gleichungen des Variationsproblemes nennt. 
Die Funktion F sei samt ihren ersten und zweiten Ableitungen in einem 
gewissen Bereiche B stetig. 

1 Dynamical systems with two degrees of freedom. Trans. amer. math. Soc. 
Bd. 18. S. 199 bis 300. 1917. 
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DaB die gesuchten Kurven den beiden Differentialgleicnungen ge­
niigen miissen, sieht man nach den Regeln der Variationsrechnung 
so ein: 

Es sei x = x (t) , Y = Y (t) fUr to < t < t1 eine Kurve aus B, welche 
die Punkte (xo, Yo) und (Xl' Yl) verbindet; X und y seien in diesem 
Intervall zweimal stetig differenzierbar; to und t1 sollen die den beiden 
Punkten (xo, Yo) und (Xl' Y1) entsprechenden Werle des Parameters t 
sein. X = X (t) + 81h (t) , Y = Y (t) + 87]2 (t) stelle fiir alle 8 mit geniigend 
kleinem absolutem Betrag Kurven aus B dar, welche dieselben Punkte 
verbinden; es sei also 7]1 (to) = 7]1 (tl) = 7]2 (to) = 7]2 (tl) = 0; die 7]1 und 
7]2 seien stetig differenzierbar; 8 sei ein Parameter. Fiir diese Kurve wird 
das Integral 

t. 

J = f F (x + 87]1' Y + 87]2' X' + 87];', y' + 87];) dt, 
t. 

und diese Funktion von 8 soll fUr 8 = 0 ein Minimum besitzen. Da­
her muB die Ableitung nach 8 fUr 8 = 0 verschwinden. Differentiation 
aber liefert 

t. 

f { aF , aF aF , aF } 
0= 7]1 a; + 7]1 ax' + 7]2ay + 7]2 ay' dt. 

t. 

Durch partielle Integration kann man dies Integral auf die folgende 
Form bringen: 

Die ausintegrierten Bestandteile fallen dabei weg, weil 7]1 und 7]2 am 
Anfang und Ende des Intervalles verschwinden sollen. Soll nun aber 
dieses Integral bei beliebiger Wahl der Funktionen 7]1 und 7]2 ver­
schwinden, so miissen, wie man leicht nachweist, die beiden Klammern 
Null sein. Das sind aber gerade die linken Seiten der beiden EULERschen 
Differentialgleichungen. Ware z. B. die erste Klammer, die nach den 
gemachten Voraussetzungen eine stetige Funktion von t ist, nicht iiber­
all Null, so gabe es ein Intervall to + h:::;; t:::;; tl - k(h > 0, k > 0), 
in dem sie von Null verschieden ist. Dann wahle man 7]1 = 0 fiir to < t 
< to + h und fiir tl - k :::;; t :::;; t1, aber 7]1 < 0 fUr to + h < t < t1 - k, 
ferner 7]2 = 0 fiir to:::;; t :::;; t1 • Bei dieser Wahl von 7]1 und 7]2 ware 
aber das in (3) vorkommende Integral nicht Null. 

Einem Leser, welcher dieser Betrachtung aufmerksam gefolgt ist, 
wird sich die Bemerkung schon aufgedrangt haben, daB den beiden 
Differentialgleichungen (2) nicht nur diejenigen Kurven geniigen, welche 
dem Integral (1) einen kleineren Wert erleilen, als alle geniigend be­
nachbarten Kurven, sondern auch die, fiir welche es gr5Ber wird als 
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fUr die Nachbarkurven, sowie uberhaupt alle die Kurven, fur welche 
es einen stationaren Wert bekommt, d. h. fiir welche jene Ableitung 
nach e fiir e = 0 und beliebige rh und 112 verschwindet. Wegen dieses 
Sachverhaltes nennt man auch die Losungen von (2) mit einem etwas 
neutraleren Namen: Extremalen. 

2. Fragestellung. Die Frage, deren Losung das Weitere gewidmet 
ist, ist nun die nach den geschlossenen Extremalen. Fiir die Methoden, 
die wir verwenden, ist die Heranziehung des Variationsproblemes 
charakteristisch. Wir erhalten damit zugleich eine Probe fUr das Ein­
greifen der Variationsrechnung in die Theorie der Differentialgleichungen. 
Das sind Dinge, die sich leicht noch viel weiter verfolgen lieBen, und 
ein anderes Buch dieser Sammlung laBt noch mehr die Bedeutung dieses 
Ansatzes hervortreten 1. 

Die Schwierigkeiten, auf die sich die Methode wird einstellen mussen, 
liegen darin, daB die Art des Extrems noch recht verschieden sein kann. 
D. h. die Menge der Kurven, innerhalb deren die geschlossene Extre­
male ein Extrem liefert, kann recht verschieden sein. Z. B. kleinerer 
Integralwert alS alle genugend benachbarten Kurvp.n, oder nur kleinerer 
Wert als gewisse genugend benachbarte Kurven oder auch nur uber­
haupt stationarer Charakter. Man muB nur an die analogen VerhaIt­
nisse bei den Maxima und Minima der Funktionen einer oder zweier 
Veranderlichen denken, urn sich klarzumachen, daB es auch Extre­
malen geben wird, die weder ein Minimum noch ein Maximum liefem. 
Sie werden den Sattelpunkten der Flachen entsprechen. 

BIRKHOFFS Verdienst gegenuber seinen Vorgangem ist es, alle diese 
verschiedenen Vorkommnisse ausgenutzt zu haben. Er hat allen diesen 
Moglichkeiten durch besondere Methoden Rechnung getragen. Wir 
wollen im folgenden darzustellen versuchen, welche Gedanken da aus­
schlaggebend sind. 

Die Beweismethoden stutzen sich namentlich auf einen bestimmten 
Satz der Variationsrechnung, den wir nun zuerst angeben wollen und 
dessen Heranziehung die Beschrankung auf Variationsprobleme be­
stimmter Art, namlich auf die sogenannten positiv definiten Variations­
probleme erfordert 2. 

Zunachst sei erwahnt, daB F (x, y, x', y') eine positiv homogene 
Funktion von x' und y' von der Ordnung Eins sein 5011, d. h. es 5011 

F(x, y, kx', ky') = kF(x, y, x', y') sein fiir k > o. Der Sinn dieser 
Voraussetzung ist der: Unabhangigkeit des Integrales von der Wahl 
des Parameters t, fur den Fall, daB zu einem anderen Parameter 7: 

1 COURANT-HILBERT: Methoden der mathematischen Physik. 
II Wegen der hier aufgezahlten Tatsachen aus der Variationsrechnung vgl. 

man z. B. O. BOLZA: Vorlesungen tiber Variationsrechnung. Leipzig: B. G. TEUBNER 
1909. 

BIEBERBACH, Differentialgleichungen. 3. Auf!. 13 
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iibergegangen wird, der mit t zugleich wachst; dann wird namlich 

dt 1 
dT k ' 

k> O. 

Das Variationsproblem heiBt definit, wenn in dem zugrunde­
gelegten Bereich B der x, y fur beliebige nicht gleichzeitig verschwin­
dende x' und y' die Funktion FI (x, y, x', y') von einerlei Vorzeichen ist. 
Dabei ist F I durch 

82F 
= -X'y'Fl' 8x'8y' 

definiert. 1m Falle des Minimums muB namentlich F I > 0 sein, und 
so wollen wir weiter F I > 0 voraussetzen. Diese Voraussetzungen sind 
z. B. fUr F = -Va X'2 + 2b x'y' + c yi 2 + oc x' + fly' erfiillt, wenn man 
a > 0, ac - b2 > 0 voraussetzt. a, b, c, oc, fl sind dabei Funktionen 
von x und y. Zu unserem Problem gehort fUr oc = fl = 0 namentlich 
das der geodatischen Linien auf einer Flache, deren erste Fundamental­
form durch s' 2 = ax' 2 + 2 b x' y' + c y' 2 erklart ist. Ein Satz der 
Variationsrechnung lautet nun so: Satz I: Wenn die Funktion F mit 
ihren Ableitungen der beiden ersten Ordnungen in einem Bereich B der 
x, y fur beliebige nicht gleichzeitig verschwindende x', y' stetig ist, wenn 
FI > 0 ist, so kann man jedem Punkt P von Beine Umgebung zuordnen, 
derart, dafJ man vonP nach jedem Punkt derselben einen Extremalenbogen 
ziehen kann, der ganz in dieser Umgebung verlauft und der dem Inte­
gral (1) einen kleineren Wert erteilt, als jede andere in der Umgebung 
verlaufende, die beiden Pttnkte verbindende abteilungsweise stetig diffe­
renzierbare Kurve. Man kann die Umgebung so klein zvahlen, dafJ das 
uber die E xtremalenbogen erstreckte Integral einen Wert, nicht grofJer 
als eine beliebig vorgegebene Zahl e bekommtl. Setzt man, wie es von nun 
an geschehen soU, weiter voraus, dafJ F > 0 sei, fur aUe x, y des Be­
reiches und beliebige x', y', so ist der I ntegralwert sogar kleiner als der 
zu irgendeiner anderen in B verlaufenden, die beiden Punkte verbindenden 
Kurve gehorige Integralwert 2 . Dann gehort jeder Punkt PI, der mit einem 
Punkt P durch eine abteilungsweise stetige Kurve verbunden ist, fur die 
der Integralwert kleiner ist als das e einer e-Umgebung von P zu dieser 
e-Umgebung, kann also mit P durch eine Extremale verbunden werden, 
derenI ntegralwert kleiner als e ist. Ein allen aufgezahlten Voraussetzungen 
geniigendes Variationsproblem heiBt positiv und positiv definit. Beim 
erwahnten Problem der geodatischen Linien sind aIle Voraussetzungen 
erfullt. 

Die Problemstellung selbst ist uns auch bei den Gleichungen erster 
Ordnung nicht fremd gewesen. Man rufe sich nur den Satz von S.81 
ins Gedachtnis zuruck. Er behauptet unmittelbar die Existenz von ge-

1 Wir nennen sie dann eine c-Umgebung. 
2 Wegen des Beweises sei auf BOLZA: Variationsrechnung, S. 274ff. verwiesen. 
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schlossenen Integralkurven in Bereichen folgender Beschaffenheit: Legt 
man durch einen Punkt des Bereiches eine Integralkurve, so verHi.Bt 
sie in ihrem weiteren Verlauf den Bereich nicht und mlindet auch nicht 
in einem singuHiren Punkt. 

Hier wollen wir Bereiche B betrachten, die in folgendem Sinne 
konvex sind: Es soU eine positive Zahl 1] geben derart, dafJ zwei Punkte 
des Bereiches sich stets dann durch einen dem Bereich angehOrigen Extre­
malenbogen verbinden lassen, wenn es eine Kurve gibt, die, beide verbindet 
und fur die das Integral (1) einen Wert kleiner als 1] annimmt. Man kann 
das kurz ausdrucken, indem man sagt: Zwei genugend nahe beieinander 
gelegene Punkte des Bereiches lassen sich durch einen Extremalenbogen 
verbinden, welcher voUstiindig dem Bereich angehOrt. Konvex in diesem 
Sinne wird also z. B. eine geschlossene Flache sein, und wenn wir weiter­
hin beweisen, daB es in einem konvexen Bereich geschlossene Extre­
malen gibt, so liegt darin insbesondere der Satz begriindet, daB es auf 
geschlossenen Flachen geschlossene geodatische Linien gibt. 

3. Die Methode von SIGNORINI. Zunachst suchen wir geschlossene 
Extremalen yom Minimaltypus, die also eincn kleineren Integralwert 
liefem sollen als alle benachbarten Kurven. Da gilt folgendcr 

Satz II: V orgelegt ist ein konvexer Bereichl B. In seinem I nneren 
liegt eine geschlossene rektifizierbare Kurve <r, fur welche J < Joist bei 
passender Wahl vOn J o' <r soU nicht unter F esthaltung von J < J 0 inner­
halb B aUf einen Punkt stetig zusammengezogen werden kOnnen. Dann 
kann @: stetig in eine geschlossene Extremale deformiert werden2 , fur 
welche auch J < Jo ist und die vom Minimaltypus ist, entweder in bezug 
auf alle genugend benachbarten Kurven, oder doch wenigstens in bezug 
auf die ihr aUf einer ihrer beiden Seiten genugend benachbarten Kurven. 
In diesem letzteren Falle ist sie eine Randk~trve des Bereiches. 

Der Beweis dieses Satzes beruht auf einer von SIGNORINI3 zuerst 
verwendeten sinnreichen Methode. Durch sie wird das Problem auf 
eines der gewohnlichen Minima zurUckgefiihrt. 

Wir gehen zunachst von der in B gegebenen geschlossenen rekti­
fizierbaren Kurve <r zu einem aus Extremalenbogen gebildeten Polygon 
liber. Wir dlirfen annehmen, daB <r keine geschlossene Extremale ist; 
denn in diesem Falle brauchen wir nicht zu beweisen, daB <r in eine ge­
schlossene Extremale deformiert werden kann. Wir teilen <r in n Teil­
bogen ein. derart, daB langs eines jeden derselben das Integral einen 

1 Statt dessen geniigt es auch, vorauszusetzen, daB man diejenigen Rand­
kurven, die nicht konvex sind, mit Kurven, deren 1 :::;; 10 ist, nicht beliebig 
genau approximieren kann. 

2 Der hier gemeinte DeformationsprozeB wird wahrend der Beweisfiihrung 
naher beschrieben werden. 

8 Palermo Rendiconti 33 (1912). 
13* 
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Wert bekommt kleiner oder gleich1 ~o und derart, daB der Endpunkt 

eines jeden Bogens einer seinem Anfangspunkt auf Grund von Satz I 

zugeordneten Umgebung angehort2. Weiter soil ~ < rJ sein3 , d. i. die 

bei der Definition des konvexen Bereichs verwendete Zahl. 

Man kann dann nach Satz I den Anfangspunkt eines jeden Bogens 
mit seinem Endpunkt durch einen Extremalenbogen verbinden. Das 
aus diesen Extremalenbogen gebildete Polygon ~' - das nicht frei 
von Selbstiiberschneidungen zu sein braucht - erteilt bei passender 
WahIS seiner Eckpunkte dem Integral einen Wert kleiner als fo. Ferner 
kann man das Polygon ~' durch stetige Deformation aus ~ hersteilen. 
Urn das einzusehen, betrachte man einen einzelnen der n Bogen von 
~. Man lasse einen Punkt P diesen Bogen durchlaufen und betrachte 
dabei standig den Extremalenbogen, welcher vom Anfangspunkt des 
Bogens von <r zu P hinreicht. Dieser Extremalenbogen andert sich 
stetig mit P. Und so geht der Extremalenbogen durch stetige Ab­
anderung aus dem entsprechenden Bogen von ~ hervor. Nunmehr 
betrachte man in B irgendwelche n Punkte Pi folgender Art. P i+1 

heiBe der auf Pi folgende Punkt. PI' wofiir wir auch P n+1 schreiben, 
folge wieder auf P n . So hat jeder Punkt Pi einen Vorganger und einen 
Nachfolger. Jeder Punkt solI weiter in der seinem Vorganger nach 
Satz I zugeordneten Umgebung und iiberdies so nahe bei diesem liegen, 
daB das Integral (1) iiber den beide nach Satz I verbindenden Extre-

malenbogen hochstens gleich 10 wird. 
n 

Der Integralwert des so durch Pl'" Pn bestimmten Polygons 
werde als Funktion der Pi mit f (Pl' .. P n) bezeichnet. Dies ist dann 
eine stetige Funktion der Pi, die in einer gewissen abgeschlossenen4 

Menge eines 2 n-dimensionalen Raumes der Koordinaten (Xi' Yi) der 
Pi erklart ist und in diesem Bereiche nur "YVerte nicht iiber fo annimmt. 

1 Dazu geht man auf der Kurve von einem belie big gewahlten ersten Teil­

punkt so lange weiter, bis der Integralwert gerade gleich 10 geworden ist. Hier 
n 

legt man den zweiten Teilpunkt hin usw. 
2 Dazu muB man nur n hinreiehend graB annehmen. 
3 Da [ keine geschlossene Extremale sein soll, so gibt es auf ihr Punkte P, 

die nicht innere Punkte von [ angehorigen Extremalenbogen sind. Man wahle 
dann einen Punkt vor P und einen Punkt hinter Pals Anfang und Ende eines 
Bogens von ['. Dieser gibt naeh Satz I dem Integral (1) einen kleineren Wert 
als der entsprechende Bogen von [. Wie man dann aueh die iibrigen Eekpunkte 
von (1' wahlen mag, sieher liefert (1' einen kleineren Integralwert als (1. 

4 Hat man eine Folge von Polygonen (Pl") ... P;:'») derart, daB immer p~) 

in der 10 -Umgebung von pr') 1 liegt und konverg> ieren die pC;) gegen PI, fUr n -

'jI-+00, so liegt immer P k in der 10-Umgebung von P k - 1 . 
n 
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Diese Menge kann aus mehreren getrennten Stiicken bestehen; wir 
betrachten diejenige maximale1 zusammenhangende abgeschlossene Teil­
menge, der der reprasentierende Punkt des zuerst erhaltenen Poly­
gones (£:' angehort. In einem gewissen Punkt Q; dieser Menge besitzt 
] (Pl' .. p .. ) sein absolutes Minimum in bezug auf diese Menge. Diesem 
Punkt entspricht eine Kurve, welche durch stetige Abanderung aus (£:' 

gewonnen werden kann. Denn man kann ja in der Menge den Minimums­
punkt Q; mit dem Ausgangspunkte (£:' durch eine stetige Kurve ver­
binden. Jedem Punkt der Verbindungskurve entspricht ein Extremalen­
polygon, und diese andern sich stetig mit dem reprasentierenden Punkt. 
Nun aber muB das dem absoluten Minimum entsprechende Polygon Q; 
eine einzige geschlossene Extremale sein2• rch nehme zum Beweise 
an 3, es kame eine echte Ecke vor, d. h. ein im bisherigen Sinne ver­
standener Eckpunkt des Polygones Q;, der nicht innerer Punkt eines Q; 
angehorigen Extremalenbogens ist. Diese Ecke moge bei P 2 liegen. Die 
Bogen PI P 2 und P 2 P 3 bilden die Ecke. Das iiber beide erstreckte Integral 

ist hochstens gleich 2 10. Nehme ich auf jedem der beiden Bogen in 
n 

hinreichender Nahe der Ecke P 2 einen Punkt P~ und P~ an, so kann 
man beide sicher durch einen einzigen Extremalenbogen verbinden, 
iiber den das Integral nach Satz I einen kleineren Wert bekommt als 
iiber P~ P 2 P~. Also ist auch das iiber P 1 P~ P~ P 3 erstreckte Integral 

kleiner als 2 !o. Daher kann man auf dem Bogen P~ P~ einen Punkt 

P~ so bestimmen, daB sowohl das Integral iiber P 1 P~ P~ wie das Inte­

gral iiber P~ P~ P 3 kleiner sind als ~o. Daher kann man nach Satz I 

nun sowohl P 2 mit P~ wie P~ mit P a durch je einen Extremalenbogen 

verbinden; fUr beide wird das Integral kleiner als ~o. Dber P 1 P~ P a 

wird iiberdies das Integral kleiner als iiber P 1 P~ P; P a und dies war 
kleiner als das iiber P I P 2 P a. Ersetzt man also die Ecke P 2 durch P;, 
so erhalt man ein neues Polygon, das ein kleineres Integral liefert. 
Das widerspricht der Minimaleigenschaft des Polygons PI' P 2' ••• , P n' 

Also besteht unser Extremalenpolygon aus einer einzigengeschlossenen 
Extremalen. Sie kann im Innern oder auch im Rand des Bereiches 
verlaufen. A priori ware es aber auch denkbar, daB sie nur einzelne 
Punkte mit dem Rande gemeinsam hat. Dies kann aber noch durch be­
sondere hier nicht durchzufUhrende Betrachtungen als unmoglich er­
kannt werden. Ebensowenig will ich hier des naheren ausfUhren, daB 

1 D. h. daB sie nicht echte Teilmenge einer anderen zusammenhangenden 
Teilmenge sein solI. Zusamrnenhangend heiBt eine abgeschlossene Menge. wenn 
man sie nicht als Vereinigungsrnenge abgeschlossener punktfrernder nicht leerer 
Mengen darste11en kann. 

2 In jeder Ecke haben dann die beiden Polygonseiten die gleiche Tangente. 
3 Die nun folgende SchluBweise verdanke ich Herrn R. BRAUER. 
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die geschlossene Extremale einen Integralwert liefert, der von keiner 
fur im Bereiche geniigend benachbarten Kurve unterschritten werden 
kann. Denn hier kommt es uns mehr auf die geschlossenen Losungen 
unserer Differentialgleichungen als auf die Extremaleigenschaften der­
selben an. 

4. Zusatze. Als Anwendung des so bewiesenen Satzes ergibt sich 
z. B. folgendes: Auf jeder geschlossenen Flache, deren Geschlecht 
mindestens Eins ist, gibt es geschlossene geodatische Linien in unend­
licher Anzahl. Denn man iiberzeugt sich leicht, daB es unendlich viele 
geschlossene Kurven von topologisch verschiedenem Typus gibt, d. h. 
Kurven, die sich nicht auf der Flache ineinander deformieren lassen. 

Der Satz II behauptet ganz und gar nicht, daB jeder mehrfach 
zusammenhangende konvexe Bereich geschlossene allerkiirzeste Extre­
malen in seinem Inneren enthalt. Tatsachlich gilt auch ein solcher Satz 
nicht wie man an dem Beispiel eines zweifach zusammenhangenden 
Stuckes einer passend gewahlten Rotationsflache sehen kann. Dieselbe 

moge dadurch entstehen, daB man das iiber - ; ~ x < 32'J"t gelegene 

Stiick der Kurve y = sin x urn die sie nicht treffende Gerade y = - 2 
rotieren laBt. Das zweifach zusammenhangende Stuck ist von zwei 
aufeinanderfolgenden Kehlkreisen begrenzt. AIle dem Flachenstiick 
angehorigen nicht auf einen Punkt zusammenziehbaren Kurven sind 
langer als diese Kehlkreise. Diese Kurven des absoluten Minimums 
liegen also nicht im Bereichinneren. Gleichwohl befinden sich in dem 
Bereichgeschlossene Extremalen, namlich der Kreis der weitesten 
Ausbuchtung. Un sere Methode liefert also keine Handhabe, die Existenz 
derselben zu erkennen. Darin liegt schon eine Andeutung fiir die Trag­
weite der Methode. Man kann daruber mit BIRKHOFF noch eingehendere 
Erorterungen anstellen. Jedenfalls wird es notig, andere Methoden 
auszudenken, mit welchen man auch andere Sort en von geschlossenen 
Extremalen gewinnen kann; andere, d. h. solche, die nicht einen kleineren 
Integralwert liefern als alle geniigend benachbarten Kurven. 

5. Minimaxmethode. Zu einer solchen Methode fUhrt uns die Be­
merkung, daB unter einer gleich zu nennenden weiteren Voraussetzung 
iiber das zu behandelnde Variationsproblem jeder innere Punkt des 
vorhin betrachteten Polygonraumes, in dem alle ersten partiellen Ab­
leitungen von J (Pl' .. P n) verschwinden, entweder eine Nullkurve, 
d. h. eine in einen Punkt ausgeartete Kurve (J = 0) oder aber eine ge­
schlossene Extremale liefert. Diese neue Voraussetzung solI darin be­
stehen, daB keine diskontinuierlichen, d. h. mit Ecken versehenen 
Losungen vorkommen. In der Variationsrechnung wird gezeigtl, daB 
diese Bedingung damit gleichbedeutend ist, daB zu jedem Punkt x, y 

1 Vgl. z. B. o. BOLZA: Vorlesungeniiber Variationsrechnung S.367. 
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h h t . W t "h"rt f" d aF d aF Immer oc s ens em er epaar x ,y ge 0 , ur as a x' un 7iY' ge-

gebene \Verte annehmen. Nennen wir nun ein Extremalenpolygon, fill 
das die erst en Ableitungen von J (P I ... P 71) im entsprechenden Punkt 
des Polygonraumes aile verschwinden, zum Unterschied von den bisher 
betrachteten Minimumpolygonen ein Minimaxpolygon und nehmen an, 
es habe eine Ecke PI' so denke man sich dieselbe unter Beibehaltung 
der iibrigen auf einer beliebigen stetig und stetig differenzierbaren 
Kurve x = x ('i), Y = Y ('i) verschoben 1. 'i = 0 mage dem Punkte PI 
entsprechen. Das Integral J wird eine Funktion von 'i, deren Ableitung 
bei 'i = 0 wegen der Minimaxeigenschaft verschwinden muD. Diese 
Ableitung wird aber: 

x [(;:')1- (~:')J + Y[(~:1- (;:')J. 
Dabei sind x, y die Ableitungen von x ('i) und y ('i) fiir 'i = 0 und in 
den Klammern stehen die Werte der erst en Ableitungen von F fill die 
beiden in der Ecke PI zusammenstoDenden Extremalenbogen. Da diese 
Ableitung aber bei beliebiger Wahl der x, y verschwinden soil, so 

miiDten doch ~:, und ::' fUr verschiedene (x', y') gleicheWerte haben, 

wenn wirklich eine Ecke vorkommen solI. Dies widerspricht der neuen 
Voraussetzung, so daD das Minimaxpolygon keine Ecken hat. Es be­
steht somit aus einer einzigen geschlossenen Extremalen. 

Nun kann man aber oft aus der Existenz von Minimumpolygonen 
auf die von Minimaxpolygonen schlieDen. 

Wir machen uns das wieder an der Funktion f(PI . .. P n ) klar, 
die den Integralwert der Extremalenpolygone darsteilt. In Frage kom­
men diejenigen Stellen, an denen alle erste Ableitungen von f ver­
schwinden. Darunter sind diejenigen, an denen f einen kleineren Wert 
annimmt, als an den Punkten der Umgebung: Minimumstellen. Dar­
unter gibt es aber auch andere: Minimaxstellen. Aus der Existenz der 
Minimumpunkte und aus den topologischen Eigenschaften des Be­
reiches, in dem man die Funktion f untersucht, kann nach dem BIRK­
HOFFschen Gedanken auf die Existenz von Minimaxstellen geschlossen 
werden. Machen wir uns diesen Gedanken an dem einfachsten Fall 
einer Funktion von zwei Variablen f(x1 , x 2) klar, die in einem zweifach 
zusammenhangenden Bereich samt ihren erst en Ableitungen stetig sei. 
Ihr absolutes Minimum sei m und werde an einer inneren Stelle des 
Bereiches angenommen. Man LeLrachte die Teilmengen, in denen 

f (Xl' x2) < A. 
1st A nur wenig graDer als m, so wird die Teilmenge aus einem einfach 
zusammenhangenden Bereich bestehen. SolI sich dieser mit weiterwach-

1 Dies ist moglich, weil das zu untersuchende lVIinimaxpolygon einem innel'en 
Punkt des Polygonraumes entsprechen sol!. 
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sendem A iiber den ganzen Ringbereieh ausbreiten, so wird an einer 
gewissen Stelle fUr ein gewisses A eine Selbstberiihrung der Randkurve 
auftreten miissen. Ein Punkt aber, in dem eine solche Selbstberiihrung 
eintritt, ist ein Minimaxpunkt. Denn durch ihn gehen zwei Kurvenaste, 
auf denen I (Xl' X2) einem gewissen Wert Ao gleieh ist. Diese begrenzen 
in der Umgebung des Selbstberiihrungspunktes einige Gebiete. In zwei 
derselben ist I(xl , x2) >Ao, in zwei anderen t(xl> x2) <Ao. Daher sind 
in dem SelbstberUhrungspunkt alle ersten Ableitungen von I Null. 
Wir haben einen Minimaxpunkt. 

Dies zur ErHiuterung dessen, worum es sieh bei dem BIRKHOFFSchen 
Minimaxprinzip handelt. Es versteht sieh, daB zu einem wirkliehen 
Beweis noch recht viel fehlt, und leider ist bis heute kein Beweis be­
kannt, der geniigend allgemeine Fane erfaBte, urn die Bediirfnisse der 
Theorie der Differentialgleiehungen voll zu decken. Am weitesten ist 
ein Schiller BIRKHOFFS: M. MORSE, gekommen, der in mehreren Arbeiten 
diese fruchtbaren Fragestellungen aufgegriffen hat!. 

6. Geschlossene geodatische Linien. Um das Interesse an diesen 
Dingen noch etwas zu steigern, will ieh noch kurz darlegen, wie man 
sieh die Ausniitzung des Minimaxprinzips fUr das Problem der Existenz 
der geschlossenen geodiitischen Linien aul Flachen vom Geschlecht Null 
nach BIRKHOFF denken kann. Vom Geschlecht Null ist dabei eine 
Flache, welche vom Typus der Kugel ist, die also durch jede ihrer ge­
schlossenen Kurven in zwei Kalotten zerlegt wird, und die sieh um­
kehrbar eindeutig und stetig auf die Flache einer Kugel abbilden laBt. 
Bei diesem Problem leistet die friiher benutzte Minimurnmethode niehts. 
Aus dem S. 195 aufgestellten Satz folgt niehts iiber die Existenz 
geschlossener geodatischer Linien. Das Minimaxprinzip aber fiihrt zu 
dem folgenden Satz: A ul jeder geschlossenen Flache vom Geschlecht Null 
gibt es geschlossene geodatische Linien. Wesentlich fUr seine Zugkraft ist 
es, daB der lineare Zusammenhang des Raumes derExtremalpolygone 
hinreichend groB ist. 

Wir wollen also zeigen, daB bei passender Wahl von n der Raum 
der Extremalenpolygone einen linearen Zusammenhang besitzt, der 
mindestens zwei ist, d. h: daB es in ibm mindestens eine geschlossene 
Kurve gibt, die sich nieht in dem Raum stetig auf einen Punkt zu­
sammenziehen laBt. Einer geschlossenen Kurve des Polygonraumes 
entspricht eine stetige Schar von Extremalenpolygonen auf der Flache. 
Es handelt sich darurn, eine solche Schar von Extremalenpolygonen 
anzugeben, die man nieht durch stetige Deformation so abandern 

1 M. MORSE: Relations between the critical points of a real function of n 
independent variables. Amer. Trans. Bel. 27.1925. - The foundations of a theory in 
the calculus of variati6ns in the large. Amer. Trans. Ed. 30.1928. - The foundations 
of the calculus of variations in the large in m space. Amer. Trans. Ed. 31. 1929. 
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kann, daB aile Kurven in beliebiger Nahe eines einzigen Punktes 
verlaufen. 

BIRKHOFF selbst hat folgendes Beispiel angegeben: Man betrachte 
ExtremaIenpolygone von der Art, daB die einer Ecke P benachbarten 
Ecken in der dieser Ecke durch Satz I zugeordneten Umgebung liegen 
und wahle die Eckenzahl n so groB, daB man ein dieser Bedingung 
geniigendes ExtremaIenpolygon durch stetige Deformation iiber die 
ganze Flache hiniibergleiten lassen kann. Man wahle insbesondere die 
Deformation so, daB die vorkommenden Polygone stetig von einem 
Parameter t abhangen (0 < t:5: 1) und sich fiir t -+ 0 auf einen Punkt P, 
fiir t -+ 1 auf einen anderen Punkt Q zusammenziehen. Diese Punkte 
sind aIs ausgeartete Polygone aufzufassen: Alle Ecken sind zusammen­
geriickt. Wir sprechen von Nullkurven, wei! fiir dieselben ] = 0 wird. 
Man verbinde P und Q noch durch eine stetige Kurve auf der Flache, 
deren Punkten Nullkurven entsprechen, wenn man sie aIs ausgeartete 
Extremalenpolygone au££aBt. Dieser stetigen Deformation entspricht 
eine Kurve des Polygonraumes, die den bei der Deformation verwendeten 
Nullkurven entsprechend ein Stiick weit in dem Teilraum des Polygon­
raumes verlauft, der den Nullkurven entspricht und der in umkehr­
bar eindeutiger stetiger Beziehung zu der geschlossenen Flache yom 
Geschlecht Null steht. Denn jedem Punkt derselben entspricht genau 
eine Nullkurve. Nun laBt sich zeigen, daB man die Kurve nicht so de­
formieren kann, daB sie ganz in der Flache der Nullkurven verlauft. 
Und dies ist gleichbedeutend damit, daB man sie nicht auf einen Punkt 
zusammenziehen kann. 

Der Beweis stiitzt sich auf den folgenden, einleuchtenden, hier 
nicht naher zu begriindenden Satz aus der Analysis situs l • Wir be­
trachten eine Schar von geschlossenen J ordankurven auf einer ge­
schlossenen Flache yom Geschlecht Null. Die Kurven sollen stetig 
von einem Parameter t abhangen. Sie sollen sich fiir t -+ 0 auf einen 
Punkt P der Flache und fiir t -+ 1 auf einen anderen von P verschiedenen 
Punkt Q der Flache zusammenziehen. Andere "Nullkurven" als diese 
beiden sollen in der Schar nicht vorkommen. Nun betrachte man zu­
nachst eine Kurvenschar S, in der sich nie zwei verschiedene Kurven 
treffen. Dann geh6rt zu jedem Punkt R der Flache mindestens ein 
Parameterwert t derart, daB die diesem Parameterwert entsprechende 
Kurve durch den Flachenpunkt hindurchgeht. Diese Behauptung bleibt 
aber auch fiir jede stetig von einem Parameter abhangende Schar 
richtig, die aus einer Schar S durch stetige Abanderung hervorgeht. 

1 Herrn VON KEREK1ARTO verdanke ich die folgende Bemerkung: Der erste 
Teil des Satzes ergibt sich aus S.71/72 von GOtt. Nachr. 1922 (VON KEREKJARTO: 
tiber Kurvenscharen auf Flil.chen). Del' zweite Teil des Satzes folgt aus dem 
BROuwERSchen Satze fiber die Invarianz des Abbildungsgrades bei stetigen Defor­
mationen (Math. Ann. Bd.71, S.105). 
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Auch eine soIche Schar kann nicht aus lauter Nullkurven bestehen. 
Man kann somit die erwiihnte geschlossene Kurve des Polygonraumes 
nicht ganz in die Fliiche der Nullkurven hineinziehen. 

Daher kann der Polygonraum nicht einfach linear zusammen­
hiingend sein, sondem enthiilt Kurven, die sich nicht auf einen Punkt 
zusammenziehen lassen. Ferner aber haben wir mindestens einen Punkt 
in unserem 2 n-dimensionalen Raume, in weIchem J ein Minimum hat, 
das sind die den Nullkurven entsprechenden Punkte (J = 0). Daher 
liefert das Minimaxprinzip mindestens eine geschlossene Extremale. Die 
Methode liiBt die Frage offen, ob es einfach geschlossene Extremalen 
gibt. Die eben gefundene k6nnte Selbstiiberkreuzungen haben. URY­
SOHNI hat aber angedeutet, wie man durch eine Modifikation der 
BIRKHOFFSchen Methode auch die Existenz einfach geschlossener Extre­
malen beweisen k6nnte. 

7. Methode der Schnittmi.che. Es ist von vomherein einleuchtend, 
daB man auch mit Hilfe dieser Methode keinen AufschluB iiber die 
Gesamtheit der geschlossenen Extremalen gewinnt. Da setzt nun eine 
weitere sehr feinsinnige, in ihren Grundziigen auf POINCARE zuriick­
gehende Methode ein. rch berichte iiber ihre Ausgestaltung durch 
BIRKHOFF, ohne noch auf Beweise einzugehen. 

Zuniichst die folgende niitzliche geometrische Deutung durch Be­
wegungszustiinde. Wir deuten x = x (t) , Y = Y (t) als Bahnkurven einer 
Bewegung, indem wir den Parameter t als Zeit auffassen. Ein einzelner 
Bewegungszustand ist dann durch Angabe von x, y, x', y', also von 
vier Koordinaten, bestimmt. Der Mannigfaltigkeit der Bewegungs­
zustiinde entspricht eine Punktmenge in einem vierdimensionalen Raum 
Normieren wir den Parameter t in geeigneter Weise, so machen wir die 
Beobachtung, daB wir es mit einer dreidimensionalen Mannigfaltigkeit 
im vierdimensionalen Raum zu tun haben. Wir k6nnen die Einheit 
der Zeitmessung, z. B. so wiihlen, daB F = list. Das ist dann die Glei­
chung der erwiihnten Fliiche im vierdimensionalen Raum, deren Punkte 
die BewegungszusHinde repriisentieren. Einer geschlossenen Extre­
malen entspricht wieder eine geschlossene Kurve in dieser dreidimensio­
nalen Mannigfaltigkeit. Allen Extremalen entsprechen Kurven, die wir, 
urn einen kurzen Namen zu haben, aus einem bald deutlichen Grund 
Stromlinien nennen. Die weiteren Darlegungen kniipfen nun an die 
Einfiihrung einer geeigneten zweidimensionalen Fliiche an, welche in 
jedem geniigend groBen Zeitintervall von allen Stromlinien durchsetzt 
wird. Diese Fliiche, welche wir Schnittfliiche nennen wollen, wird auBer­
dem von geschlossenen Stromlinien begrenzt und von allen anderen 
Stromlinien unter einem von Null verschiedenen Winkel getroffen, der 

1 Jahresber. d. D. M. V. Ed. 34. 
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aber bei Annaherung an den Rand wie die erste Potenz der Entfernung 
vom Rande gegen Null strebt. Es liegt natiirlich nicht auf der Hand, 
daB es eine solche Schnittflache gibt, aber BIRKHOFF hat fiir ziemlich 
allgemeine Klassen von Variationsproblemen die Existenz der Schnitt­
flachen nachgewiesen. 

1ch begniige mich mit der Angabe, daB die Existenz der Sehnitt­
Hache dureh BIRKHOFF z. B. fUr das Problem der geodatisehen Linien 
auf den gesehlossenen Flaehen bewiesen wurde, deren Geschleeht Null 
iibertrifft, und fiir das Problem der geodatisehen Linien auf gesehlosse­
nen Flaehen vom Geschleehte Null unter der zusatzliehen Voraus­
setzung, daB keine geschlossenen geodatisehen Linien vom Minimum­
typus ohne Doppelpunkte vorhanden sind. 1eh will nun weiter den 
Grundgedanken der Methode unter Besehrankung auf das Problem 
der geodatischen Linien darlegen. Die Methode beruht auf der Ein­
fUhrung einer mit den Stromlinien eng verkniipften Transformation 
der Schnittfliiche in sich. Jede Stromlinie trifft, wie vorausgesetzt 
wurde, in jedem geniigend groBen Zeitintervall die Sehnittflache. Ver­
folgen wir also eine nicht dem Rande angehorige Stromlinie von einem 
Sehnittpunkt aus fiir waehsende Zeiten weiter, so folgt aus nieser Vor­
aussetzung, daB sie die Sehnittflaehe noeh ein zweites Mal treffen muB. 
So wird jedem Punkt der Sehnittflaehe ein wohl bestimmter anderer 
zugeordnet, namlieh der nachste Treffpunkt der ihn passierenden Strom­
linie. So ist dem Variationsproblem eine umkehrbar eindeutige und, 
wie man zeigen kann, auch stetige Transformation der Schnittflaehe in 
sieh zugeordnet. Geschlossene Stromlinien miissen offenbar dureh 
Punkte der Schnittflaehe gehen, die nach endlich oftmaliger Anwendung 
der Transformation in die Ausgangslage zuriickgefUhrt werden. Denn 
eine geschlossene Stromlinie hat nur endlich viele Schnittpunkte mit 
der Schnittflache gemeinsam. Dnsere Transformationen der Schnitt­
flache in sich besitzen nun auBerdem noch eine positive 1ntegral­
invariante. D. h. es gibt eine auf der Schnittflache erklarte positive 
Funktion p derart, daB das jjPdt erstreckt liber zwei bei der Trans­
formation einander entsprechende Teile der SchnittfHiche denselben 
Wert hat. 1ch lege dies im Beispiel der geodiitischen Linien etwas naher 
dar. Wir fiihren der Bequemlichkeit wegen in der dreidimensionalen 
Mannigfaltigkeit der Bewegungszustande geeignete Koordinaten ein. 
Zunachst fUhren wir auf der Flache, deren geodatische Linien unter­
sucht werden sollen, isotherme Koordinaten ein. Dadurch wird das 
Linienelement auf die Form 

S'2 = a (x, y) (X'2 + y'2) 

gebracht, wo a (x, y) eine positive analytische Funktion ist. Der Para­
meter t langs der Extremalen werde wieder durch a (X'2 + y'2) = 1 
normiert. Dann werden die Differentialgleichungen der geodatischen 



204 II. 3. Gewohnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung im reellen Gebiet. 

Linien 

(3) 
a x" + a X'2 + a x' y' - ..':::.. = 0 '" y 2a' 

a 
a y" + a", x' y' + ay y'2 - 2: = 0 . 

Da nun aber x' und y' an die Bedingung a (X'2 + y'2) = 1 geknlipft 
sind, liegt es nahe, einen Parameter cp so einzufiihren, daB 

(4) 

1 
x' = l"~ cos cp , 

, 1. 
Y = --:=- SIn cp 

la 
wird. Dann liefert die Differentiation von cp nach t: 

(5) cp' = a (x' y" - y' x") . 

Aus den beiden Gleichungen (3) findet man dann 

(6) 
1 ay cos tp - a~ sin tp 

"2 a'l. 

so daB (4) und (6) nun die 
sind. x, y, cp sind Parameter 
keit der Bewegungszustande. 

Differentialgleichungen der Stromlinien 
in der dreidimensionalen Mannigfaltig­
Schreibt man (4) und (6) in der Form 

(7) 1 
~ = X (x, y, cp) , 
y = Y(x, y, cp), 
cp' = $(X, y, - cp), 

so sieht man sofort, daB X", + Y y + $", = 0 ist. Das erinnert an 
die Kontinuitatsgleichung der Hydrodynamik der inkompressiblen 
Fllissigkeiten. Und tatsachlich kann man auch hier den SchluB ziehen, 
daB das Volumen ISf dx dy dcp eines beliebigen Bereiches bei der durch 
die Gleichungen (7) definierten Stromung unverandert bleibt 1. Zu dem 
Zwecke ist nur zu zeigen, daB das liber die Oberflache eines Bereiches 
erstreckte Integral der zu dieser Oberflache normalen Geschwindigkeits­
komponente der Stromung Null ist. Nun sind aber Y, X, $ die drei Ge­
schwindigkeitskomponenten. tJ sei der Geschwindigkeitsvektor, ~ der 
Vektor der Flachennormalen. Dann ist Sf tJ • ~ d f erstreckt liber die 
Oberflache des Bereiches das Oberflachenintegral der Normalkomponente 
der Geschwindigkeit; tJ· ~ ist dabei das innere Produkt der beiden 
Vektoren, also, da ~ ein Einheitsvektor ist, der Normalkomponente 
der Geschwindigkeit gleich. Nach dem GAussschen Satz der Integral­
rechnung ist aber dies Oberflachenintegral gleich dem Volumintegral 

- SSS(X", + Yy + $",) dxdydcp. 

1 Vgl. auch den S. 92/93 im FaIle der Ebene etwas anders gefiihrten Beweis. 
Auch dieser laBt sich fur den jetzt vorliegenden Fall ubertragen. 
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Hier ist aber das Integral Null, und somit ist unsere Behauptung be­
wiesen. Wir wenden das Ergebnis insbesondere auf einen Stromfaden 
an, d. h. wir legen durch die Punkte eines zweidimenslonalen FHi.chen­
stuckes die Stromlinien hindurch und verfolgen dieselben bis zu irgend­
einem anderen zweidimensionalen Flachenstiick hin. Der von diesen 
beiden Flachenstucken und den durch ihre Rander gehenden Strom­
linien begrenzte Bereich ist der Stromfaden. Da an den von den Strom­
linien gebildeten Randern die Normalkomponente der Geschwindig­
keit Null ist, so bleibt vom Oberflachenintegral nur das uber die beiden 
zweidimensionalen Flachenstucke erstreckte ubrig, und die Summe dieser 
beiden Oberflachenintegrale der Normalkomponente der Geschwindig­
keit ist Null. Dabei sind aber immer die auBeren Normalen zu nehmen. 
Dip. eine derselben weist in die Stromrichtung, die andere in die ent­
gegengesetzte Richtung. Daher konnen wir auch sagen, das Integral 
der Normalkomponente der Geschwindigkeit hange von der Wahl des 
zweidimensionalen durch den Stromfaden gelegten Flachenstuckes nicht 
ab, wenn man dabei immer die nach der Bewegungsrichtung genommene 
Normalkomponente der Geschwindigkeit verwendet. Die Stromung fiihrt 
ja in der Zeiteinheit 'durch alle Querschnitte des Stromfadens die gleiche 
Flussigkeitsmenge hindurch. Wenden wir dies insbesondere auf die 
Schnittflache und zwei auf ihr durch die Stromung ineinander iiber­
gefiihrte FHi.chenstucke an, so sind dies gerade zwei Querschnitte eines 
Geschwindigkeitsfadens. Die Normalkomponente der Geschwindigkeit 
ist eine positive Funktion und das Oberflachenintegral derselben ist 
die gesuchte Integralinvariante. Das Problem der geschlossenen Extre­
malen lauft somit jetzt auf die Frage nach denjenigen Punkten der 
Schnittflache hinaus, die bei einer umkehrbar eindeutigen Transforma­
tion derselben mit positiver Integralinvariante fest bleiben. Darauf war 
schon POINCARE aufmerksam geworden, und er hat in seinem letzten 
geometrischen Theorem versucht, in einem bestimmten Falle die Existenz 
solcher Fixpunkte zu beweisen. BIRKHOFF hat dann spater den Beweis 
wirklich erbracht. Dies letzte POINCAREsche Theorem aber ist dieses: 
Wenn eine umkehrbare eindeutige und stetige Transformation eines 
Kreisringes (begrenzt von zwei konzentrischen Kreisen) eine positive 
Integralinvariante besitzt, stetig aus der Identitat erzeugt werden kann 
und dabei beide Randkurven in verschiedener Richtung transformiert 
werden, so sind mindestens zwei Fixpunkte vorhanden. BIRKHOFF hat 
in seiner Arbeit, iiber die ich hier berichtet habe, noch weitere analoge 
Satze ausgesprochen und bewiesen. Aber es mag das Gesagte geniigen, 
um zu zeigen, in welch weitem MaBe Satze der Analysis situs fiir die 
Zwecke der Theorie der Differentialgleichungen nutzbar gemacht werden 
konnen. 
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IV. Kapitel. 

Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
im komplexen Gebiet. 

§ 1. Lage der Singularitaten der Losungen. 

w und z magen zwei komplexe Variable bedeuten. Dann erkHirt 
die Differentialgleichung 

j (w", w', w, z) = 0, 

in welcher j(W", w', w, z) eine analytische Funktion ihrer Argumente 
sein mage, eine oder mehrere zweiparametrige Scharen analytischer 
Funktionen. Will man, ausgehend von der Differentialgleichung, die 
Natur dieser Lasungen untersuchen, so ist es eine Hauptaufgabe, die 
Lage der singularen Stellen und nachstdem ihre Natur jestzustellen. Diese 
Aufgabe ist im allgemeinen recht kompliziert. Darauf deutet schon der 
Umstand hin, daB gewahnlich die Lage der Singularitaten der Integrale 
von den Anfangswerten abhangt, durch welche dieselben festgelegt sind. 
Betrachtet man z. B. die zweiparametrige Schar von Funktionen 

1 
w = -- + fJ (ex, fJ Scharparameter), 

Z-rJ. 

so sieht man, daB dieselben der Differentialgleichung 

W"2 + 4W/3 = 0 

geniigen. Man kennt allgemein durch die Untersuchungen von PAINLEV1P 

die Bedingungen, die bestehen miissen, wenn die Lasungen einer Diffe­
rentialgleichung zweiter Ordnung nur jeste, also nicht mit den Anfangs­
bedingungen verschiebbare, Verzweigungspunkte und wesentlich singulare 
Stellen besitzen sollen. Doch wollen wir hier auf diese schanen Unter­
suchungen nicht naher eingehen, sondern uns mit der Feststellung 
begniigen, daB bei den linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
nur jeste Singularitaten auftreten. Ich betrachte die Differentialgleichung 

(1) w" + PI (z) w' + P2 (z) w + r (z) = 0 . 

Die Behauptung folgt dann aus dem S. 148 aufgestellten Existenzsatz, 
der auch fiir das komplexe Gebiet unverandert gilt. Er fiihrt dann hier 
zu folgender Aussage: 

Liegt in dem Kreise I z - Zo I < r keine Sing~tlaritat der Koeffizienten 
PI' P2' r von (1), so gibt es genau eine in I z - Zo I regulare analytische 
Funktion, die (1) genugt und jur die w (zo) und w' (zo) gegebene Werte 
Wo und w~ haben. 

1 Man vgl. die Literaturangaben in der Enzyklopadie Ed. II, 2, S.590ff. 
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Wir erschlieBen hieraus den Satz: An allen Stellen der z-Ebene, iiber 
welchen keine Singularitaten der Koettizienten von (1) liegen, sind die 
samtlichen Losungen dieser Differentialgleichung regular l • 

Denn sie lassen sich ja aus zwei ein Fundamentalsystem bildenden 
Losungen durch lineare Kombination mit konstanten Koeffizienten 
gewinnen. Somit kann man jede Losung auf jedem keine Singularitat 
der Koeffizienten treffenden Weg analytisch fortsetzen. Betrachten wir 
namlich eine von einem Punkt Zo zu einem Punkt Zl fiihrende von 
Singularitaten der Koeffizienten freie stetige Kurve und nehmen an, 
man konne von Zo ausgehend bei der analytischen Fortsetzung jeden 
Punkt der Kurve vor Zl erreiehen, Zl aber nieht. Da nun aber die Losung 
in jedem keinen singularen Punkt der Koeffizienten enthaltenden Kreis 
regular ist, so wahle man auf der Kurve vor Zl einen Punkt Z2' dessen 
Entfernung von Zl kleiner ist als die Entfernung (j der Kurve von den 
singularen Punkten der Koeffizienten. Da die Losung im Kreise vom 
Radius (j urn Z2 regular ist und Zl dies em Kreis angehort, ist sie auch 
in Zl regular. 

An den singularen Stellen der Koeffizienten selbsl. konnen Singu­
laritaten der Losungen auftreten. Es kann aber auch geschehen, daB 
einzelne Losungen da noch regular sind. Insofern erweisen sieh auch hier 
die Singularitaten nQ(~h als beweglich. Auch ist die Natur der Singu­
laritaten fUr die einzelnen Losungen verschieden. Fest sind die Singu­
laritaten nur insofern, als nur iiber einer ganz bestimmten Kategorie 
von z-Stellen Singularitaten liegen konnen. 

'Ober die Natur der Singularitaten kann man auch relativ leicht 
AufschluB gewinnen. Das solI im folgenden Paragraphen geschehen. 
Es geniigt, wenn wir dabei nur auf die homogenen Differentialglei­
chungen achten, weil wir ja seit S. 152 wissen, wie man die Integration 
der inhomogenen Differentialgleiehung auf die der homogenen zuriick~ 
fUhren kann. 

§ 2. Die Natur der Singularitaten. 
1. Die Fundamentalgleichung. Wir betrachten nur isolierte Singu­

laritaten der Koeffizienten. Hier diirfen wir uns auf solche beschranken, 
in deren Umgebung die Koeffizienten eindeutig sind. Denn die Mehr­
deutigkeit kann man bekanntlich durch EinfUhrung geeigneter uni­
formisierender Parameter auf Eindeutigkeit zuriickfUhren. Es mogen 
also in der Umgebung von Z = a die Koeffizienten der Differential­
gleichung 

(1) w" + PI (z) W' + P2 (z) w = 0 

1 Wegen der Begriffe regular und singular, Funktionselement, analytische 
Fortsetzung usw. vg!. man mein Lehrbuch der Funktionentheorie Bd. I, 3. Auf!. 
Leipzig: B. G. TEUBNER 1930. 
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eindeutig und regular sein. 1m Punkte z = a selbst soll aber fur einen 
oder fur beide die Regularitat aufhoren. Betraehten wir nun irgendein 
Fundamentalsystem WI (z) und w2 (z) der Differentialgleichung und sehen 
zu, wie sich die Funktionen beim Umlauf urn die singulare Stelle andern. 
leh sehlage urn z = a einen Kreis, in dem die Koeffizienten mit Aus­
nahme der Stelle z = a keine weiteren Singularitaten haben sollen. 
z = Zo sei eine Stelle in diesem Kreis. leh betrachte zwei zum Punkte Zo 

gehOrige Funktionselemente 1.131 (z - zo) und 1.132 (z - zo) des Funda­
mentalsystems WI (z), Wz (z) und setze diese beiden Elemente langs 
eines Weges fort, der z = a einmal im positiven Sinne umschlieBt. 
Dadurch entstehen aus den Ausgangselementen zwei neue Elemente, 
deren Quotient nicht konstant istl, die also auch ein Fundamental­
system ausmachen. Da man aIle Losungen aus dem Fundameutal­
system durch lineare Kombination mit konstanten Koeffizienten erhalt, 
so muss en sich auch die nach der analytischen Fortsetzung erhaltenen 
beiden Potenzreihen aus denen linear darstellen lassen, mit denen man 
bei der analytischen Fortsetzung begann und umgekehrt. Daher erfahrt 
jedes Fundamentalsystem beim positiven Umlauf urn die singulare 
Stelle eine line are Substitution 

Wl(z) = aWl + bwz, 

Wz(z) = cWl + dW2 

mit nicht verschwindender Determinante. 
Wenn erst einmal fUr ein Fundamentalsystem diese Umlauf­

substitution bekannt ist, so kann man aus ihr entnehmen, welchen 
EinfluB ein positiver Umlauf urn die singulare Stelle auf irgendeine 
andere Losung 

W(z) = OCWI + fJw2 

besitzt. Sie geht namlich bei dem Umlauf in 

oc(awl + bwz) + fJ (C WI + dw2) 

uber. Man kann nun stets mindestens eine Losung auswahlen, die sich 
beim positiven Umlauf urn die Stelle mit einem Faktor multipliziert. 
Dazu hat man nur die oc, fJ so zu wahlen, daB 

(2) oc(aw1 + bw2) + fJ(cwl + dw2) = A(OCWI + fJW2) 

ist. Dabei ist A ein noch zu bestimmender Faktor. Schreibt man die 
Gleichung anders, so lautet sie 

WI (oc (a - A) + fJ c) + w2 (oc b + fJ (d - A)) = 0 . 

1 Ware der Quotient konstant, so verfolge man die analytische Fortsetzung 
wieder riickwarts. Die Ausgangspotenzreihen hatten dann auch einen konstanten 
Quotienten. 
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Da aber WI und W 2 ein Fundamentalsystem bilden, SO kann sie 
nur dann erfiillt sein, wenn 

(3) 
oc(a-A) +{3c=O, 

oc b + {3 (d - A) = ° 
ist. Sollen aber diese beiden Gleichungen durch Werle oc und {3 losbar 
sein, die nicht beide verschwinden, so muG A eine Wurzel von 

(4) la-A c I 
I b d -A = 0 

sein. Bestimmt man A aus dieser Gleichung und tragt einen der ge­
fundenen Werte in (3) ein, so kann man aus diesen Gleichungen die 
oc, {3 bestimmen und erhalt damit diejenigen Losungen, die beim posi­
tiven Umlauf sich nur mit einem Faktor multiplizieren. Es wird zwei 
solche Losungen geben, wenn die beiden Wurzeln Al und A2 der Funda­
mentalgleichung (4) verschieden sind. Diese beiden Funktionen machen 
dann selbst ein Fundamentalsystem aus, denn ihr Quotient kann dann 
nicht konstant sein. Sonst miiBten sich ja beide beim Umlauf mit 
demselben Faktor multiplizieren. 

2. Zwei verschiedene Nullstellen der Fundamentalgleichung. Wir 
wollen noch einen Augenblick bei diesem Fall stehen bleiben und uns 
die Gestalt dieser multiplikativen Losungen noch etwas naher iiberlegen. 
Die Funktion 

log!l 

(5) (z - af2:<i = (z - a)Tl 

multipliziert sich ebenfalls mit dem Faktor AI' wenn z die Stelle a 
im positiven Sinne einmal umlauft. Wenn also ein Element von WI (z) 
sich beim positiven Umlauf auch mit Al multipliziert, so ist 

~ 
(z-a)1'. 

in der Umgebung von z = a eindeutig und kann also in der Umgebung 
dieser Stelle in eine LAURENT-Reihe entwickelt werden. Daher hat 
jede multiplikative Losung die Gestalt 

,,-++ 00 

(z - aYl . .L;a,,(z - a)". 

Wie man aber, ausgehend von der Differentialgleichung, die Ex­
ponenten r und die Koeffizienten der LAuRENT-Reihe wirklich ermittelt, 
wird im nachsten Paragraphen darzulegen sein. 

3. Doppelwurzel der Fundamentalgleichung. J etzt wollen wir uns 
den Fall, daB die Fundamentalgleichung (4) zwei gleiche Wurzeln besitzt; 
etwas naher ansehen. Man wird dann im allgemeinen nur eine multi­
plikative Losung zur Verfiigung haben. Tatsachlich zeigt die nahere 

BIEBERBACH, Differentialgleichungen. 3. Auf!. 14 



210 II. 4. Lineare Difierentialgleichungen zweiter Ordnung im komplexen Gebiet. 

Betrachtung, daB in die anderen Lasungen dann im allgemeinen ein 
Logarithmus eingeht. Urn das einzusehen, wahle ich ein passendes 
Fundamentalsystem. Als erste Funktion eines solchen nehme ich nam­
lich die 'eine sicher vorhandene multiplikative Lasung. Die andere 
lasse ich beliebig. Dann erfahrt das neu gewahlte Fundamentalsystem 
beim Umlauf eine Substitution dieser Art: 

WI = A1 W 1 

W 2 = C w1 + d W z • 

Frage ich hier wieder nach den multiplikativen Lasungen, so muss en 
das natfulich die gleichen sein wie bisher. D. h. die zur neuen Sub­
stitution geharige Fundamentalgleichung muB auch zwei gleiche Wurzeln 
haben. Sonst gabe es zwei Losungen mit verschiedenen Multiplikatoren, 
und die hatten sich dann auch schon aus der ersten Fundamental­
gleichung ergeben mussen. Die neue Fundamentalgleichung wird aber 

1.1.1-.1. C 1=0. 
i 0 d -AI 

Damit ihre beiden Wurzeln .1.1 sind, muB d = Al sein. Unser Funda­
mentalsystem erfahrt also die folgende U mlaufssubstitution 

W1 = A1w1 

W Z = C w1 + .1.1 Wz . 
Der Quotient 

hat daher diese Umlaufssubstitution 

W2 _ W 2 + c 
w1 - W 1 A1 • 

Er erfahrt also beim Umlauf einen Zuwachs urn i-. genau wie 
1 

c 
'--2 .log (z - a). 
11.1' :rn 

Daher ist die Differenz 

W 2 __ c_. log (z - a) 
W l A12 n t 

in der Umgebung der singularen Stelle eindeutig und kann somit 
wieder in eine LAuRENT-Reihe entwickelt werden. Daher besitzt Wz 
diese Gestalt 

+00 +00 
(z - a)r, {A . log (z - a) . ,2a" (z - a)" + .L;b" (z - a)"} . 

-co - 00 

Somit haben wir den folgenden Satz: 
Man kann in der Umgebung einer singularen Stelle ein Fundamental­

system stets so wahlen, da/3 seine Losungen in der Umgebung der singu-
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liiren Stelle entweder Entwicklungen von der Form 

(6a) 

f 
+ co 

WI = (z - a)r._~a,,(z - a)", 

1 +0:> 
w2 = (z - a)r,-~b,,(z - ay 

oder Entwicklungen von der Form 

f WI = (z - a)t'.1a,,(Z - a)", 

(6b) 1 +00 +00 
W 2 = (z - a)rl {A log (z - a) _..{ a" (z - a)" + _~ b" (z - a)"} 

besitzen. 
Wie bestimmt man nun r1 , r2 , A und die Koeffizienten der LAURENT­

Reihen aus der Differentialgleichung? Bevor wir dazu iibergehen, 
wird es niitzlich sein, noch ein Wort iiber das Verhalten der Losungen 
im Unendlichen zu sagen. Urn im Unendlichen eine Funktion zu unter­
suchen, hat man erst 1 

z=-
3 

einzufiihren. Durch diese Substitution geht die Differentialgleichung (1) 
in die folgende iiber: 

d2 w dw [2 1 ( 1 )] 1 ( 1 ) 
d 32 + d 3 5 - 11 PI T + 54 P2 "5 w = O. 

Ihre Losungen hat man dann in der Umgebung von lJ = 0 zu betrachten. 

§ 3. AuBerwesentHche und wesentliche Singularitaten. 
Wenn die in den Losungen des vorigen Paragraphen vorkommenden 

LAURENT-Reihen hochstens endlicb. viele negative Potenzen enthalten, 
so wollen wir sagen, es liege eine auf3erwesentliche Singularitiit der 
Differentialgleichung vor; enthalt aber auch nur eine derselben un­
endlich viele negative Potenzen, so sagen wir, es liege eine wesent­
liche Singularitiit der Differentialgleichung VOL Statt "auBerwesentlich 
singulare Stelle", sagt man auch "Stelle der Bestimmtheit", weil dann 
die Losungen bei Annaherung an diese Stelle im FaIle reeller r 1 und r 2 

bestimmten Grenzwerlen zustrebt. 
Wenn eine Differentialgleichung an der Stelle z = a eine auf3er­

wesentliche Singularitat besitzen soIl, so miissen die Koeffizienten ge­
wissen Bedingungen geniigen, die wir jetzt angeben wollen, urn als­
dann die im vorigen Paragraphen gestellte Aufgabe fUr die auBer­
wesentlichen Singularitaten zu lOsen. 

Nehmen wir also an, die LAURENT-Reihen enthielten nur endlich 

viele negative Potenzen. Dann bilden wir den Quotienten WI. Da aber 
Ws 
14* 
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das reziproke einer LAURENT-Reihe mit endlich vielen negativen Po­
tenzen sich als Potenzreihe mit nur positiven Potenzen darsteilen laBt, 

so laBt sich W 2 so schreiben 
WI 

(1) ;2 = (z - aj',-r, {A log (z - a) + (z - alp '.l3 (z - a)} ('.l3(0) =+= 0, 
I 

wo v eine passende ganze Zahl ist und wo mit '.l3" (z - a) weiterhin 
stets eine keine negative Potenzen enthaltende Potenzreihe bezeichnet 
werden soil. Das Glied mit dem Logarithmus kann dabei evtl. wegfailen. 
Steht es da, so ist iiberdies r 2 = r 1 zu nehmen. Nun wissen wir aber 
von S. 150 her, daB man mit Hilfe irgend zweier unabhangiger Partikular-
16sungen einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnnng 

w" + Pl(Z) w' + P2(Z) W = 0 

fUr PI (z) die Darstellung hat 

P (z) = - w~'wl - W','W2 = - ~ho [W2~ (~~)J}. 
1 w' W - w' W dz l g 1 dz W 2 I 1 2 1 

(2) 

Nun rechnet man aber aus 

(3)~ (W2) = (r2 - r1) (z - a)r,-r,-l {A log (z - a) + (z - a)p '.l3(z- a)} 
dz WI 

+ (z - ay,-r,{~ + v(z - a)"-l '.l3(z - a) + (z - a)p '.l3' (z - a) 
z-a 

(4) wi = (z - a)2rd!' '.l3o(z - a)('.l3o(O) =+= 0).1 

In (3) kommt nun aber tatsachlich kein Logarithmus vor. Denn 

entweder ist A = 0, oder es ist r1 = r2 • Daher hat :z (::) die Gestalt 

d~ (~~) = (z - a)l.. '.l3 (z - a), ('.l3 (0) =+= 0). 

Also besitzt sowohl die logarithmische Ableitung von (3) wie die von (4) 
bei z = a einen Pol von hochstens erster Ordnung. Somit hat auch 
PI (z) bei z = a einen Pol von hochstens erster Ordnung. 

Aus der Gleichung 

w~ + Pl(Z) w~ + P2(Z) WI = 0 
gewinnt man 

Nun ist aber 
('.l3(O) =+= 0). 

w' 
Daher hat ---.! bei z = a einen Pol von hochstens erster Ordnung, wahrend 

WI 
W', 
---.! bei z = a einen Pol von hochstens zweiter Ordnung hat. Daher hat 
WI 

auch P2 (z) einen Pol von hochstens zweiter Ordnung. 

1 ft ist also eine passende ganze Zahl. 
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So hat man den Satz: Wenn die Ditterentialgleichung 

w" + Pr(z) w' + P2(Z) W = 0 

an der Stelle z = a nur Losungen mit auf3erwesentlichen Singularitiiten 
besitzt, so muf3 sie in der Umgebung von z = a die Gestalt 

(5) w"+~1(z-a)w'+~2(Z~w=0 
z - a (z - a)2 

haben. D. h. der erste Koettizient hat dart einen Pol von hOchstens erster 
Ordnung, der zweite Koettizient einen Pol von hOchstens zweiter Ordnung. 

DaB die hier fUr eine Stelle der Bestimmtheit gefundene Bedingung 
auch hinreichend ist, hat FUCHS durch Aufstellung der Potenzreihen­
entwicklung der Losungen bewiesen. Man sieht es aber nach einem 
von SCHLESINGER und in besonders einfacher Form von BIRKHOFFI her­
rtihrenden Verfahren am schnellsten so ein: Man ftihre die Differ.ential­
gleichung (5) durch die Substitution WI = w,w2 = (z - a)w' in das 
System 

w' - W (1 - $1) _ Wi ~2 
2- 2 z-a z-a 

tiber. Seine Koeffizienten, das sind die Faktoren, mit denen WI und 
W 2 multipliziert sind, haben Pole hochstens erster Ordnung und somit 
gibt es eine Zahl M > 0 und eine Zahl ro, so daB in der Umgebung 

/ z - a 1 < ro dieser Stelle die Koeffizienten unter z ~ a bleiben. Daher 

hat man 

Setzt man nun W = 1 WI /2 + / w2 12, so ist weiter fUr / z - a/ = r 

I ()a~ ~ < 2 {I WI I· ! w~ 1 + 1 w2 1·1 w; I} ~ 4 ~ W. 

Also ist 
4 M < a log W < 4 M 

- -1-' = -a-y- = -y-

und daher 

W<W (~)-4M 
- 0 Yo (0 < r < ro). 

Daraus folgt sofort, daB fUr r < ro auch / WI 12 < W o(;J- 4M ist. 

D. h. also: Das Produkt 
IWI [2 [z - a[4M 

bleibt in der Umgebung von z = a unter einer festen Schranke und 
daher konnen wegen M > 0 in der Entwicklung von WI nach Potenzen 
von z -- a nur endlich viele negative Potenzen auftreten, so daB eine 
auBerwesentlich singulare Stelle vorliegt. 

1 Man vgl. G. D. BIRKHOFF: Trans. amer. math. Soc. Bd. 11. 1910. 
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§ 4. Auflosung einer Differentialgleichung in der Nahe 
einer auBerwesentlichen singularen Stelle. 

1. Ansatz. Die weitere Aufgabe der Theorie ist es nun, tiber das 
Verhalten der L6sungen in der Niihe einer auGerwesentlichen oder einer 
wesentlichen Singularitat naheren AufschluG zu gewinnen. Wir werden 
uns in diesem Buche auf die ausfiihrliche Behandlung der auGerwesent­
lich singularen Stellen beschranken und gelegentlich nur kurz tiber die 
entsprechenden Verhaltnisse bei wesentlich singularen Stellen referieren. 

Zur Berechnung der L6sungen bedient man sich der Methode der 
unbestimmten Koeffizienten. Es liege bei z = a eine auGerwesentlich 
singulare Stelle vor. 

lch schreibe die Differentialgleichung so: 

B (w) = (z - a)2 w" + (z - a) ~1 (z - a) w' + ~2 (z - a) w = O. 

lch setze 

~1 (z - a) =.2 0(" (z - a)" , 

und bilde zunachst 

~2 (z - a) = .2 (3,. ~z - a)" 

Hier ist 

und man hat 

B (z - a)i- = (z - a)i .. I (z, A) • 

co 

I (z, A) =.2 I" (A) (z - a)" 
,,=0 

10 (A) = A (A - 1) + A 0(0 + {30 

Itl (A) = A (1." + {3" 
Macht man nun den Ansatz 

+co 

(1) W = (z - a)e . .2 ck (z - a)k, 
- 00 

l' = 1,2 .... 

so erhalt man aus B (w) = 0 eine gewisse LAURENT-Reihe, die ver­
schwinden muG. Dazu ist notwendig und hinreichend, daG ihre samt­
lichen Koeffizienten verschwinden. Das fiihrt auf die unendlich vielen 
linearen Gleichungen 

C1 /0(r2 + 1) + coil (e) + C_ 112 (e -1) + c- 2/3(e - 2) ... = 0 

Co 10 (e) +- C_ 1 11 (e - 1) + c- 2 /2 (e - 2) + ... = 0 

c-1/0 (e) + C_ 2 11 (e - 1) + ... = 0 

mit den unendlich vielen Dnbekannten ... Ck' •. c 1 , co' c1' c2 . ... Die 
Gleichungen sind nur wenig einfacher als die, welche man erhalten 
hatte, wenn man fur die Koeffizienten der Differentialgleichung bei 
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z = a beliebige eindeutige isolierte Singularitaten zugelassen hatte. 
Man ist auch tatsachlich imstande, solche Gleichungssysteme auf­
zulosen. Wir wollen darauf aber nicht eingehen, sondern verweisen den 
interessierten Leser auf zwei Abhandlungen von HELGE VON KOCH I 

Hier beschranken wir uns auf die auBerwesentlich singulare Stelle: 
wir durfen daher den Ansatz in 

00 

w = (z - a)e. 2) Ck (z - a)k 
o 

abandern 2• Setzt man also in den linearen Gleichungendie c-I , c-2 • •• 

aIle Null, so werden die Gleichungen 

colo (e) = 0, 

ci to (e + 1) + Co 11 (e) = 0, 

(2) c2/o(e + 2) + cl/l(e + 1) + Co 12 (e) = O. 

Wir werden sie auflosen und auch e bestimmen. Wahlt man namlich 
e so, daB 

(3) 

ist und laBt Co =l= 0 willkurlich, so kann man aus der zweiten Gleichung 
c1 berechnen, dann aus der dritten c2 usw., es sei denn, daB fUr das 
gewahlte Po und eine der ganzen positiven Zahlen k auch ein 10 (e + k) = 0 
wird. Dies ist dann der Fall, wenn die beiden Wurzeln der quadratischen 
Gleichung (3) sich urn eine ganze Zahl unterscheiden. Sollte dies einmal 
eintreten, so verwende man diejenige der beiden Wurzeln e von 
lo(e) = 0, welche den groBeren Realteil hat. Fur diese gelingt dann 
die Bestimmung3 der ekO 

2. Konvergenzbeweis. Wir haben so scheinbar unsere Aufgabe gelOst 
und aufs neue e.rkannt, daB Differentialgleichungen von der im vorigen 
Paragraphen bestimmten Gestalt tatsachlich bei z = a nur eine auBer­
wesentliche Singularitat aufweisen. Aber es bleibt noch eine Lucke: 
Konvergiert denn auch die gefundene Reihe? Dies verstunde' sich nach 

I Acta mathematica Bd. 16 u. 17. 
2 Die endlich vielen negativen Potenzen k6nnen durch geeignete Wahl des 

Exponenten e berucksichtigt werden. 
3 Hat man nicht 10 (e) = 0 genommen, so findet man entweder, daB alle 

Ck = 0 sein mussen, oder man muB irgendein 10 (e + k) = 0 nehmen. Dann werden 
Co = c1 = ... = Ck_1 = O. Ck muB =f 0 genommen werden, wenn nicht wieder 
aIle C Null werden sollen. Diese Annahme 10 (e) =f 0, aber tote + k) = 0 ist 
offenbar damit gleichwertig, daB man im Ansatz (1) e durch e + k ersetzt. Sie 
bietet also nichts Neues und es genugt, to (e) = Ozu betra.chten. 
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den allgemeinen Resultaten von S. 211 ff. von selbst, wenn wir hatten 
zeigen konnen, daB die eben gefundenen L6sungen Ck die einzigen L6-
sungen der Gleichungen (2) sind. Aber gerade das ist nicht geschehen 
und auch nicht immer der Fall i . Es bleibt uns somit nichts weiter ubrig, 
als den Konvergenzbeweis direkt zu fiihren. Da 

ist, so hat man von einem gewissen n = N an: 

I/o(e + n)1 > lei + n. 
Daher ist von n = N an 

(lei + n)lcnl < !cn-III/I(e + n -1)[ + Icn- 2 11/2(e + n - 2)\ + 
+ ! Co II In (e) I . 

Also 

ICni < I Cn-I I [iocil + IPI\] + !cn_21 [I OC2 I + IP2[] + ... + ICol [locn! + IPnl]· 
Aus denN erst en Gleichungen (2) ergeben sich gewisse Werte cI , c2' ••• , 

CN-I' Man wahleN positive Zahlen do, dI , d2, ... , dN- 1 irgendwieso, 
daB 

!col<do, lc11<d1 , Ic21<d2,···, !CN-11<dN- 1 
gilt. Nun bestimme man unendlich viele positive Zahlen dN, dN+!, . .• , 

aus den Gleichungen 

dN= dN-dl OC1 I + IPll} + dN-2 {I OC2 I + IP2j} + ... +do{locNi + IPNI} 
(4) 

dn = dn- I {Iocll + IPII} + dn-2{loc2 1 + P2!} + ... + do{jocnl + iPnj}· 

Dann hat man auch 

IcNi < dN, ICN+li < dN+1, .... 
Wenn man nun zeigen kann, daB die Reihe 

(5) .2 dn (z - a)" 

in einem gewissen Kreis urn z = a konvergiert, so gilt das auch fur die 
Reilie 

(6) 

1 Denn es ist z. B. bisher kein Grund dafiir angegeben worden, daB gerade die 
eben getroffene Entscheidung fiir diejenige Wurzel e von (2), welche den groBeren 
Realteil besitzt, zu einer brauchbaren Bestimmung der Ck fiihrt. Es konnte sehr 
wohlsein, daB gerade die Wurzel vom kleineren Realteil bei passender 'Wahl der 
ck zu einer konvergenten Reihe fiihrte. Das ist z. B. dann der Fall, wenn die auf 
S.212 vorkommende Zahl A verschwindet, obwohl el - ez ganz ist. Es ware 
freilich erstrebenswert, durch rein begriffliche "Oberlegungen diese Schwierigkeit 
zu iiberwinden, urn so den Konvergenzbeweis einzuspare;n. 



§ 4. Auflosung einer Differentialgleichung. 

Setzt man nun noch 

bo =do 

(7) ~1 = d1 - do { , (.(11 + 1 PI' } 
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bN -1 = dN - 1 - dN - z{ I (.(1 , + I PI I) - ... - do {/(.(N -1 I + PN -1 '} 

und entwickelt den Quotienten 
bo + b1 (z - a) + bs (z - a)B + ... + bN_ 1 (z - a) N-I 

1 - (I exll + I PI Il (z - a) _ ..• - (I ex" I + I P .. Il (z - a)" ... 

nach Potenzen von z - a, so erhalt man eine Potenzreihe 

(8) eo + e1 (z - a) + ... + e" (z - a)" + .. " 
die in einer gewissen Umgebung von z = a konvergiert. Fiir ihre 
Koeffizienten erhalt man aber die Gleichungen 

bo = eo 

b~ = e1 - eo {' (.(1 ! + PI j} 

bN - ~ = eN -1 - eN - 2 {I (.(1 / + I PI '} - ... - eo {I aN -1 I -I- I P N -1 I} 
o = eN - eN - d' (.(d + , PI I } - ... - eo {I (.(N I + 'PN I} 

Das sind aber gerade die Gleichungen (7) und (6), we1chen die dn ge­
niigen. Da aber diese Gleichungen nur auf eine Weise lOsbar sind, so 
gilt 

(n = 0,1, ... ) 

Da also (8) konvergiert nnd gleich (5) ist, so konvergiert (5) und 
daher auch (6). 

3. Fundamentalsystem. Nachdem wir so gezeigt haben, daB durch 
die gefundene Reihe ein Element der Losung dargestellt wird, steht 
natiirlich aus allgemeinen funktionentheoretischen Grunden fest, daB 
der Konvergenzkreis der Reihe bis zum nachsten singularen Punkt 
reicht. Die Gleichung 

e (e - I) + e(.(o + Po = 0, 

aus welcher wir e bestimmten, heiSt die Fundamentalgleichung. Wenn 
dieselbe zwei Wurzeln hat, deren Dillerenz keine ganze Zahl ist, so 
liefert unsere Betrachtung gleich die beiden Losungen eines Funda­
mentalsystems. Unterscheiden sich aber die beiden Wurzeln urn eine 
ganze Zahl, so erhalten wir nur eine Losung. Dieselbe ist durch die­
jenige der beiden Wurzeln bestimmt, weIche den groBeren Realteil 
besitzt. Die bedeutsame Rolle, die hier die Wurzeln spielen, deren 
Differenz eine ganze Zahl ist, kann nicht iiberraschen. Denn von (5) 
S.209 her wissen wir ja sclion, daB die Exponenten nur bis auf ganze 
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Zahlen bestimmt sind. Dem trugen wir auch schon Rechnung, indem 
wir die L6sung in der Form 

W = (z - a)e ~ (z - a) 

ansetzten. 
Wenn nun also die Differenz der Wurzeln eine ganze Zahl ist, so 

wird es sich darum handeln, eine weitere Losung zu finden, die mit 
der schon bekannten zusammen ein Fundamentalsystem bildet. Die 
Mittel dazu stehen seit S.151 bereit, denn damals lernten wir schon 
durch Kenntnis einer L6sung die Ordnung der Differentialgleichung 
reduzieren. Wir lernten: 

Wenn Wl eine Losung der Differentialglcichung 

w" + PI (z) w' + P2 (z) W = 0 

ist, und wenn man W = WI! udz setzt, so geniigt u der linearen Diffe­
rentialgleichung erster Ordnung: 

I (2W~ p) 0 u +u ~+ 1 = . 
Tragen wir hier 

Wl = (z - a)el ~ (z - a) , 
$1 (z - a) OCo + OCl (z - a) + ... 

Pl= z-a = z-a 

ein, SO wird die Gleichung 

u' + u (2el + OCo + ~3 (z - a)) = o. 
z-a 

Bezeichnet man die zweite "kleinere" Wurzel der Fundamentalgleichung 
(3) mit e2' so kann man hierfiir schreiben: 

u' + u (1 + el - e2 + ~ (z _ a)) = 0 . 
z- a 3 

Hier ist aber, wegen der Wahl von 121 

el-e2 
eine nicht negative und damit 

1 + lh -e2 =." 

eine positive ganze Zahl. Aus der Gleichung fiir u findet man 

u = (z - a) -v ~4 (z - a) • 

Somit wird die andere L6sung des Fundamentalsystems 

W = wl ! udz = Wl {A log(z - a) + (z - a)-v+! ~5 (z - a)} 

= (z - ale! • A • log (z - a) • ~ (z - a) + (z· - ale, . ~6 (z - a) .. 

Wir konnen das Resultat so aussprechen: 
el und e2 seien die beiden W urzeln der F undamentalgleichung (2). 
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Es mage m (el) > m (e2) sein. Dann besitzt die Differentialgleichung 

"+ ,1.I!1 (z - a) + 1.I!2 (z - a) 0 
W W W = z - a (z - a)2 

tn der Umgebung von z = a stets ein Fundamentalsystem von der Gestalt 

WI = (z - a) III ~ (z - a) , 

Wz = (z - a)!?l . A .log (z - a) . ~ (z - a) + (z - a)I." ~* (z - a) . 

Wenn die Differenz QI - e2 keine ganze Zahl ist, so fallt stets das mit dem 
Logarithmus behaftete Glied weg. Man hat dann die Konstante A gleich 
Null zu setzen. Wenn aber die Differenz el - (22 eine ganze Zahl ist, 
dann kann A von Null verschieden sein. Der Konvergenzkreis der beiden 
Mer vorkommenden Potenzreihen reich{ bis zum nachsten singuliiren pztnkt. 

4. Bemerkung: Es kann sehr wahl der Fall eintreten, daB an einer singularen 
Stelle der Differentialgleichung aIle L6sungen regular sind. Das trifft z. B. bei 
z = 0 ftir 

2 2 
w"-w'-+w-=O 

Z Z2 

zu. Denn ein Fundamentalsystem derselben ist 

WI =Z, 

wz = Z2 

Eine singulare Stelle, in der sich aIle Integrale regular verhalten, nennt man einen 
Nebenpunkt. 

§ 5. Anwendung auf die BESsELsche Differentialgleichung. 
Die BESsELsche Differentialgleichung 

"+ I '+ Z2 - n2 0 
W zW ~w= 

besitzt bei z = 0 eine auBerwesentlich singulare Stelle. Die Funda­
mentalgleichung wird: 

e (e - 1) + e - n2 = O. 

Ihre beiden Wurzeln sind somit 

(wo m(n) >m(-n) sei). 

Schon diese kurze Bemerkung lehrt nach einem Blick auf die For­
meln des vorigen Paragraphen, daB es, falls nicht gerade n rein imaginar 
ist, tatsachlich stets nur eine Lasung (die erste oben aufgeschriebene) 
gibt, welche bei z = 0 endlich bleibt. Damit haben wir eine Frage be­
antwortet, die wir auf S. 186 vertagt hatten. 

Es wird eine niitzliche Ubung fUr den Leser sein, das folgende 
Ergebnis selbstandig zu gewinnen: 

Wenn n keine ganze Zahl ist, dann sind In(z) und I_n(z) die beiden 
Lasungen eines Fundamentalsystems. Wenn aber n eine ganze Zahl 
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ist, dann verliert I -n (z) seinen Sinn, weil einige seiner Koeffizienten 
unendlich werden. Alsdann wird die zweite Losung des Fundamental­
systems fUr n > 0 

In (z).logz 

Fur n = 0 falIt die geschweifte Klammer und der darauf folgende 
Summand weg. Ich will dem Leser zur Herleitung dieses letzten Er­
gebnisses eine auch sonst nutzliche Anleitung geben. Wenn wir nach 
der im yorigen Paragraphen verwendeten Methode rechnen wollten, 

h ·· . d' U b l' hk . t d Q . t J:' (z). . so atten wir Ie n equem IC eIt, ers en uotIen en In (z) m eme 

Potenzreihe entwickeln zu mussen. Das vermeidet man, wenn man in 
die Gleichung mit dem durch unser allgemeines Resultat nahegelegten 
Ansatz 

hineingeht. Die Methode der unbestimmten Koeffizienten liefert dann 
das gewunschte Ergebnis. Wir haben diese Methode nicht im vorigen 
Paragraphen angewandt, weil wir sonst die Rechnung wieder durch 
einen Konvergenzbeweis hatten erganzen mussen. Der ergab sich bei 
der Betrachtung des vorigen Paragraphen ganz von selbst. Der Leser 
sieht aber an diesem Beispiel, daB es in praxi bequemer sein kann, 
Wege einzuschlagen, deren direkte theoretische Begrundung schwieriger 
ware. 

§ 6. Differentialgleichungen der FUCHsschen Klasse. 

Man sagt, eine Differentialgleichung w" + PI (z) w' + Pz (z) w = 0 ge­
hore der FucHsschen Klasse an, wenn sie nur aul3erwesentlich singulare 
Stellen besitzt. Der erste Koeffizient besitzt dann im Endlichen nur 
Pole hochstens erster Ordnung, der zweite nur Pole hochstens zweiter 
Ordnung. Uber das VerhaIten der Koeffizienten im Unendlichen muss en 
wir jetzt noch Aufschlul3 gewinnen. Schon S. 211 haben wir durch die 
Substitution 

1 
Z=-

j 

das Unendliche nach 0 gebracht. Wir werden sagen, bei z = 00 liege 
eine aul3erwesentliche Singularitat, wenn die S. 211 angegebene trans­
formierte Differentialgleichung bei 5 = 0 eine aul3erwesentliche Singu­
laritat besitzt. Damit nun aber der erste Koeffizient 
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der transformierten Gleichung bei 5 = 0 einen Pol hochstens erster 

Ordnung habe, muS die Entwicklung yon PI ( ~) so aussehen: 

PI ( ~) = al 5 + a2 52 + .... 
D. h. in der Umgebung von z = 00 muS die Entwicklung von PI (z) 
so aussehen 

1 1 PI (z) = al -; + a2 :;2 + .. , , 
PI (z) hat also dort eine Nullstelle mindestens erster Ordnung. Somit 
muS PI (z) eine rationale Funktion mit nur Polen erster Ordnung sein, 
we1che im Unendlichen verschwindet. Versteht man unter otl ... otn 

die Gesamtheit der Stellen, an we1chen PI (z) oder P2 (z) Pole haben, so 
besitzt PI (z) folgende Gestalt: 

(1) PI (z) = ! i:i (q; (z) = (z - otl) (z - ot 2) ••• (z - otn)) , 

wo der Zahlergrad urn mindestens eins kleiner ist als der Nennergrad. 
Man braucht naturlich an sich in den Nenner nur dip. oti zu schreiben, 
die wirklich Pole von PI (z) sind. Fur die weitere Betrachtung ist es 
zweckmaBiger, Zahler und Nenner noch mit den Faktoren z - oti zu 
erweitern, die von Polen des P2 (z) herruhren. 

Untersuchen wir nun den zweiten Koeffizienten 

der transformierten Gleichung. Soll er bei 5 = 0 einen Pol von hochstens 

zweiter Ordnung haben, so muS die Entwicklung von P2 ( ~ ) so aussehen 

P2 ( ~) = fJ252 + .... 
Also folgt 

P2 (z) = .8; + .... 
z 

Daraus findet man, daS pz (z) eine rationale Funktion von folgender 
Gestalt sein muS 

(2) (q; (z) = (z - otl) .". (z - otn)). 

Der Zahlergrad muS dabei urn mindestens zwei Einheiten kleiner sein 
als der N ennergrad. Dabei ist wieder otl' ... , otn die Gesamtheit der 
Stellen, an we1chen PI (z) oder P2 (z) Pole besitzen. 

Umgekehrt gehOrt nach § 3 auch eine Differentialgleichung, deren 
Koeffizienten die eben angegebene Gestalt besitzen, der FUcHsschen 
Klasse an. Man kann die gefundenen Bedingungen auch mit Hilfe 
der Partialbruchzerlegung zum Ausdruck bringen. 
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Sind namlich 

Pdz) = ~ z ~\(" 
) ~{E" . C" 1 P2 (z =.:::...; (z _ ;x,.V + z - a"f 

(3) 

die Partialbruchzerlegungen fUr die Koeffizienten einer Differential­
gleichung 

wI! + Pl (z) w' + P2 (z) w = 0 
der FUcHsschen Klasse, so muD 

lim PI (z) = 0 lim pz (z) = 0 lim z· P2 (z) = 0 

sein i . So kann man namlich die gefundenen Bedingungen ausdriicken. 
Den beiden ersten Bedingungen haben wir schon dadurch Rechnung 
getragen, daD wir in den obigen Partialbruchzerlegungen keine addi­
tiven ganzen Funktionen angebracht haben. Die letzte Bedingung aber 
fiihrt zu der Gleichung 

(4) 

Wir wollen noch die Fundamentalgleichung des unendIichfernen 
Punktes aufschreiben. Dazu miissen wir nur die Fundamentalgleichung 
der transformierten Gleichung bei 3 = 0 aufschreiben. Setzen wir 

lim {2 - !:... Pl (!:...)} = lim {2 - z PI (z) } = (Yo 
0-+ 0 i} i} z-+oo 

lim \ P2 (!:...) = lim Z2 P2 (z) = fJ, 
5-+0 i} & z-+co 

!')o wird die Fundamentalgleichung 

e (e - 1) + (Yo e + fJ = 0 . 

Das Fundamentalsystem des unendIichfernen Punktes sieht dann so aus 

1 (1) w - -- -1 - ZP1 $" z 

W 2 = + A log z· \13 (!:...) + + \13* (!:...) . 
Z 1 Z Z 2: Z 

Dabei sind el und e2 die beiden Wurzeln der Fundamentalgleichung 
und es ist R (el) ~ R ((!2)' Die Zahl A ist stets Null, wenn e1 --.:- e2 
keine ganze Zahl ist. 

1st n die Anzahl der im Endlichen gelegenen singularen Stellen, 
so hat man noch den Satz, dafJ die Summe aller Wttrzeln aller charak­
teristischen Gleichttngen n -- 1 betragt. Er beruht auf dem funktionen-

1 Unsere Betrachtung laSt ilberdies erkennen, daB z = co nur dann eine regu­
Hi.re Stelle der Differentialgleichung [st, wenn ilberdies noch lim ZPl (z) = 2 und 
lim z3 P2 (z) = 0 gilt. 
z--..co 
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theoretischen Satz, daB die Summe der Residuen einer rationalen 
Funktion Null ist. Nun aber ist die Fundamentalgieichung der singu­
Iaren Stelle rJ.k, wenn man die Darstellungen (1), (2) verwendet 

g (IXk) h (IXk) 
e (e - 1) + ql (IXk) e + {<)" (IX,)}2 = O. 

Andererseits ist aber 
g (IXk) 

¥ (IX,) 

das Residuum von PI (z) bei rJ.k, wahrend die Summe der beiden Wur­
zeIn der Fundamentaigieichung 

1- JJ~~ 
<)" (IX.) 

wird. 1m Unendlichen ist das Residuum rJ. - 2, die Summe der Wur­
zeIn 1 - rJ.. Daher wird die Summe aller Wurzeln vermehrt urn die 
Summe aller Residuen gieich n - 1. Daher ist die Summe aller Wurzeln 
aller charakteristischen Gieichungen gieich n - 1, da die Summe aller 
Residuen verschwindet. 

Schreiben wir noch die Fundamentaigieichungen unter Verwendung 
der Partialbruchzerlegungen (3) auf. Sie Iauten: 

(!(Q -1) + Ake + Bk = 0 fur die Stelle z = rJ.k' 

e(e - 1) + (2 - ,2AkJ e + ,2(Bk + CkrJ.k) = 0 fur z = 00. 

§ 7. Die hypergeometrische Differentialgleichung. 

1. Aufstellung der Differentialgleichung. Eine jede Differential­
gieichung der FUcHsschen Klasse muB 1m Endlichen mindestens eine 
singulare Stelle haben. Denn sonst waren die Koeffizienten konstant. 
Aber die Differentialgieichungen mit konstanten Koeffizienten gehoren 
nicht der FUcHsschen Klasse an, es sei denn, daB wit = 0 vorgelegt 
ist. Denn die Koeffizienten anderer Differentiaigieichungen mit kon­
stanten Koeffizienten werden ja im Unendlichen nicht Null und ihre 
Integrale haben, wie wir von S. 153 wissen, im Unendlichen wesentlich 
singulare Stellen. 

Differentiaigieichungen der FUcHsschen Klasse aber, welche im 
Endlichen gerade einen singularen Punkt haben, sind nach (3), (4) S. 222 
von der Form 

"+ A ,E 0 w z _ a W + (z _ a)2 W = . 

Auch sie haben wir schon S. 155 zu integrieren gelernt. Diese Diffe­
rentiaigieichung hat iiberdies noch z = 00 als singulare Stelle, falls 
nicht A = 2, B = 0 ist. Denn dies ist nach FuBnote 1 von S. 222 die 
Bedingung dafiir, daB z = 00 eine regulare Stelle ist. 
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Soll eine Differentialgleichung der FUcHsschen Klasse im Endlichen 
zwei singulare Punkte haben und im Unendlichen regular sein, so muB 
sie durch lineare Transformation von z aus einer der oben betrachteten 
hervorgehen. 

Der nachst einfachste Fall ist der, daB drei singulare Punkte vor­
handen sind. Sie mogen bei 0, 1,00 liegen1• Die Wurzeln ihrer Funda­
mentalgleichungen mogen 

sein. Seit RIEMANN bezeichnet man eine jede Losung einer solchen 
Differentialgleichung mit 

( 
0, 1, 00 

P eO! ell €loot, 

e02 eu eoo 2 

Man zahlt namlich leicht nach, daB die Anzahl der in die Koeffizienten 
der Differentialgleichung eingehenden Parameter fiinf ist, namlich 
zwei Koeffizienten im Zahler von P2 (z) und drei im Zahler von P2 (z) • 
Ebenso groB ist aber die Zahl der in den Ausdruck der P-Funktion 
eingehenden Parameter: 6 Fundamentalwurzeln eik' deren Summe 1 ist. 
Man wird somit erwarten, daB man die Koeffizienten der Differential­
gleichung durch diese 5 neuen Parameter ausdriicken kann. Wir wollen 
das nachher auch tun, vorab aber bemerken, daB ein gleiches Resul­
tat bei mehr als drei singularen Stellen nicht zu erwarten ist. Denn 
bei n im Endlichen gelegenen Singularitaten hat man in den Differen­
tialgleichungskoeffizienten 

n + n + 2n - 1 = 4n - 1 

Parameter. Ferner hat man n singulare Stellen und 2 n + 2 Funda­
mentalwurzeln. Da aber die Summe derselben wieder fest ist, so sind 
das noch 2 n + 1 Parameter. Daher hat man bei dieser Zahlung 

3n+ 1 

Parameter. Beide Zahlen stimmen nur fiir n = 2 iiberein. Die iiber­
schiissigen in die Differentialgleichung eingehenden n - 2 heiBen die 
akzessorischen Parameter. Man kann - ahnlich wie bei Randwert­
aufgaben - versuchen, sie durch weitere den LOsungen auferlegte 
Bedingungen zu bestimmen. Man erhaIt so mannigfache Oszillations­
theoreme, die spater noch ein wenig naher beriihrt werden konnen. 

Wir wollen bei den Differentialgleichungen mit drei singularen 
Punkten stehen bleiben. Durch die Substitution 

w = zi'(I- z).u. W 

1 Das laBt sich ja durch eine lineare Transformation stets erreichen. 
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kann man erreichen, daB bei 0 und 1 je eine der Fundamentalwurzeln 
verschwindet. Die beiden Wurzeln bei 00 bezeichnet man dann mit 
ex., {3, die zweite Fundamentalwurzel von 0 hat man sich gewohnt, mit 
1 - Y zu bezeichnen. Berlicksichtigt man dann noch, daB die Summe 
alier 1 sein muB, so wird die zweite Wurzel des Punktes 1: 

y-ex.-{3. 

Das Symbol der neuen P-Funktion wird also 

1 

o 
y-ex.-{3 

Nun sollen die Koeffizienten der Differentialgleichung durch ex., {3, y 
ausgedruckt werden. Das gelingt am besten durch Heranziehen der 
Partialbruchzerlegung der Koeffizienten und unter Verwendung der 
SchluBformeln des letzten Paragraphen. Denn dort kann man direkt 
die Ausdrlicke der Koeffizienten der Partialbruchzerlegung durch die 
Fundamentalwurzeln ablesen. Man findet so als Ausdruck der Diffe­
rentialgleichung 

fI + - y + (1 + IX + (3) z '+ IX f3 0 w w w-z (z - 1) z (z - 1) - . 

Sie heiBt "hypergeometrische Differentialgleichung" aus einem bald an­
zugebenden Grunde. 

2. Hypergeometrische Funktionen. Unsere nachste Aufgabe ist es, die 
Fundamentalsysteme der drei singularen Punkte anzugeben. Ich be­
ginne mit z = 0, und will annehmen, daB y keine negative ganze Zahl 
und nicht Null ist. Dann gehort zu der Fundamentalwurzel 0 ein bei 
z = 0 regulares, dort nicht verschwindendes Integral. Man kann es 
somit nach S. 214ff. mit der Methode der unbestimmten Koeffizienten 
berechnen und darf dabei annehmen, daB es bei z = 0 den Wert Eins 
hat. Die so normierte Funktion bezeichnet man mit 

F(ex., {3, y, z). 

Die Methode der unbestimmten Koeffizienten liefert, wie der Leser 
selbst nachrechnen moge, 

F( {3 ) = 1 + IX·fJ I IX (IX + l).f3(f3+ 1) 2 + ... 
ex., ,y,z 1.yZ, 1.2.y.(y+1) Z . 

Diese Reihe heiBt die hypergeometrische Reihe, geht sie doch fUr ex. = 1, 
{3 = y in die geometrische Reihe liber. Ihr Konvergenzkreis ist der 
Einheitskreis. 

Zur Berechnung der zweiten Funktion des Fundamentalsystems 
fiihrt im Falle, wo y keine ganze Zahl ist, die folgende Bemerkung. 

BIEBERBACH, Differentialgleichungen. 3. Auf!. 15 
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Wenn man in der hypergeometrischen Differentialgleichung die Sub­
stitution 

W=Zl'-l·W 

macht, so erhalt man eine neue hypergeometrische Differentialgleichung. 
Denn die Fundamentalwurzeln werden jetzt: Bei z = 0: l' - 1, 0, bei 
z = 1: 0, l' - oc - P, bei z = 00: oc - l' + 1, P - l' + P: Setzt man 
daher 

OCi = oc - r + 1, PI = P - r + 1, r'I = 2 - I' , 

so erkennt man, daB der neuen Differentialgleichung die hypergeo­
metrische Funktion F(ocl , PI' 1'1' z) geniigt. Daher ist 

'It'2= zl-l'.F(oc-r + 1, f3-r+ 1, 2-y,z) 

das andere Integral des Fundamentalsystems der gegebenen Differential­
gleichung. Natiirlich kann man dies auch auf dem Wege der Rechnung 
bestatigen. 

Nunmehr ist es auch leicht, fiir die Stellen Eins und Unendlich 
Fundamentalsysteme anzugeben. Macht man namlich in der hyper­
geometrischen Differentialgleichung die Substitution 

~ = l-z, 
so wird dieselbe 

w" _ ~ y + oc + P + 1 - (1 + oc + P)71 w' + oc P w = 0 . 
71 (a- - I) a- (71 - 1) 

Setzt man nun 

PI = p, 1'1 = 1 + OC + P - r, 
so kann man sie auch schreiben: 

w" + - 1'1 + (1 + OCl + Pl) a- w' + ~~ w = O. 
71(a-- I ) a-(a-- 1) 

Demnach ist 

F(OC1'Pl,r1'~)' ~1-71F(OC1-'Yl + 1, PI-YI+I, 2-r1'~) 

ein Fundamentalsystem derselben bei 3 = 0, falls 1'1 keine ganze Zahl 
ist. Daher wird 

F(oc,P, l+oc+P-r, l-z) 

(1 - z)l'-«- P F (r - p, Y - oc, 1 - oc - P + r, 1 - z) 

ein FllI1damentalsystem der urspriinglichen bei z = 1, falls nicht 
l' - oc - peine ganze Zahl ist. 

:Macht man andererseits die Substitution 

1 
~=z, 

(1)'" (1)· (1)«-1'+1 (I) 1 Wenn z. B. w = Z . ~ z ist, so wird W = z ~ z . 
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so entsteht eine Differentialgleiehung mit drei singularen Punkten 
0, 1, 00, deren Fundamentalwurzeln 

((I., (3), (0, r - (I. - (3), 0, I - r) 

sind. Setzt man daher 
J-V= o-ex.w, 

so wird die Differentialgleichung hypergeometrisch mit den Funda­
mentalwurzeln: (0, (3 - ~), (0, y - (I. - (3), ((I., (I. - Y + 1). Daher ist 

F(oc,(I.-r+ 1,1+(I.-(3,o) 

&fJ- rx .F((3,(3-r+ 1,1-(1.+(3'0) 

ein Fundamentalsystem derselben bei 5 = 0, falls (3 - (I. keine ganze 
Zahl ist. Daher ist 

C)"'F((I.,(I.-r+1, 1+(1.-(3, ~) 

( ~ tF ((3, 1 + (3 - r, 1 + (3 - (I., ~) 
ein Fundamentalsystem der urspriinglichen bei z = 00, falls (I. - {J 
nieht ganzzahlig ist. 

§ 8. Analytische Fortsetzung einer einzelnen Losung. 
1. Konforme Abbildung durch den Quotienten zweier Losungen. Es 

ist in diesem einfiihrenden Buche nieht meine Aufgabe, eine erschop­
fende Theorie der hypergeometrischen Differentialgleiehung zu geben. 
Vielmehr sehe ieh meine Aufgabe darin, einen Dberblick iiber die 
wesentlichsten bisher behandelten Probleme zu geben. Daher will ieh 
auch nieht naher auf die Bestimmung der Fundamentalsysteme in den 
Fallen eingehen, wo die bisher bestimmten Fundamentalsysteme ver­
sagen, wenn also z. B. y eine ganze Zahl ist. Methodisch Wiirden ja 
diese Falle niehts Neues mehr bieten. 

Lieber will ich mich jetzt der Frage zuwenden, wie man die ana­
lytische Fortsetzung einer einzelnen Losung bestimmen kann. Wenn 
z. B. F ((I., (J, y, z) vorgelegt ist, so erhebt sieh beispielsweise die Frage, 
wie sich dieselbe in der Nahe von z = I oder von z = 00 verhalt, iiber­
haupt allgemein die Frage nach ihrer Anderung, wenn z einen ge­
schlossenen Weg in seiner Ebene beschreibt. Ich beschranke mich 
dabei wieder auf die im vorigen Paragraphen hervorgehobenen Falle, 
wo in den Fundamentalsystemen die logarithmischen Glieder fehlen. 

Nun kann nach S.207 jede Losung auf jedem Wege fortgesetzt 
werden, der keine singulare Stelle der Koeffizienten trifft. Daher ist 
jede Losung in demjenigen Stem eindeutig, den man erhalt, wenn 
man den Mittelpunkt eines sie definierenden regularen Funktions­
elementes mit den Stellen 0 und 1 verbindet und die Ebene langs der 

15* 



228 II. 4. Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung im komplexen Gebiet. 

VerHingerungen dieser beiden Linien uber 0 und 1 hinaus aufschneidet. 
Es wird also nur darauf ankommen, Umlaufe urn einzelne singulare 
Punkte zu untersuchen. Es ist dazu zweckmaJ3ig, nicht F(rJ., (J, y, z) 
fiir sich zu untersuchen, sondern die beiden Funktionen 

WI = F(rJ.,j3,y,z), 

w2 = ZI-1' F(rJ. - Y + 1, (J - Y + 1, 2 - y, Z), 

weIche das Fundamentalsystem bei z = 0 bilden, gleichzeitig neben­
einander zu betrachten. Am bequemsten gelangt man zum Ziele, wenn 
man den Quotienten 

W= W 2 

WI 

heranzieht. Wir wollen untersuchen, welehe Abbildung diese Funktion 
von der oberen Halbebene 3 (z) > 0 vermittelt. leh setze die rJ., (J, y als 
reell voraus. Wir werden erkennen, daj3 die Halbebene in ein Kreisbogen­
dreieek ubergefuhrt wird. 

Es leuchtet ein, daB Zahler und Nenner von w auf der Strecke 
o < z < 1 reell sind, wenn man sich fUr den reellen Zweig von ZI-)' 

entscheidet. Ferner besitzt die Ableitung von w stets einerlei Vor­
zeichen. Denn es ist ja 

Nach S.151 hat man aber 

WI w~ - w2 w; = ce-1P(z) dz. 

Dieser Ausdruck kann nur an einer singularen Stelle der Differential­
gleichung verschwinden, wenn er nicht identisch verschwindet. Dann 
aber ware w konstant. Daraus folgt, daB durch w das Stuck 0 < z < 1 
der reellen Achse in ein monoton durchlaufenes Stuck der reellen 
w-Achse ubergefUhrt wird, wofern man sich fiir denjenigen Zweig von 
ZI-" entscheidet, der fiir 0 < z < 1 positiv reell ist. Dieses Stuck der 
reellen Achse kann w = 00 enthalten und auch Teile der w-Achse 
mehrfach bedecken. 

Was wird nun aus der negativen reellen Achse? Setzt man in der 
oberen Halbebene z = rei'!', 0 < 'P < n, so wird fiir negative z 

z = rein. 
Daher hat man 

zl-y = rl-r ei ",(1-y) 

zu nehmen. Ersetzt man dann F 2 durch e- i:r; (1 - y) und wiederholt die 
vorigen Schlusse, so erkennt man, daB die negative reene Achse in 
ein monoton durchlaufenes Stuck der Geraden 

argw = n(1- y) 

der w-Ebene ubergeht. Beide bisher genannten Geradenstucke bilden 
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also einen Winkel von n (1 - 1') miteinander. Nun bleibt noch die 
reelle Achse 

z>l 

ubrig. Betrachten wir zunachst einmal in der Umgebung von z = 1 
den Quotienten der beiden Funktionen, durch die wir vorhin S. 226 
in der Umgebung dieses Punktes ein Fundamentalsystem darstellten. 
Dann erkennt man genau wie eben, daB durch diesen Quotienten z > 1 
in eine gerade Strecke ubergefiihrt wird. Da nun aber WI und WI bei 
der Fortsetzung in der Umgebung von z = 1 in lineare Funktionen 
der eben benutzten beiden Losungen iibergehen, so wird W eine ge­
brochene lineare Funktion des eben benutzten Quotienten. Und daher 
wird durch W die Strecke z > 1 auf einen Kreisbogen abgebildet. Der­
selbe muB mit den beiden schon eingefiihrten Strecken zusammen 
ein Dreieck bilden. Denn wenn z die reelle Achse durchlauft, so muB 
siCh w aus funktionentheoretischen Griinden reproduzieren. Denn 
sonst enthielte die obere Halbebene weitere Singularitaten. Daher 
wird die reelle Achse auf eine geschlossene Kurve abgebildet, und 
zwar wie wir· sahen, auf den Rand eines Kreisbogcndreiecks. Somit 
wird wieder aus funktionentheoretischen Grunden die obere Halbebene 
auf dies Kreisbogendreieck selbst abgebildet. Welche Winkel besitzt 
dasselbe nun in den zwei noch iibrigen Ecken? Zur Beantwortung 
dieser Frage hat man nur den Charakter der Abbildung zu untersuchen, 
die der Quotient der beiden in der Umgebung von z = 1 und z = oc 
betrachteten ausgezeichneten Losungen vermittelt. Denn unser Quo-

tient Wg ist ja bei z = 1 und z = 00 als lineare Funktion dieser Quo-
Wl 

tienten darstellbar und lineare Abbildungen sind ja winkeltreu. Nun 
aber wird jener Quotient bei z = 1 

l_zr-a.- p F(y-{3,y-ex., 1-ex.-{3+y, 1-z) 
() F (ex., {3, 1 + ex. -+- (3 - y, 1 - z) 

Bei z = 00 aber wird er 

(~y_a.F({3, 1+.{3-Y, l+{3-ot, :). 

F(ex., oc-y+1. 1+ex.-{3,z) 

Man erkennt sofort, daB dadurch die reelle Achse bei z = 1 in zwei 
unter dem Winkel n (1' - ot -- p) aneinanderstoBende Geraden iiber­
gefiihrt wird, wahrend bei z = 00 der Winkel n(jJ - ot} herauskommt. 
So haben wir das Resultat: 

Durch die Abbildung 

w = W z = zl - ? ~J~_-:-_ y + 1, (3 - y + 1, 2 - r, z) 
wl F (<<, (3, y , z) 

wird die Halbebene auf ein Kreisbogendreieck abgebildet, das die 
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drei Winkel n(1 - y) ,n(y - rx - (3), n({3 - rx) besitzt. 1ch kiirze ab 
y = 1 - y, {h = y - rx - f3, 'jJ = f3 - rx. 

Die mehr funktionentheoretische Frage nach der Berechnung der 
Eckenkoordinaten dieses Dreiecks will ich nicht anschneiden; auch die 
damit zusammenhangende Frage nach den Anderungen, die unser Quo­
tient und damit auch der Zahler w2 undder Nenner wl bei Umlaufung 
der singularen Stellen erfahren, will ich nicht behandeln. Es mag ge­
niigen, die allgemeine Natur des Ergebnisses festgestellt zu haben. 
Jedenfalls wird einem Umlauf von z urn einen singularen Punkt eine 
lineare Substitution des Quotienten entsprechen. 

1ch will nur in gewissen Spezialfillen die qualitative Natur des 
Ergebnisses noch etwas weiter verfolgen. Nach dem Spiegelungs­
prinzip geht namlich die untere Halbebene gleichfalls in ein Kreis­
bogendreieck iiber. Denke ich mir weiter die RIEMANNSche Flache 
von W (z) in ihre Halbebenen zerlegt und diese langs der drei Strecken 
o < z < 1, Z > 1, Z < 0 jeweils aneinandergeheftet, so erhalte ich als 
Bild der RIEMANNschen Flache einen aus lauter Kreisbogendreiecken 
aufgebauten Bereich. 

2. Schlichte Abbildung. Besonderes Interesse bietet nun der Fall, 
wo dieser Bereich schlicht ist, wo also kein Stiick der Ebene mehrfach 
von den Kreisbogendreiecken bedeckt wird. Es ist dies der Fall, wo die 

Umkehrungsfunktion von W 2 eindeutig ist. Es ist dazu erforderlich, 
WI 

daB die Winkel An, {hn, 'jJJ/: von der Form 
:'l :n; :n; 

T' m' n 

sind, wo l, 1n, n ganze Zahlen bedeuten. Durch sukzessive Spiegelung 
der dann schlichten Dreiecke an den freien Randern erhalt man nam­
lich ein schlichtes Dreiecksnetz. Dieses Netz bedeckt insbesondere in 
der Umgebung eines jeden Eckpunktes eines Dreiecks die Ebene ein­
fach und liickenlos. Dies bringt aber gerade die eingefiihrte Winkel­
bedingung zum Ausdruck. Betrachten wir z. B. die Ecke, an der der 

Winkel : liegt, und spiegeln das Dreieck an einer von dieser Ecke 

ausgehenden Seite, so erhalten wir ein weiteres Dreieeck, das an das 
erste anstOBt. Der von beiden gebildete Bereich ist unter anderem 
von zwei von der Ecke ausgehenden Kreisbogen begrenzt, weIche 

einen Winkel von 2n gegeneinander bilden. Beilaufig bemerkt, ist dieses 
n 

Doppeldreieck nun das Bild einer vollen langs eines Stiicks der reellen 
Achse aufgeschnittenen z-Ebene. Spiegele ich das Doppeldreieck er­
neut an einem seiner von der gleichen Ecke ausgehenden Kreisbogen, 

so erhalte ich ein neues an diese Ecke wieder mit dem Winkel 2~­
anstoBendes Doppeldreieck. Wenn ich so an den freien Randern im 
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ganzen k-mal spiegele, so erhalte ieh k jeweils mit dem Winkel 2~. 
an die Ecke anstoBende Doppeldreiecke, deren jedes aus zwei zueinander 
spiegelbildlichen Kreisbogendreiecken besteht. Diese 2 k Dreiecke soilen 
fUr passendes k die ganze Umgebung der Ecke gerade einmalliickenlos 

bedecken. Also muB fiir passendem k der Bruch !!... = 1 sein. Also muB n 

n eine positive ganze Zahl sein. 
Schraffiert man diejenigen Half ten der Doppeldreiecke, welche Bil­

der der oberen Halbebene sind, so besteht jedes Doppeldreieck aus einer 
schraffierten und einer nicht schraffierten Halfte. (V gl. Abb. 15, die 
fiir n = 4 gezeichnet ist.) Je zwei schraf­
fierte Halften gehen durch eine gerade 
Anzahl von Spiegelungen auseinander her­
VOL Eine solche gerade Anzahl von Spie­
gelungen ist aber gleiehbedeutend mit einer 
linearen Abbildung, welche die gemein­
same Ecke festlaBt. Die so erhaltenen 
linearen Abbildungen lassen sich aile als 
Wiederholungen (Potenzen) einer derselben 
darsteilen. Wenn man namlich zwei be­
nachbarte schraffierte Bereiche ins Auge 
faBt, so hangen sie durch eine line are Abb. 15. 

Abbildung zusammen, deren Wiederho-
lungen die iibrigen linearen Abbildungen ergeben. Natiirlich handelt 
es sieh urn elliptische lineare Abbildungen, deren n-te Potenz die 
identische Abbildung ist, also urn Substitutionen der Periode n. 

In diesen Betrachtungen liegt auch umgekehrt schon begriindet, daB 
die Abbildung in der Umgebung einer jeden Ecke einen schlicht en 

Bildbereieh liefert, fails die Winkel die Form l£Z ' ~, !:. mit positiven m n 
ganzzahligen l, m, n haben. Man kann weiter schlieBen, daB der ganze 
Bildbereieh schlicht ist, daB also die Winkelbedingung auch hinreichend 

ist fUr den eindeutigen Charakter der Umkehrungsfunktion von ;2 . 
1 

Ich will diesen Beweis nieht v5llig durchfUhren, sondern nur einige 
Gesiehtspunkte hervorheben, die bei der Anlage des Beweises zur Gel­
tung kommen. Insbesondere hat man die nachstehend unterschiedenen 
drei Faile auch beim Beweis gesondert zu behandeln. Als Muster dient 
dabei immer die BeweisfUhrung, die man in meinem Lehrbuch der Funk­
tionentheorie, Bd. I, S. 245/246, fUr die Schliehtheit der durch das ellip­
tische Integral erster Gattung vermittelten Abbildung findet. 

3. Automorphe Dreiecksfunktionen. Die Tatsache der Schliehtheit hat 
zur F olge, dafJ die U mkehrungsfunktion unserer A bbildungsfunktion ein­
deutig ist. Sie ist weiter eine automorphe Funktion. Die linearen Abbil-
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dungen namlich, weIche die verschiedenen Bilddreiecke der z-Ebene 
ineinander iiberfiihren, bilden eine Gruppe. Da in jedem der Bild­
bereiche die Umkehrungsfunktion dieselben Werte annimmt, so bleibt 
sie ungeandert, wenn man auf ihr Argument irgendeine Transformation 
dieser Gruppe ausiibt. Solche Funktionen nennt man aber azttomorphe. 
Somit fiihren unsere an die Differentialgleichung anschlieBenden Uber­
legungen hiniiber zur Theorie der automorphen Dreiecksfunktionen. 

Ich will noch ein Wort iiber ihre Klassifikation anschlieBen. Diese 
hangt von dem Wert der Summe 

~+~+~ 
I m n 

abo 1st diese gleich Eins, so ist die Winkelsumme unseres Dreiecks 11:. 

Daraus erschlieBt man, daB dasselbe geradlinig angenommen werden 
kann. Man kann namlich durch eine lineare Substitution stets er­
reichen, daB zwei seiner Seiten geradlinig werden. Man muB nur Sorge 
tragen, daB der eine nicht in eine Ecke fallende Schnittpunkt der 
beiden begrenzenden Kreise ins Unendliche kommt. Nimmt man nun 
eine weitere Ecke beliebig an, so muB durch dieselbe unter vorge­
schriebenem Winkel gegen die schon vorhandene gerade Seite desselben 
ein Kreisbogen gelegt werden, der die dritte Seite wieder unter vor­
geschriebenem Winkel trifft. Dadurch ist aber, wie man leicht einsieht, 
der Kreisbogen bestimmt. DaB aber in unserem Falle eine dritte gerade 

Dreiecksseite die Winkelsumme zu 11:, d. h. ~l +..!.. + ~ zu 1 macht, 
'In n 

ist selbstverstandlich. Durch Ausiibung der zugehorigen Gruppe erhalt 
man eine liickenlose Bedeckung der vollen Ebene mit unendlich viel~n 
kongruenten Dreiecken. 

Es kommen nur die folgenden endlich vielen Kombinationen von 
Zahlen 1, m, n in Betracht: 

2 
2 
3 

m n 

4 
3 
3 

4 
6 
3 

Ein weiterer Fall ist der, daB 

1 1 1 
T+-;;+n-> 1 

ist. Hier kommen nur die folgenden Fane in Betracht: 

m n 

2 2 beliebig 
2 3 3 
2 3 4 
2 3 5 
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Dann ergibt sich, daB die ganze Ebene mit endlich vielen entsprechenden 
Dreiecken bedeckt wird. Stereographische Projektion und der Anblick 
der Tabelle lehrt, daB man es mit den aus der Theorie der regularen 
Korper bekannten Gruppen zu tun hat. Man denke sich in den Seiten­
fHichen eines Tetraeders, Oktaeders oder Ikosaeders die drei Hohen 
errichtet, so daB jede Seitenflache in sechs kleinere Dreiecke zerfallt, 
beschreibe dann dem regularen Korper eine Kugel urn und projiziere 
das auf dem Korper entstandene Netz vom Mittelpunkt aus auf die 
Kugel. Dort entstehen dann lauter kongruente spharische Dreiecke, 
deren Winkel die an zweiter, dritter und vierter Stelle in un serer Ta­
belle verzeichneten sind. Da aber ein Kreisbogendreieck durch seine 
Winkel bestimmt ist (bis auf line are Transformation), so ist in diesen 
drei Fallen die Behauptung bewiesen. Der erste Fall entspricht den 
Diedern. Das sind einer Kugel einbeschriebene gerade Doppelpyra­
miden, die tiber einem regelmaBigen n-Eck errichtet sind. Man zerlege 
jedes Seitendreieck durch seine Hohe in zwei Dreiecke und projiziere 
wieder auf die umbeschriebene Kugel. 

Nun bleibt noch der Fall 

~+~+~<l. 
1 m n 

Alsdann °gibt es einen Kreis, der auf den drei Dreiecksseiten senk­
recht steht. Zwei der Dreiecksseiten darf man namlich wieder gerad­
linig annehmen. Ihr Schnittpunkt werde als Mittelpunkt des gesuchten 
Orthogonalkreises gewahlt. Zieht man nun von ihm aus die beiden 
Tangenten nach dem Kreise, welchem die dritte Dreiecksseite an­
gehort, so steht der mit der Tangentenlange als Radius beschriebene 
Kreis auf dem Seitenkreis senkrecht' So kann man bei jedem nicht gerad­
linigen Dreiecke schlieBen, also auch dann, wenn die Winkelsumme :n; 
iibertrifft. Hier aber, wo sie kleiner als:n; ist, kann man weiter schlieBen, 
dafJ unser Kreisbogendreieck vollig dem I nnern des Orthogonalkreises an­
gehOrt. Denn wegen der Winkelsumme liegt das Dreieck ganz im 
Inneren des geradlinigen Dreiecks mit den gleichen Ecken. Die Tangenten 
beriihren somit jedenfalls aufJerhalb dieses Dreiecks den Kreis. Daher 
liegt der die Seite enthaltende Kreisbogen und damit das ganze Dreieck 
im Inneren des Orlhogonalkreises. Durch eine Spiegelung an einer 
Dreiecksseite geht aber nun der Orthogonalkreis in sich iiber. Daher 
liegen alle Dreiecke des Netzes ganz im Inneren des Orthogonalkreises, 
und man kann, wie hier nicht naher ausgefiihrt werden solI, unter 
Heranziehung der auf dies en Kreis gegriindeten kreisgeometrischen 
MaBbestimmung, zeigen1, daB sie dies Innere einfach und liickenlos 

1 Man umgebe durch sukzessives Spiegeln das erste Dreieck mit einem Kranz 
weiterer, so daB jeder Randpunkt innerer Punkt wird. Um den so erhaltenen 
Bereich lagere man einen neuen Kranz usw. Nun gibt es eine Zah! r > 0 derart, 
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bedecken. Die Peripherie des Orthogonalkreises ist natiirliche Grenze 
fiir die automorphe Funktion. well sich gegen jeden Punkt der Peri­
pherie die Dreiecke haufen und die Funktion in einem jeden Doppel­
dreieck jeden Wert annimmt. 

4. Zusatze. Ich schlieBe diese Skizze mit einem knappen Hinweis 
auf die allgemeinen Probleme. die sich ergeben. wenn die Differential­
gleichung mehr als drei singulare Punkte besitzt. Wir haben schon 
oben (S. 224) festgestellt. daB dann die Koeffizienten nicht eindeutig 
durch die singularen Steilen und die Wurzeln ihrer Fundamental­
gleichungen festgelegt sind. sondern daB dann noch akzessorische Para­
meter bleiben. Beispielsweise hat eine Differentialgleichung der FUCHS­
schen Klasse mit vier singularen Steilen a. b. c. 00 die Gestalt 

w" + w' (1- ex + 1- (J + 1-Y ) + W (A z + B) = O. 
z-a z-b z-c. (z-a) (z-b) (z-c) 

a. b. c besitzen die fundamentalen Wurzelpaare 
(0. IX). (O.{J). (0.,,). 

wahrend die fundamentalen Wurzeln (jl' (j2 des unendlich fernen Punk­
tes sich aus den Gleichungen IX + {J + " + (jl + (j2 = 2. (jl (j2 = A er­
geben. B fungiert als akzessorischer Parameter. Wenn ailes reeil ist. 
kann man B z. B. durch die Zahl der Nullsteilen festlegen, die eine 
LOsung der Gleichung in einem gegebenen Intervall haben soil. Das 
ware eine Festlegung im Rahmen eines Oszillationstheorems. Man 
kann aber atlch nach funktionentheoretischen Gesichtspunkten vor­
gehen. Wenn wieder die Gleichung z. B. reeil ist. so wird wieder die 
obere Halbebene auf ein Kreisbogenviereck abgeblldet. Zu diesem gehort 
aber im allgemeinen kein Kreis, der auf seinen samtlichen Seiten senk­
recht steht. Man kann aber verlangen. den akzessorischen Parameter 
so zu bestimmen. daB ein Orthogonalkreis auftritt. Fordert man auBer­
dem noch. daB die Umkehrung des Quotienten zweier Losungen eine 
eindeutige automorphe Funktion wird. so ist dadurch der akzessorische 
Parameter sogar eindeutig festgelegt. Ich begniige mich damit. den 
Charakter der Problenie anzudeuten. Ein weiteres Eindringen in die­
selben muB dem Spezialstudium des Lesers vorbehalten bleiben. Man 
vergleiche dazu insbesondere KLEIN: Math. Ann. Bd. 64 und HILB: Math. 
Ann. Bd. 66. 68. 

daB jeder urn einen Randpunkt eines Dreiecks geschlagene Kreis vom kreis­
geometrischen Radius r bei Anlagerung eines Kranzes vollstandig iiberdeckt wird. 
Hieraus folgt sofort, daB bei sukzessivem Anlagern von Kranzen kein Punkt 
aus dem Inneren des Orthogonalkreises unbedeckt bleiben kann. DaB kein Punkt 
mehrfach bedeckt wird, lehrt die Anwendung des Monodromiesatzes der Funk-

tionentheorie auf die Umkehrung von ws , die in der Umgebung jeder Stelle ein-
WI 

deutig ist. Man kann atich ohne Verwendung der Umkehrungsfunktion mit dem 
Beweisgedanken des Monodromiesatzes arbeiten. 
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In einer letzten Bemerkung dieses Paragraphen werde noch auf 
ein beriihmtes Problem hingewiesen. Un sere Darlegungen haben klar 
gezeigt, daB jeder Differentialgleichung eine bestimmte Gruppe von 
linearen Substitutionen zugehort. Das ist die Gruppe derjenigen linearen 
Substitutionen, weIche ein Fundamentalsystem erfahrt, wenn man z 
irgendweIche Wege in seiner Ebene durchlaufen laBt. Diese Gruppe 
heiBt Monodromiegruppe der Differentialgleichung. 

Unter dem Namen RIEMANNSches Problem ist nun die folgende 
umgekehrte Frage gelaufig: \Venn man Monodromiegruppe und sin­
gulare Stellen aI' ... ,an einer Differentialgleichung der FUCHSschen 
Klasse vorgibt, gehort dann dazu auch immer bei passender Wahl der 
akzessorischen Parameter eine Differentialgleichung, die diese singularen 
Punkte und diese Monodromiegruppe besitzt? HILBERT und PLEMELJ 
haben mit Hilfe der Theorie der Integralgleichungen dies Problem ge­
lost, und der letztere hat sogar einen Uberblick fiber die Mannigfaltig­
keit der Losungen geben konnen. BIRKHOFF hat ein analoges Problem 
fur Differentialgleichungen mit wesentlich singularen Stellen gegebener 
Natur formuliert und ge16st. Wegen der Literaturangaben werde wieder 
auf die Enzyklopadie verwiesen 1. 

§ 9. LEGENDRESche Polynome. 

Besonderes Interesse verdienen die Polynome, weIche der hyper­
geometrischen Differentialgleichung genfigen. Die Methode der un­
bestimmten Koeffizienten, weIche auf die hypergeometrische Reihe 
fuhrt, lehrt dann, daB diese Reihe abbrechen muB. Dies ist aber nur 
dann moglich, wenn 'f. oder {3 eine negative ganze Zahl ist. Die so ent­
stehenden Polynome nennt man nach JACOBI, der sie zuerst allgemein 
betrachtet hat, JACoBIsche Polynome. JACOBI hat auch eine zu (1) 
von S. 237 analoge interessante Darstellung derselben als mehrfache 
Ableitung angegeben. Wir wollen dieselbe fUr den wichtigsten Spezial­
fall der alteren LEGENDRESchen Polynome hernach herleiten. Diese 
LEGENDRESchen Polynome erhalt man, wenn man in der hypergeo­
metrischen Reihe 

{3 = -k, y=1 

(k > 0 ganze Zahl) setzt. Genau genommen sind dies allerdings noch 
nicht die LEGENDRESchen Polynome, sondern der den LEGENDRESchen 
entsprechende Spezialfall der JAcoBIschen. Die LEGENDRESchen selbst 
erhalt man, wenn man die singularen Punkte der Differentialgleichung 
nach - 1. + 1, 00 legt, statt nach 0,1, oc, Macht man somit in der 

1 Hierzu kommt neuerdings J. A. LAPpo-DANILEVSKI: Resolution algorith­
mique des problemes reguliers de POINCARE et de RIEMANN, Journal de la soc. 
phys. math, de Leningrade. Bd. ~ S. 94-154. 1928. 
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hypergeometrischen Differentialgleichung der S. 225 die Substitution 
1-'1' 

::=~ 

so geht sie in die Differentialgleichung 
d2 w dw 

(1 - 1'2) d,,£,2 - :21' dT + k (k + 1) 7£: = 0 

der LEGENDRESChen Polynome iiber. Das k-te derselben ist durch 

( 1-'1'\ 
P,,(1') = F k + 1, -k, 1, -2 J 

\ , 

gegeben. Die JACoBIsche Darstellung derselben erhalt man wie folgt: 
Wenn man die hypergeometrische Reihe nach z differenziert, so 

erkennt man, daB die Ableitung als hypergeometrische Funktion 

a.. p F (at + 1, ,8 + 1, y + 1, z) 
y 

geschrieben werden kann. Durch Wiederholung dieses Differenzierens 
erkennt man allgemein die Richtigkeit der Gleichung 

dn F (a.. P. y, z) 
dzfl 

P(P+ 1)"'(P+,,-I) 
= at (at + 1)···(at+n-l)· (+1) (+ 1) F(at+n,,8+n,y+n,z). y y ..• y n-

Die Ableitungen der hypergeometrischen Reihe sind also selbst hyper­
geometrische Funktionen, und zwar geniigt die n-te w(n) derselben der 
Differentialgleichung 

d2 wlfI) dWI") 
z (z - 1) (iZ2 + [(at + ,8 + 2n + 1) z - Y - n] cr;-

+ (at + n) (,8 + n) wIn) = o. 
Multipliziert man diese Gleichung mit 

Z7+ n- 1 • (z _1)a+,o-)'+n. 

so erkennt man leicht, daB man sie in der Form 

d { dWlfI)·} dz z),+n (z - 1)a+.a-)'+1I+1 cr;-

= - (at + n) (,8 + n) zl'+n-l (z - l)a+ tI - r+1I W(II) 

schreiben kann. Differenziert man dies n-mal, so erhalt man 

d n + 1 { dWlfI)} -- z)'+n (z - l)a+tI-l'+n+l __ 
dZ"+l dz 

= -(at + n) (,8 + n) ::" {Zl'+,.-l (z_I)a+.a-l'+nw(n>}. 

Bildet man diese Gleichung der Reihe nach· fiir die Werte n = 0, 
1, ... , k - 1 und multipliziert die Ergebnisse miteinander, so er-
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halt man 
dk 

dzk {zyH-1 (Z_I)a+/J-l'H W(k)} 

= (-I)1c oc (oc-y-I)·.·(oc+k-l) fJ(fJ+I).·.(fJ+k-l) ·zy-1. (z-I)a+ p- yw . 

Wenn nun insbesondere die hypergeometrische Reihe mit dem Glied 
k-ten Grades abbricht, so wird die k-te Ableitung eine Konstante und 
man kann der letzten Gleichung eine Darstellung von w als k-te Ab­
leitung entnehmen. Fiir den Fall der LEGENDRESchen Polynome werde 
dies noch fertig ausgerechnet. Die k-te Ableitung von 

F(k+l,-k,l,z) 

wird aber ersichtlich 

(k + I)(k + 2)··· (2k)(- I)k.k! = (_1)11:. (2k)! 
k! k! • 

Somit erhalt man die Darstellung 

(- ]~-!(2k)! ::J: (Zk(z - I)k) = (k + I)(k + 2) •.. (2k) k!w. 

Also wird 
( . I)k dk 

W = -=--- (Zk(Z - I)k) k! dz" . 

Geht man von hier durch die Substitution z = I ;- or zu den echten 

LEGENDRESchen Polynomen iiber, so findet man 

I I dk 

(I) Pk("r:) = lit" 2k dor" (7:2 - 1)1<. 

Man kann die Differentialgleichung derselben auch in der Form 

d~ [(I_7:2)~;J + k(k + I)w = 0 

schreiben. Mit ihrer Hille leitet man leicht nach den Regeln der par­
tiellen Integration die Orthogonalitatseigenschaften derse1ben her. Man 
findet 

+1 

f Pk2 (7:) dT" = -~-
2k + l' 

-1 

+1 f P n (7:) P", (7:) d7: = 0 
-1 

(n +m). 

Man kann jede in dem Interval1 - 1 ::;; 7: ::;; + 1 zweimal stetig dif­
ferenzierbare Funktion I (7:) in eine nach LEGENDRESchen Polynomen 
fortschreitende Reihe entwickeln: 

+1 
2n+ If I(T") = .J;anPn(7:) , wo an = -2- 1(7:) Pn(7:) d7:. 

-1 

Ich bemerke noch, daB die LEGENDRESchen Polynome die L6sungen 
der folgenden Randwertaufgabe sind: 
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Wie muB man den Parameter}. wahlen, damit die Differential­
gleichung 

!!... [(I - 2) dWl -+--}. = 0 d7: 7 d7:j , ,W 

V:isungen besitzt, welche in dem abgesehlossenen Intervall 

-1<7<-;-1 
endlich sind? 

Die bisherigen Darlegungen zeigen, daB jedenfalls fUr il. = k (k + 1) 
mit ganzem positiven k solche Losungen in den LEGENDRESchen Poly­
nomen vorliegen. Sie sind aber zugleich. wie man beweisen kann, die 
einzigen Losungen der Randwertaufgabe. 

kh will indessen diese Betraehtungen nicht weiter ausfUhren. Ieh 
will auch darauf verzichten, hier den Entwicklungssatz zu beweisen. 
Man vergleiche dazu z. B. die mehrerwahnte Arbeit des Herrn PRUFER 
in Math. Ann. Bd. 95. 

§ 10. Asymptotiscbe Integration. 

1. Normalreihen. Wir gehen nun noch .kurz auf wesentlich singulare 
Stellen ein. Zunachst kann man im AnschluB an das Vorhergehende 
fragen, ob es nicht auch im Falle wesentlich singularer Stellen einzelne 
Integrale gibt, die sich in der Umgebung einer wesentlich singularen 
Stelle bestimmt verhalten, die sich also durch eine Reihe 

(z - a)e. $ (z - a) 

darstellen lassen. Man kennt aus Arbeiten von H. VON KOCH und 
PERRON! die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fUr das 
Vorhandenseinsolcher Integrale. Aber man bekommt so eben nur in 
seltenen Fallen AufschluB uber ein oder das andere Integral. Einen 
Schritt weiter kommt man durch die THoMEschen Normalreihen 2. Urn 
sie zu Hnden, macht man den Ansatz 

y = eU(z)1t. 

Dabei wird schon angenommen, daB der singuHire Punkt im Unend 
lichen liegt. Das ist ja auch keine Beschrankung der Allgemeinheit. 
In dem Ansatz bedeutet g (z) ein Polynom; dies ist so zu bestimmen, 
daB fUr u eine Differentialgleichung herauskommt, der man durch 
cine Reihe 

1t=ze$(~) 
formal genugen kann. Aber auch nur formal, denn die Reihen diver-

1 H. VON KOCH: Acta math. Bd.IS. O. PERRON: :YIath. Ann. Bd. 70. E. HILB: 
Math. Ann. Bd . .82. 

2 CRELLES Journal von Bd. S3 an. 
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gieren im allgemeinen. Trotzdem liefern diese Reihen, welche also die 
Form 

eg(Z) • ze • ~ ( ~ ) 

haben, gewissen AufschluB tiber das Verhalten der Losungen in der 
Nahe der wesentlich singularen Stelle. Sie sind namlich asymptotische 
Darstellungen derselben bei zunachst geradliniger Annaherung. Damit 
ist folgendes gemeint. Zu jeder Normalreihe 

ea(Z).ze(co + c1 ~ + ... ) 

gehort ein Integral y derart, daB fUr jedes m 

(1) ( ) ( em e~.) y = ea z • ze Co + . . . + ;,;; + zm 

ist, wo em --+ ° fUr z --+ 00. Diese Untersuchungen hat POINCARE be­
gonnen, verschiedene Forscher haben sie gefordert und zu einem ge­
wissen AbschluB gebracht. 

(2) 

(3) 

Wir nehmen an, daB in der Differentialgleichllng 

wI! + Pl(Z) W' + P2(Z) W = 0, 

Pi (z) = zik (a i + .2;'.") (i = 1,2) 

sei. Hier ist k eine ganze nichtnegative Zahl. (k = - 1 wtirde eine 
Stelle der Bestimmtheit liefern.) Man nennt dann k + 1 den Rang 
der singularen Stelle z = 00. Die angegebenen Reihen mogen ftir ge­
niigend groBe I z I konvergieren. Die Gleichung 

(4) 

nennen wir die charakteristische Gleichung. Der einfachste Fall ist der, 
daB sie lauter einfache Wurzeln lXI' 1X2 besitzt. Dann gibt es in der Tat 
zwei Reihen (1), die (2) formal befriedigen und die zwei linear unab­
hangige Integrale asymptotisch darstellen. Dabei wird stets Annahe­
rung an 00 langs einer bestimmten Geraden vorausgesetzt. Bei Wechsel 
der Richtung andert sich das asymptotisch dargestellte Integral. 

Hat die charakteristische Gleichung (4) eine Doppelwurzel, so er­
halt man Integrale, die durch Reihen 

ell(Z) Zll (co + ~z!. + . . . + log z (do + d; + ... ) ) 
asymptotisch dargestellt werden. 

2. Berechnung der Normalreihen. Wir wollen nun den Ansatz im 
einfachsten Fall einer wesentlich singularen Stelle vom Range 1 mit 
einfachen WurzeIn von (4) etwas naher betrachten, indem wir ftir 
weiteres Eindringen auf den EnzykIopadieartikel von HILB sowie auf 
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die zusammenfassende und abrundende Darstellung von STERNBERG, 
Math. Ann. Bd. 81, verweisen. Es sei also in der Differentialgleichung (1) 

(5) 
,,=1 

Die Gleichung (4) habe zwei verschiedene Wurzeln IXI und 1X2' Wir 
machen in (1) den Ansatz 
(6) w = e"~· y, IX konstant. 

Dann geht (1) tiber in 

(7) y" + QlY' + Q2Y = O. 

Hier ist 

(8) 
( ) I P P I "'01: ap + a2 " ql Z = ot + IX 1 + 2 = ot + ot a1 + a2 + L..t--z-'-' -. 

Setzt man also 

(9) 
so wird 

co 

Q1{Z) = 2ot£ + a1 + };a:; = b1 + 2)b:; , 

(10) 
.. =1 

Hier ist b1 = 20ti + a1 =1= 0, da oti eine einfache Wurzel von (4) ist. 
Nun machen wir in (7) den Ansatz 

(11) Y = ze (co + c; + :: + ... ) . 
Ordnet man nach Potenzen von z und setzt die Koeffizienten einzeln 
Null, so erhalt man, analog wie S. 215, die Gleichungen 

(b1 e + bll) Co = 0, 

(12) (b1(e - 1) + b21) c1 + (e(e - 1) + bne + b2al Co = 0, 

Aus der erst en Gleichung entnimmt man 

(13) e = - bb21 , 
1 

da ja b1 =1= 0 ist. Co wahle man willktirlich. Aus den anderen Gleichungen 
entnimmt man sukzessive c1 , c2 , ••• Denn es ist 

bl{e - n) + b2- = - nbl =1= o. 
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Die so eindeutig festgelegten beiden Reihen (11) - entsprechend der 
Wahl von rJ..i - liefern nach (6) zwei Reihen. Es ist zu zeigen, daB diese 
gewisse Integrale von (I) asymptotisch darstellen. Urn dies einzusehen, 
wollen wir erst (7) umformen. Wir mach en darin den Ansatz 

v = Ze~t - , 
wo e nach (13) gewahlt sei. Man bekommt so 

(14) 

wo die ri durch Reihen folgender Gestalt dargestellt sind 

(15) 

d dl 
r 1 = 0 + z + .. " 
r - ~2 .L 

2 - Z2 I 

3. Auflosung der Differentialgleichung. Die vorstehenden Betrach­
tungen haben gezeigt, daB es genau eine der Differentialgleichung (14) 
formal geniigende Reihe 

(16) ( 1 
Co + ~- + ... 

Z 

gibt, in der Co einen vorgegebenen Wert hat. Wir zeigen nun nach 
PICARD an Hand der Methode der sukzessiven Approximationen, daB 
diese Reihe (16) ein Integral von (14) asymptotisch darstellt. Man muB 
dabei unterscheiden, ob do in (15) reell oder imaginar ist. 1st z. B. 
do reell, so bestimmen wir die Funktionen U1, 11'2' .•• sukzessive aus den 
Differentialgleichungen 

u~ + dou~ = 0, 

u~ + dou; = - (rl - do) 1"'~ - r2 u1 , 

so, daB 

ist. Man findet z. B. fUr negative do 

und fUr n >0 
z 

17) 
un = + :oe-doZf(rl-do)1"'~_I+r2Un_l)edo,"dx 

OJ 

z 

- f :0 [h - do) u'n_l + r2 Un_I] dx + CO' 
OJ 

BIEBERBACH, Djfferentialgleichungen. 3. Aun. 16 
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Hier kann man durch partielle Integration U~_l beseitigen. So findet 
man 

z 

1 -doZJ'd.., ( 'd" -L d2) d .un = do e tr' U n _ 1 Y2 - Y1 - oYI lOX 

00 

z 

- J :0 U n- 1 (rz - r;) dx + Co· 

00 

Setzen wir zur Abkiirzung 

(18) 
S1 = Y2 - Y~ - dOYI + dg, 

so gelten Entwicklungen der Form 

.-~+~+ .'i l - z Z2 

und wir haben 
z z 

(19) 'Un = "~ e- doz J edo " 26,,_1 SI dx - J ~o ~tn-l S2 dx + co' 
00 00 

Somit wird 

Hiernach gibt es eine Zahl k derart, daB 

Daher konvergiert die Reihe 

u = It! + .iJ (un - Un-I) 
»=2 

fiir z > k + 1 gleichmaBig und stellt ein Integral von (14) dar, wie 
man in iiblicher Weise an Hand der benutzten Integraldarstellungen 
(17) beweist. Aus ihr folgt ja fUr 1t 

z z 

(20) It = ie-do z Jed." U SI dx - J :0 U S2 dx + co' 
00 co 

Hieraus entnimmt man, daB u die Differentialgleichung (14) be­
friedigt. 

4. Asymptotische Darstellung durch die Normalreihen. Der Nach­
weis, daB die (14) formal befriedigende Reihe eine asymptotische Dar­
stellung von u liefert, wird am bequemsten an Hand einer beim Grenz­
iibergang u ~ 00 aus (17) flieBenden Formel gefiihrl. Diese kann man 
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auch aus (20) gewinnen, indem man die partielle Integration, die von 
(17) zu (19) fiihrte, an (20) wieder rUckgangig macht. Man findet so 

z 

II = :0 e-do,S edo"'((rl - do}u' + r21t)dx 

(21) 00 

z 

- S 10 (,(r} - do}u' + T21t)dx + co' 
o 

Da nun 
C 

II = Co+ : + 
die (14) formal befriedigt, so ist formal 

(22) (r} - do} u' + r2 u = - /f," - dou' , 

d. h. die auf beiden Seiten in (22) stehenden Reihen sind identisch. 
Wir tr-agen nun insbesondere auf der rechten Seite von (21) statt 1t 
den Abschnitt 

a=c+:~+ ... +-~ 
'V 0 Z Zl 

ein. Da in '1 -- do und in r2 Glieder nullter Ordnung nicht vorkommen, 
so sind die Gliedpr nullter bis (v + 1 Her Ordnung von 

(r} - do}a~ + r2 av 

rlieselben. wie bei 
(r} - do) u' -1- r2 16, 

also auch dieselben wie bei 

Also wird 
z z 

.-tv = (~O e- doz S edo"'((r}- do} a;. + r2 a,.) dx - S :0 ((r1 - do) a~+ r2 a,,) dx + Co 
00 00 

z z 

1 -d.,S do", [ " d '] d S 1 [ " d '] d + = do e e -u -- ,o1.t "+1 x- do -u - ou ,,+1 X , Co 
-:0 00 

;- d1 e-doz fZ edox ~ ~~) dx _JZ 
d1 ~ ~;~) dx • 

o "x 0 x 
00 co 

Dabei bedeutet [V],,+1 die Glieder nullter bis - (v + 1)-ter Ordnung 

von v und ~ (.~) eine konvergente Potenzreihe. Nun wird 

[_ "-d '] . = dOc1 +2C2 do-2c1 + ... +vcv do-v(v-1)c"_J 
1t 0 U ,,-:-1 .1'2 ;,3 X1'+1' 

Setzen wir 

J = _ dOc1 _ c2 do - c1 _ ••• _ c"do - (v - 1) c,. 
X x 2 xl" 

16* 



244 II. 4. Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung im komplexen Gebiet. 

Dann wird 
z z 

dI
O 

e-d,z 5 ed,,,, [ - H" - d01l]"-i-l dx = dIo J - e-d,z 5 ed,,,, J dx 
00 ~ 

und 
z 

51 [-1~"-d01/J"-i-ldx=: J. 
o 0 

00 

Ferner 
z 

- c-d,z fed,,,, J d x 
00 

z 
d d 5( C, c,. ,.,,\ d ( = e- 'Z'o -"- + ... + ---. -' e ,x ( X 

x 'Xl ) 

z 

= - + ... + - _ .... + e ,z r' '" - ~ ... + -- x C1 C"_l -d 5 _it (C1 • '/IC,. ) d 
X :;:""-1 x2 \ ;\'1'+1 

00 

z 

d 5 d ("1 (V-I)C"_l')' d - e- ()Z e oX -..;- ~ ••• + '-,-- x 
.y" I .'tv 

Also wird schlieBlich 
, I \ 

z z m(_) 
vc I +' X A = a + e-d,z5ed,z-,_· dx + -e-d,z5ed,z--dX 

'J' ')' Xl'+l do x'l'+~ . 
00 00 

Also ist 
z 

a,. = Co + dIo e-d,z 5 ed''''((r1 - do) ~ + r2 a,,) dx 
00 

z 

-5 io ((r1 - do) a:. + r2 a,.) dx 
00 

k(z) 
- iJ/+l' 

wo I k (z) I fiir groBe z unter einer von z unabhangigen Schranke K 
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bleibt. Wegen (19) ist daher 

(22) 

Da 1~ - a" -+ 0 fUr z -+ 00, RO sei 

lu-a"i<,u 
fiir groBe I z I. Dann ist nach (22) 

k , K 
,tt <,uz -r ZV+l , 

Daher ist 

k(z) 
- Zll+1-

wo wieder k und Kl von z unabhfulgig sind. Also ist 

C1 C,,+ Il" 
1~ = Co + Z + ... + z;- , 

WO B" -+ 0 fiir z -+ 00, und das wollten wir beweisen. 

245 

Auf ahnliche Weise kann man auch fUr positive und fiir ima­
ginare do den Nachweis fUhren. Es mag aber hier diese Probe geniigen. 

§ 11. Integration durch bestimmte Integrale. 

1. Der allgemeine Ansatz. Wir betrachten wieder eine lineare 
homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung 

(1) L (z, w) == Po w" + Pl w' + P2 w = 0 
mit analytischen Koeffizienten Po. Pl und P'I. und versuchen die Dif­
ferentialgleichung durch ein bestimmtes Integral 

" (2) w(z) = J K(z,t)y(t)dt 
t. 

zu befriedigen. Dabei salien w, K. y, Po, Pl' P'I. in einem gewissen Be­
reich der z, t regular analytisch sein. Will man dann w differenzieren, 
so kann dies unter dem Integral geschehen. Insbesondere wird also 

I. 

(3) L(z,w) = J L(z,K) y(t)dt. 
t. 

Nimmt man nun an, daB Keiner partielien Differentialgleichung 

W L~~=M~~ 
geniigt, wo 

(5) 
. d2 w dw 

],1 (t, w) = qo (t) di2 + ql (t) de + q2 (t) W 



246 II. 4. Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung im komplexen Gebiet. 

em weiterer linearer Differentialausdruck sei, so wird 
t, 

(6) L (z, w) = f kI (t, K) Y (t) dt . 
t, 

Nun ziehe man die LAGRANGESche Identitat von S. 131 heran. Man 
fUhre also den zu M adjungierten Differentialausdruck 

- d(qo w') d 
(6) M(t, w) - -dt-- - dt (ql w) + q2 w 

ein. Dann wird nach S.151 

- d (8K d(yqo) ) (7) y(t)M(t,K)-KM(t'Y)=dt Ttqoy-K----;rt+yKql. 

Somit wird 
t, 

(8) f --.- (8I( d (yq ) )t, 
L(z,w) = K(z,t)M(t,y)dt + -a yqo -K-d .Q... + yKql . 

to _t t t. 

Demnach wird L (z. w) = 0, wofern man fUr y eine Losung von 

(9) M(t,y) = 0 

wahlt und wofern man dafiir sorgt, daB der integralfreie Bestandteil 
in (8) zu Null wird. 

2. LAPLACESche Transformation. Das wichtigste Anwendungsgebiet 
sind die Differentialgleichungen mit rationalen Koeffizienten. Es mogen 
also in (I) die Koeffizienten qo, ql' q2 ganze rationale Funktionen sein. 
Dann kann man mit Hilfe einer Zahl m die Differentialgleichung so 
schreiben 

(10) 

Als Kern kann man 

(II) K(z,t) = ezt 

wahlen. Setzt man dann 

(12) 

so ist 

(13) 

m 2 d; w 
M (z, w) =.2 .2 Pi" Zk dZ! ' 

;=0 k=O 

Die zu M (z, w) = 0 adjungierte Differentialgleichung 

(14) M(t,y)=O 

nennt man die LAPLAcEsche Transformierte von L (z, w) = O. Die 
Transformation selbst 

It 

(15) W = f ezty (t) dt 
to 
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heiBt LAPLACEsche Transformation. Sie fiihrt z. B. dann zu leichten 

Ergebnissen, wenn in (10) die Zahl m = 1 ist. Dann ist namlich M (t, y) 
= 0 von der ersten Ordnung. (In den obigen Formeln ist dann qo = 0 
zu nehmen.) Man kann also y ohne weiteres ermitteln und hat damit 
L (z, w) = 0 gelOst. Eine so1che Differentialgleichung 

L (z, w) = (qoo + qOl z) W" + (qlO + qn z) w' + (q20 + q21 z) '1£' = 0 

heiBt LAPLAcEsche Ditferentialgleichung. 

3. BESSELSche Differentialgleichung. Die BESSELschc Differential­
gleichung 

(16) 

wird durch den Ansatz 

(17) J == z1t u', n>O 
in die LAPLAcEsche Differentialgleichung 

d2 w dw 
(18) z-de2+(2n+I)-d-+zw=O . ., z 

ubergefiihrt. In diesem Fall wird nach (12) 

und 

Aus 

ergibt sich 

Somit wird 

(19) 

M(t,y) = ~~ (t2 + 1) + y(2n + I)l 

- d 
M(t,y) = - dt((t2 + I)y) + (2n + 1) ty. 

M(t,y) = 0 

2n-1 

y (t) = (t2 + 1) 2 • 

211-1 

W (z) = f ezt (t2 + 1) -2 dt 
I 

ein Integral von (18), wenn man den Integrationsweg 1 in (19) so be­
stimmt, daB das y K ql von (8), d. h. 

(20) 
211+ 1 

ezt (t2 + 1) 2 

an seinen beiden Enden denselben Wert annimmt. 
Als so1cher Weg eignet sich die geradlinige Verbindung der Punkte 

211-1 

-i und + i. Wir wollen dabei denjenigen Zweig von (t2 + 1) 2 

nehmen, der fUr t = 0 positiv ausfallt. 
DaB das so gewahlte Integral (19) eine ganze Funktion von z dar­

stellt, ist aus funktionentheoretischen Grunden klar. Man kann es z. B. 
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mit Hilfe des VITALIschen Doppelseitensatzes (Satz von der analytischen 
F ortsetzung der Konvergenz) beweisen 1. Es bleibt aber festzustellen, 
daJ3 (19) nicht identisch verschwindet. 1st dies erkannt, so muJ3 (19) 
ein Multiplum von J n (z) z-n darstellen, da dies die einzige bei z = 0 
endliche L6sung von (18) ist. Welches Multiplum es ist, erkennen wir, 
indem wir gemaJ3 (19) 

w(O) 

berechnen. 1st w (0) =l= 0, so verschwindet ja auch w (z) nicht identisch. 
Es ist 

+, 2n-l 

W (0) = J (~2 + l) 2 dt. 
-i 

Der Integrationsweg ist die geradlinige Verbindung von - i bei + i. 
Wir fUhren durch 

t - i 
--=-T 
t + i 

eine neue Integrationsvariable ein. Der Integrationsweg wird dann die 
positive reelle Achse. Das Integral wird 

00 

j
~ 2n-l 

. 2 2n - l -r-2-

W (0) = 2~ 2 + 1 dT • 
• (1 +-r) n 
o 

Dabei ist unter dem Integral diejenige Bestimmung des Integranden 
zu nehmen, die fUr T = 1 und damit fUr alle r > 0 positiv ausfallt. 

Nun ist bekanntlich 2 

EX> 

F(s) = je- Zx8- l dx, 
o 

oder durch die Substitution 

Also 

x = (1 + T)'e, 
00 

F(s) = je-(l+T)1} (1 + r)S es- l de. 
o 

__ 1_ = _1_S
co
e-<l+T)(I eS-lde 

(1 +-r)' r(s) • 
o 

Insbesondere also ist fUr s = 2 n + 1 > 1 

-=-.,--1~; _ 1 Sooe-<l+T)1} 2ndn 
(1+-r)sn+l - r(2n+ 1) eo:· 

o 

s>o 

1 Vgl. z. B. mein Lehrbuch der Funktionentheorie Bd. I, 3. Auf!., S. 170. 1930. 
2 Vg!. z. B. mein Lehrbuch der Funktionentheorie Bd. I, 3. Aufl., S.316. 1930. 
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Also wird 1 

2n-l 
00 ----- co 2,,-1 00 

f or 2 d"f = 1 fd •• -2-fe-<1+T}en2ndn 
(l-i-T)2"+1 r(2n+l) I::' I::' 

U 0 0 

co 

= r(n+!) fd n (;-en"-i = (r(n+!»)1 
r(21Z+ 1) I::' I::' r(2n+ 1) 

o 
Also wird 

(0) = ·22n (T(n+!»)2 
W t r(2n+l) 

Dies ist von Null verschieden, da res) fUr positive s von Null verschieden 
ist, wie unmittelbar aus der benutzten Integraldarstellung folgt. Nun 
war nach S. 186 

IfJ(z) I 1 1 
-z;;- .-0 = 2" r(n+l)' 

Also wird 2 

+i 2 .. -1 

] ( ) - - ~.... r(2n+l) ~f t (1 + t2)-2-dt 
.. z - .. $ r(n+ 1) (r(n+ i))S 23" eO 

-i 

Substitutierl man hier 
t=icos(fJ+n), 

so wird 
:r 

]11 (z) == Yi Z" fcos (z cos if) (sin .0)2" d.o. 
n (r(n +t) 2" 

o 
Unter dem Integral ist der reelle positive Werl von (sin .0)2 .. zu nehmen. 

1 Auf den Beweis der im folgenden benutzten Vertauschung deT Integrations­
reihenfolge gehe ich nicht ein. Man vgl. dazu z. B. WHITTAKER-WATSON: Modern 
Analysis, 5. Aufi., s. 255. 

• Bekanntlich ist 

r(n) r(n + -1-) = 2!~' r(2n) 

und 
r(p+ 1) =pr(p). 



Dritter Abschnitt. 

Partielle Differentialgleichungen 
erster Ordnung und Systeme von 

gewohnlichen Differential­
gleichungen. 

§ 1. Lineare partielle Differentialgleichungen erster 
Ordnung. 

1. Die unbekannte Funktion kommt explizite nicht vor. Unter einer 
partieUen Diflerentialgleichung versteht man eine Relation zwischen 
einer unbekannten Funktion von mehreren unabhangigen Verander­
lichen, gewissen ihrer Ableitungen nach diesen Veranderlichen und 
den unahhangigen Veranderlichen selbst. Sie heiBt insbesondere von 
der ersten Ordnung, wenn nur partielle Ableitungen erster Ordnung 
vorkommen. Es mussen natiirlich Ableitungen nach mehrals einer sol­
chen Veranderlichen vorkommen, wenn es notig sein solI, Betrachtungen 
anzustellen, die aus dem Gebiet der gewohnlichen Differentialgleichungen 
herausfuhren. Linear heiBt eine partielle Differentialgleichung erster 
Ordnung, wenn die erwahnte Relation durch Nullsetzen einer linearen 
Funktion der Ableitungen zum Ausdruck gebracht wird. Die unbe­
kannte Funktion selbst darf bei dieser Begriffsbestimmung in belie­
biger Weise in die Koeffizienten dieser linearen Funktion eingehen. 

Die Theorie dieser linearen partiellen Differentialgleichungen steht 
zur Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen in unmittelbarem 
Zusammenhang. Betrachten wir namlich eine gewohnliche Differential­
gleichung 

(1) 
dy 
dx = t(x,y) 

und einen Bereich B der (x, y) - Ebene, in dem t (x, y) samt seinen 
partiellen Ableitungen erster Ordnung stetig und eindeutig erklart ist. 
Wir wissen, daB es dann eine wohlbestimmte Losung 

(2) 

giht, die fUr x = Xo den Wert y = Yo besitzt. Man kann sie auch in 
der Form 

(3) Yo = cp (x, y; xo) 
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schreiben1 . cp (x, y; xo) besitzt stetige partielle Ableitungen erster Ord­
nung nach einem jeden seiner Argumente, solange (x, y) ein Punkt 
aus B ist und Xo einem nicht zu groBen Intervall mit dem Mittelpunkt x 
angehOrt. Denkt man sich (2) in (3) eingetragen und differenziert dann 
nach x, so kommt 

oder 
dIP . dIP o = - -+- -- / (x y). ax . (J)' , 

D. h. aber die Funktion cp(x, y) = z ist eine Losung der linearen parti­
ellen Differentialgleichung erster Ordnung 

iJ:: I iJz/( ) 0 dx'ay X,)'= 

oder wie man unter Verwendung der iiblichen Abkiirzungen 

OZ 
(]x =p. 

oz 
iI~' = q 

auch schreibt 

(4) p+q/(x,y)=O. 

1st umgekehrt eine partielle Differentialgleichung (4) vorgelegt, so ge­
winnt man mit Hille der gewohnlichen Differentialgleichung (1) in der 
dargelegten Weise eine Losung 

z = cp (x. y) 

derselben. Kennt man so erst eine Lasung von (4), so kennt man auf 
Grund der folgenden Bemerkung sofort beliebig viele. Es sei narnlich 

w (cp) 

irgendeine in einem gewissen cp-Intervall mit einer stetigen nicht ver­
schwindenden ersten Ableitung versehene eindeutige Funktion. Diesem 
Intervall magen die Werte angeharen, die cp(x, y) im Bereich B oder 
einem Teilbereich derselben annimmt. Dann ist auch 

z=w{cp(x,y)} 

eine III jenem Teilbereich eindeutig und stetig erklarte mit stetigen 

1 Durch diese Betrachtung ist noch nicht bewiesen, daB man die durch die 
Losungen von (1) im Bereich B definierte Kurvenschar in der Form tp (x, y) = konst. 
darstellen kann, wo tp (x, y) samt seinen partiellen Ableitungen erster Ordnung 
in B stetig ist, und langs jeder Scharkurve einen konstanten Wert annimmt. 
Denn (3) gibt nur bei konstantem Xo eine so1che Darstellung. Es kann aber sein, 
daB nicht aIle Kurven der Schar in B bis zur Abszisse Xo verfolgt werden konnen. 
Man kann aber dann aus abzahlbar vielen Darstellungen der Art (3), die in immer 
anderen Teilbereichen mit immer anderen Abszissen Xo anzusetzen sind, eine 
Darstellung in ganz B und damit eine fiir ganz B brauchbare Funktion tp gewinnen. 
Wegen naherer Durchfiihrung vgl. KAMKE: Math, Ann. Bd. 99, S. 602f£.) 
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partiellen Ableitungen erster Ordnung versehene Losung von (4). Eiu 
paar Worte der Beweisfiihrung brauchen wir nur der Behauptung zu 
widmen, daB 

z=w{cp(x,y)} 

eine Losung von (4) sei. Man findet namlich 

p = Wi {cp} • all' 
iJ.>: 

am 
q = Wi {cp}.af.. 

Also 
p + jq = w'{cp",+f cp) = 0, 

womit der Beweis schon erbracht ist. DaB so nun alle Losungen von 
(4) gefunden sind, erhellt aus folgender Betrachtung: Man denke sich 
eine beliebige stetig differenzierbare tiber dem Bereich B verlaufende 
Kurve: 

(5) x -,-- x (t) , y = y(t), z = z(t) (X'2 + y'2 + Z'2 + 0) . 

Hier sollen x (t), Y (t) , z (t) samt ihren erst en Ableitungen fUr ein ge­
wisses Intervall 

eindeutig und stetig sein und 

x = x(t), Y= y(t) 

soll eine dem Bereich B angehorige Kurve sein. Dann kann man stets 
die Funktion w(cp) so bestimmen, daB 

(6) z(t) = w{cp[x(t),y(t)]} 

ist fUr to < t < tl , wofern die Ableitung 

d<p '-!- I Tt=Cp",x , CPyy 

in diesem Intervall nirgends verschwindet. Denn unter dieser Voraus­
. etzung kan!l man die Gleichung 

cp[x(t),y{t)] = cp 

eindeutig nach t auflosen. Man erhalt eine mit stetiger erster Ableitung 
versehene Funktion 

t=t(cp) 

und kann mit ihrer Hilfe statt (6) schreiben 

z{t(cp)} = w(cp) , 

womit die stetige mit stetiger erster Ableitung versehene Funktion 
w (cp) eindeutig bestimmt istl. 

1 Entsprechend dem in Fu/3note 1 auf S. 251 iiber die Darstellung der Integral­
kurven von (I) durch (.3) Gesagten gelten alle diese Betrachtungen fiir geniigend 
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2. Charakteristiken. Die iiber ~ ~. + 0 gemachte Voraussetzung be­

deutet, daB die Projektion der gegebenen Kurve (5), d. h. die Kurve 
x = x (t) ,)' = Y (t), keine Losung. von (1) beriihren darf. Wir nennen 
die Losungen von (1) die Charakteristiken oder charakteristischen Kurven 
von (4) und haben dann zur einen Halfte den folgenden Satz: Durch 
jede stetig dilferenzierbare Ktm'e (5), die uber einem Bereich B verlautt, 
in dem der Koettizient t Vl;, y) von (4) samt seinen Ableitungen erster 
Ordnung eindeutig und stetig ist, geht gena1,f, eine Los·ung von (4), u'otern 
die Kurve (5) keine Charakteristik beriihrt. 

3. Unitat. Es bleibt noch zu zeigen, daB es nicht mehr als eine 
Losung durch die gegebene Kurve gibt. Betrachten wir die Hohenlinien 
irgendeiner Integralflache. d. i. die Kurven 

qJ (x, y) = konst. , 

so ist langs derselben 

ihp , -+- drp, 0 
i)."( X . iJy Y = 

und so sieht man sofort, daB dies gerade die Charakteristiken sind. 
Somit erkennt man, daB auch durch gewisse Kurven (5), deren Pro­
jektion eine Charakteristik ist, Integralflachen hindurchgehen. Man 
wahle nur in diesem Fall das z(t) von (5) konstant. Aber durch eine 
solche Kurve geht nicht nur eine, sondern es gehen beliebig viele Inte­
gralfHichen hindurch. Wir modifizieren den Begriff Charakteristik ein 
wenig und nennen fort an Cliarakteristiken diejenigen Raumkurven 

x = x(t), :r = yet), z = konst., 

deren Projektion x = x(t), Y = yet) eine Losung von (1) ist. Dann lehrt 
unsere Betrachtung, daB man die durch (5) gehende Integralflache 
dadurch gewinnen kann, daB man durch die einzelnen Punkte von (5) 
die Charakteristiken legt. Nach dem fiir (1) geltenden Existenzsatz sind 
diese ja durch ihren Anfangspunkt eindeutig bestimmt. 

Nun sieht man auch, daB es durch eine Kurve, deren x-y-Projektion 
die x-y-Projektion keiner Charakteristik beriihrt, nur eine Losung 
geben kann. Denn sei xo, Yo, Zo irgendein Punkt einer Losung z = z (x, y) , 
so geht durch denselben genau eine Charakteristik. Diese liegt voll-

kleine passend abgegrenzte Teilbereiche von B. Zieht man aber den in FuBnote 1 

S. 251 genannten Satz von KAMKE heran, so hat man in z = "P (x, y) ein in ganz 
B mit seinen ersten Ableitungen stetiges Integral. KAMKE hat in der genannten 
Arbeit unter Heranziehung der in FuBnote 1 von S. 261 noch zu nennenden Arbeit 
von KNOPP und R. SCHMIDT tiber Funktionaldeterminanten weiter gezeigt, daB 
man jedes in B samt seinen ersten Ableitungen stetige Integral von (4) in der Form 
z = w("P) darstellen kann, wo w(z) eine Funktion ist, die samt ihren ersten. Ab­
leitungen fUr aIle die z-Werte stetig ist, die z = "P (x, J') in B annimmt. 
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standig auf der FHiche z = z (x, y). Denn tragt man ihre Gleichungen 
(2) in z (x, y) ein und differenziert nach x, so kommt 

P T qt· 
Dies ist aber langs der Charakteristik Null, weil fur z (x, y) die par­

tielle Differentialgleichung (4) gilt. Also ist z langs der Projektion 
der Charakteristik konstant. Also liegt die Charakteristik auf z = z (x, y). 
Jede Integralflache durch eine gegebene Kurve enthalt also auch die 
durch die Punkte derselben gehenden Charakteristiken und ist also 
mit der vorhin bestimmten Integralflache identisch. 

Als ein wesentlicher Unterschied gegeniiber den gewohnlichen Dif­
ferentialgleichungen fallt uns auf, daB in die Losungen der partiellen 
Differentialgleichungen willkiirliche Funktionen eingehen, wahrend bei 
gewohnlkhen Differentialgleichungen nur willkiirliche Parameter vor­
kamen. Dementsprechend konnen wir jetzt auch durch willkiirliche 
Anfangskurven Integralflachen legen, wahrend bei den gewohnlichen 
Differentialgleichungen nur Punkte oder Richtungen vorgeschrieben 
werden konnten. 

4. Die allgemeine lineare Differentialgleichung. Unsere Betrach­
tungen haben noch nicht die allgemeinste lineare partielle Differen­
tialgleichung erster Ordnung mit einer unbekannten Funktion z von 
zwei unabhangigen Veranderlichen x, y erfaBt. Aber unsere Betrach­
tungen sind verallgemeinerungsfahig. Nach der S.250 gegebenen Defi­
nition sieht die allgemeinste lineare partielle Differentialgleichung 
erster Ordnung fur eine unbekannte Funktion z von zwei unabhangigen 
Veranderlichen x, y so aus: 

(7) a1 (x, y, z) P + a2 lx, y, z) q + a3 (x, y, z) = o. 
Dabei sollen die Koeffizienten in einem gewissen Bereich K der x, y, z 
samt ihren Ableitungen erster Ordnung eindeutig und stetig sein, und 
wir betrachten iiberdies nur die Umgebung eines Punktes xo, Yo, zo, 
wo nicht alle drei Koeffizienten zugleich verschwinden. Es ist zulassig 
anzunehmcn, daB a1 (xo, Yo, zo) 9= 0 sei. Denn ist zunachst einer der 
beiden Koeffizienten <11 oder a2 von Null verschieden, so ist es keine 
Beschrankung der Allgemeinheit a1 9= 0 zu nehmen. 1st aber a3 (xO' Yo, zo) 
9= 0, so kann man z und x vertauschen oder z und y vertauschen, 

weil ;; Ul1d :; an der Stelle xo, Yo' Zo dann nicht beide verschwinden 
oz 

konnen. 1st z. B. ax (xo, Yo, zo) 9= 0, so kann man 

z=z(x,y) 

in der Umgebung dieser Stelle sich nach x aufge16st denken: 

x=x(y,z). 
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A.us 
Z =0= z{x(y,z),y] 

folgt dann 

und 

.-\1 so 
,) .. 1 1 
az p , p - ax 

az 
ax q ax Jx 
rJy P 

, q= -ay az 
Aus (7) wird dann 

ax rJx 
at (x, y, z) - a2 (x, y, z) JY + a3 (x, y, z) az = o. 

Kniipfen wir also weiter an (7) an und nehrnen 

at(xo,Yo,zo) +0 

an. Dann kann man in der Umgebung dieser Stelle die Gleichung durch 
a1 (x, y, z) dividieren und sie so schreiben: 

(8) p + g(x, y,z) q = h(x,y,z). 

In dem vorhin behandelten Spezialfall ist also h = 0, und g (x, y, z) 
= f (x, y) hangt von Z nicht abo 

g(x, y, z), h (x, y, z) sind nun wieder in· einem gewissen Bereich K 
der x, y, z eindeutig und samt ihren partiellen Ableitungen erster Ord­
nung stetig. 

Die Gleichung (8) steht nun aber zu dem System 

dy 
d- = g(x,y, z) 

x 
(9) 

dz 
dx = h(x, y, z) 

in dem gleichen engen Zusammenhang, in dem (4) zu (1) stand. 
Nach dem fUr das System (9) geltenden Existenzsatz gibt es zu jedem 

Punkt xo, Yo, Zo aus K genau ein Paar eindeutiger mit stetigen ersten 
Ableitungen nach samtlichen Argumenten versehener Losungen 

(ll) 
y = g;(xo, Yo, Zo; x) 

z = 'lJ'(xo, Yo, Zo; x) 

von (9). Man kann nach Yo und Zo auflosen und schreiben 

yo= g;(x,y,z;xo) 

Zo = 'lJ'(x, y, Z; xo). 
(12) 
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Denn die durch x, y, z gehende LOsung geht auch durch xo, Yo' Zo hin­
durch, wenn ell) besteht. Daraus entnimmt man, daB namentlich 
auch in der Umgebung jeder Stelle von K 

(13) d(y,z) =1=0 und d(yo,zo) =1=0 
d(yo,zo) d(y,z) 

ist. Man trage zum Beweise nur (12) in (11) ein und beachte, daB sich 
bei solchem Einsetzen die Funktionaldeterminanten miteinander multi­
plizieren.. Durch das Einsetzen muB aber wieder identisch 

y=y, 

Z=Z 

herauskommen. Hier ist die Funktionaldeterminante Eins. Sie ist aber 
das Produkt der beiden Determinanten (13). Diese sind daher von 
Null verschieden. 

Triigt man die LOsungen ell) von (9) in (12) ein, und differenzierl 
nach x, so kommt 

(14) 
0= rpfIJ + rpllg + rpzh 

o = 1JlfIJ + 1JlII g + 1Jlz h. 

Nun ist wegen (13), wie auch xo, Yo, zo, x, y, Z gemaB (12) gewahlt sein 
mogen, stets entweder 

rp. =1= 0 oder 1Jl. =1= O. 

Nehmen wir z. B. an, es sei rp. =1=0. Dann kann man aus der ersten 
Gleichung (12) eine mit stetigen ersten Ableitungen versehene Funk­
tion z(x, y) bestimmen. Fiir sie wird durch Differentiation von (1~) 

Daher folgt aus (14) 

rpfIJ + rpzp = 0 

rpll + rpzq = o. 

O=p+qg-h. 

D. h. die durch AuflOsung von 

Yo= rp(x,y,z;xo) 
bestimmte Funktion 

z = z(x,y) 

ist eine LOsung von (8). Ebenso gewinnt man aus 

Zo = 1Jl(x, y, z; xo) 

eine LOsung von (8), wenn 1Jlz =1= 0 ist. 
1st weiter 

w {rp, 1Jl} 

eine Funktion von rp,1Jl. die fUr diejenigen Werle, welche rp und 1Jlin 
K oder einem Teilbereich von K annehmen, stetig und eindeutig erklart 
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ist, und die daselbst stetige erste Ableitungen hat, und ist Wo ein Wert, 
den w(cp, '1jJ) an einer gev.rissen Stelle xo, Yo, Zo annimmt, so kann man 

w{cp,'1jJ}=wo 

in der Umgebung von %0' Yo' Zo nach z auf16sen, falls 
ow 
°oz = wrp cpz + w'P'1jJz =1= 0 

ist an dieser Stelle. Man erhalt so eine eindeutige mit stetigen erst en 
Ableitungen versehene Funktion 

(15) z = z(x,y), 

die eine Losung von (8) darstellt. 
Tragt man nam1ich in W {cp, '1jJ} die durch xo, Yo' Zo bestimmte Losung 

(11) cin, so bekommt langs derselben, wegen (12) 

w{cp,'1jJ} 

den konstanten Wert woo Differenziert man dann nach x, so kommt 
nach (14) 

(16) wrp cp., + wrp CP'll g + wrp cpz h + w'l' '1jJ", + w'P'1jJlIg + xII' "P. h = O. 

Tragt man anderseits in 
w {cp, '1jJ} = Wo 

(15) ein und differenziert, so kommt 

(wrp cp", + W'P'1jJ",) + (wrp cpz + w'P cpz) P = 0 

(Wq; CPll + W'P'1jJy) + (wrp CPz + w"I}J'1jJz) q = O. 

Da aber nach Voraussetzung 

wrp CPz + w'P'1jJz =1= 0 

ist, so kann man fUr (16) auch schreiben 

p +gq-h =0 

und erkennt, daB die durch Auflosung von 

w{cp,'1jJ}=wo 

nach z gewonnene Funktion (15) der partiellen Differentialgleichung (8) 
geniigt. 

5. Charakteristiken. DaB man so die allgemeinste Losung von (8) 
gewonnen hat, erhellt aus den folgenden Betrachtungen: 

Wir nennen die Losungen von (9) wieder die Charakteristiken von (8) 
in genauer Verallgemeinerung der bei (4) eingefiihrten Benennung. 
Wir betrachten wieder eine beliebige stetig differenzierbare Kurve 

(17) 
x = x(t) , 

to < t < t1 , 

y = y(t) , z = z(t) 

X'2 + y'2 + Z'2 =1= 0 
BIEBERBACH, Differentialgleichungen. 3. Auf!. 17 
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aus K, die keine Charakteristik beriihrt, und zwar soli folgende Voraus­
setzung gelten. Die Gleiehungen 

. (ISa) 

(ISb) 

fjJ~X' + fjJ1IY' + fjJzZ' = 0 

1jJ~x' + 1jJ1IY' + 1jJz z' = 0 

sol1en in keinem Punkte der Kurve (17) gleiehzeitig erfiillt sein. Diese 
Annahme ist wegen (13) z. B. fUr jede Kurve einer Ebene x = Xo er­
fiillt. Betrachten wir z. B. einen Bogen, langs dessen (ISa) nirgends 
erfiillt ist. Dann kann man langs dieses Bogens die Gleichung 

fjJ {x (t) , yet), z(t)} = fjJ 

nach t aufiosen und erhaIt eine eindeutige mit stetiger Ableitung ver­
sehene Funktion t = t lfjJ). Langs dieses Bogens kann man daher weiter 
odie eindeutige stetig differenzierbare Funktion wl (fjJ) so bestimmen, daB 

(19) wl{fjJ[x(t), yet), z(t)]}-1jJ[x(t), yet}, z(t)]=O 

wird. Denn tragt man t = t (fjJ) ein, so wird aus (19) 

wl {fjJ} = 1jJ[x(t(fjJ» , y(t(fjJ» , z(t(fjJ)}], 

womit Wl {fjJ} schon bestimmt ist. Man kann also durch Aufiosung von 

wl(fjJ) -1jJ = 0 

nach z eine Losung von (S) bestimmen, die durch (17) geht, wofem 
noch langs dieser Kurve: 

'ist. Dies wird aber 

a[WI-tp] +0 
az 

aWl ..L 0 aq; fjJz - 1jJz T • 

Das ist wieder eine neue Voraussetzung, die sieher erfiillt ist, wenn 
man als Anfangskurve (17) eine Kurve der Art 

(17') x=xo, z=z(y), a<y<b 

aus K wahlt. z (y) ist dabei eine eindeutige mit stetiger erster Ableitung 
versehene Funktion. Dann wird namIich aus (IS) 

(IS' a) fjJ1I + fjJz z' = 0 

(IS' b) 1jJ1I + 1jJ. z' = 0 

und dlese beiden Gleichungen sind wegen (13) in keinem Punkte von 
(17') gleiehzeitig erfiillt. Man betrachte einen Bogen, langs dessen (18'a) 
nirgends gilt. Langs ihm kann man 

fjJ(xo, y, z(y» = q; 

nach Y aufiosen. Das gibt eine mit stetiger erster Ableitung versehene 
Funktion Y(fjJ). Langs dieses Bogens kann man daher weiter ,cine ein-
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deutige mit stetiger erster Ableitung versehene Funktion WI (lP) so be­
stimmen, daB 

119') WI[lP(XO'Y'z(y))}-~p{xo,Y,z(y)}=O 

langs (17') richtig wird. Man trage nur Y (lP) ein. Dann wird aus (19') 

(19") WI (lP) = 1Jl {xo, y (lP), z {y (lP)}} I 

womit 7.e'1 (lP) schon bestimmt ist. Nun kann man auch 

U\ {lP (x, y, z)} - 1Jl (x, y, z) = 0 

langs (17') nach z auflosen. Denn Hings (17') ist die Ableitung 

dWl -L 0 (20) d7P lPz - 1Jlz -;- • 

Wegen (19") ist namlich 
dz 

'PY -;- 'Pz Iii 
------

drp 
dy 

Also wird die linkeSeite von (20) 

.' ,dz\ (dZ) _ 
'\ 1Jly T 1Jlz dy) lPz - 1Jlz \ lPy + lPz dy = 1Jly lPz - 1Jlz YJy • 

In der Tat ist aber nach (13) 

1Jly lPz -1Jlz lPy =+= o. 
Damit haben wir zur einen HaUte den folgenden Satz bewiesen: 

Die Koeffizienten g (x, y, z) I h (x, y, z) von 

(Sj p + gq = h 

seien in einem Bereich K der x, y, z eindeutig und stetig 'tmd mit stetigen 
erstm Ableitungen versehen. Es sei 

(17') x = x O ' z = z(y), 

eine Kurve aus K, die keine Charakteristik beruhrt. z (y) sei eine eindeutige 
mit steNger erster Ableitung versehene Funktion. Dann gibt e~ genau eine 
Losung von (S), die d'ttrch (17') hindurchgeht, d. h. genau eine mit stetigen 
ersten Ableitungen versehene eindeutige Funktion z = z(x, y), die (S) ge­
n-iigt, und fur die 

z (y) = z (xo, y) , 
gilt. 

S. Unitat. Bewiesen ist bisher nur, daB man durch gewisse Teilbogen 
mindestens eine soIche Losung legen kann. Es war namUch ein Teilbogen 
betrachtet, langs dem (IS'a) nicht gilt. Betrachtet man statt dessen 
einen Teilbogen, langs dem (IStb) nieht gilt, so sieht man ebenso ein, 
daB man eine Losung durch ihn durch Auflosung von 

lP - w2 { 1Jl} = 0 
17* 
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nach z gewinnen kann. Solche Bogen bedecken in ihrer Gesamtheit die 
ganze Kurve (17'). Und wo Bogen iibereinandergreifen, stimmen auch 
die auf beide Weisen gewonnenen IntegralfHi.chen iiberein. Man kann sie 
namlich wieder als geometrischen Ort der Charakteristiken auffassen, die 
durch die einzelnen Punkte von (17') gehen. Denn langs einer jeden 
Charakteristik hat eine beliebige Funktion 

w{tp,tp} 

einen unveranderlichen Wert. Denkt man sich namlich w als eine diffe­
renzierbare Funktion, und tragi die Gleichungen (12) einer Charak­
teristik ein und differenziert dann nach x, 'so findet man 

aw aw 
aqJ (tpre + tp'llg + tpzh) + a", (tpre + tp'llg + tpz h) = 0, 

was wegen (14) verschwindet. 1st also w (tp,"p) = 0 langs der Anfangs­
kurve oder eines Bogens desselben, so bleibt es auch Nulllangs der durch 
die Punkte dieses Bogens bestimmten Charakteristiken. Damit ist zu­
gleich erkannt, daB es durch (17') nur eine Integralflache gibt, und 
unser Satz ist nun restlos bewiesen. 

7. Beispiel. Wenn die Funktionaldeterminante 

al ' 
ay; 
aqJ , 
-I ay , 

in einem Bereiche B. in deUl t und qJ samtden Ableitungen erster Ordnung stetig 
sind, identisch verschwindet, so ist t eine Funktion von qJ. D. h. es gibt eine in 
dem Wertevorrat von (I, qJ) stetige Funktion h, so daB h(f, qJ) in B identisch ver­
schwindet. Denn die partielle Differentialgleichung 

!.!... aqJ _!.!... aq; = 0 
ax ay ay ax 

besitzt das Integral 
z=w{q;}, 

wo w{q;} eine willkiirliche stetig differenzierbare Funktion von qJ bedeutet. Weiter 
ist z = 1 (x, y) ein Integral. Dies laBt sich aber auf die Form z. = w{q;} bringen. 
Man bestimme namlich w{q;} aus w{q;(xo, Yo)} = 1 (xo' Yo>' indem man dabei %0 

als fest, Yo als variabel ansieht. Durch die angegebene Gleichung ist jedenfalls 
w{q;} als eindeutige stetig differenzierbare Funktion in jedem Intervall der Yo be-

stimmt, in dem :: nicht verschwindet. Man kann bei dieser t)berlegung auch Xo 

und Yo in ihren Rollen vertauschen und erkennt so, daB 1 eine Funktion von q; ist, 
in der Umgebung einer jeden Stelle, wo die partiellen Ableitungen von q; nicht 
beide verschwinden. 

Daher ist 
z=w{cp} 

das allgemeine Integral der partiellen Differentialgleichimg. Auch der Satz tiber 
die Funktionaldeterminante ist damit bewiesen. Zunachst ist freilich damit ent­
sprechend den in den FuBnoten von· S. 251 und S. 252 gemachten Bemerkungen 
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die Beweisftihrung nur ftir alle gentigend kleinen passend abgegrenzten Teilbereiche 
von B gelungen. Die oben formulierte allgemeinere Behauptung haben K. KNOPP 

und R. SCHMIDT bewiesen1• 

§ 2. Geometrische Deutung. Verallgemeinerung. 
Vielen Lesem, die den Darlegungen des ersten Paragraphen auf­

merksam gefolgt sind, werden gewisse Mangel an Eleganz der Darstel­
lung aufgefallen sein. Der innere Grund und die Mittel zur Abhilfe 
werden am raschesten klar, wenn wir uns der geometrischen Deutung 

8z 8z . 
des Vorgetragenen zuwenden. Zunachst geben P = 7!ii und q = iii dIe 

Stellung der Tangentialebene an die Flache z = z (x, y) an. Sie sind 
Koordinaten einer Ebene mit der Gleichung 

z _. Zo = Po (x - xo) + qo (y - Yo) . 

Zwischen diesen Ebenenkoordinaten ist durch die lineare partielle 
Differentialgleichung eine lineare Gleichung vorgeschrieben. Das be­
sagt geometrisch, daB die Tangentialebenen, welche fUr Integralflachen 
im Punkte xo, Yo, z() moglich sind, aIle in einem Buschel von Ebenen 
enthalten sind. 

Denn wenn 

ist, so sind in 
z - Zo = h (x - xo) -+- qo {y - Yo - g (x - xo)} 

bei beliebigem qo alle in Betracht kommenden Ebenen enthalten. Sie 
gehen aIle durch die Gerade 

z - Zo = h(x - xu) 

y - Yo = g (x - xo) 

und es kommen allch aIle Ebenen durch diese Gerade mit Ausnahme 
der Ebene 

y - Yo = g (x- xo) 

vor. DaB diese nicht vorkommt, liegt daran, daB sie nicht Tangential­
ebene an einer Flache z = z (x, y) sein kann. Man erkennt gleichzeitig, 
daB durch die gewohnlichen Differentialgleichungen (9) gerade jedem 
Punkte die durch ihn gehende Tragergerade seines Buschels von Tan­
gentialebenen zugeordnet wird. Charakteristiken sind also Kurven, die 
in jedem Punkte die zugehorige Tragergerade beruhren. Unter den 
Tragergeraden kommen parallele zur z-Achse nicht vor. Nennen wir 
einen Punkt und eine durchgehende Ebene ein Flachenelement, so wird 
also durch (8) jedem Punkt ein "Busche!" von Flachenelementen zu­
geordnet, und die Aufgabe der Integration ist es, FHichen zu finden, die 

1 :Ylath. Zeitschr. Bd. 25, S. 373ff. 1926. 
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in jedem Punkte ein zugeordnetes FHi.chenelement beriihren. Diese geo­
metrische Fassung laBt es sofort als einen Mangel erscheinen, daB wir 
nur Fragmente von Biischeln den einzelnen Punkten zuordneten, 
sowie daB wir nur Flachen suchen, die von dem zugrundegelegten Koor­
dinatensystem insofem abhangen, als sie sich in demselben vermittelst 
eindeutiger Funktionen z(x, y) sollen darstellen lassen. Die Geometrie 
hat langst gelemt, durch Abstellung solcher Mangel zu einer eleganten 
Darstellung ihrer Beweisfiihrungen zu gelangen. Sehen wir zu, was wir 
hier aus einer Kenntnis geometrischer Dinge an Vorteil ziehen konnen. 
Wir deuten Xl' X2, Xa als rechtwinklige Cartesische Koordinaten. J e­
dem Punkt erscheint dann durch eine lineare homogene Gleichung 

(1) al(xl l, X2, xa) ~l + a2(xl l , x2' xa) ~2 + aa(xI , x2' xa) ~3 = 0 

ein Buschel von Einheitsvektoren ~ = (;1' ~2' ~3) zugeordnet. Setzt 
man den Vektor 

(aI' a2, aa) = a, 

so kann man fUr (1) schreiben 

(I') 

a' ~ ist also das innere Produkt. Die al (Xl' X2' Xa) seien in einem ge­
wissen Bereich k der Xl' X 2 ' X3 samt ihren Ableitungen erster Ordnung 
stetig und mogen III keinem Punkte gleichzeitig verschwinden. Es 
sollen Flachen 

!=!(u,v) 

gefunden werden, wo ! = (Xl' X2' Xa) ein Vektor ist, dessen Endpunkt 
die Flache beschreibt, wenn sein Anfangspunkt im Ursprung der Koor­
dinaten liegt, derart, daB der Flachennormalvektor 

E= 6; 
F = 6"'6,, 
G =!; 

in jedem Punkte mit einemder durch (1) vorgeschriebenen zusammen­
faUt. Anders ausgedruckt: (1) solI erfiillt sein, wenn man 

~(~t, v) und !(u, v) 
eintragt. 

Charakteristiken nennen wir dann wieder die Kurven, welche in 
jedem Punkte auf allen ihm zugeordneten Vektoren ~ senkLecht stehen. 
Also sind 

dX 1 ( ) dX2 ( ,dxa ( ) (2) at = a l Xl' X2• X3 , at = a2 Xl' X2' X3), at = aa Xl' X2' X3 

die Differentialgleichungen der Charakteristiken 

Xl = CPl (xiO), x~O), x~O), t - to) 

(3) X2 = CP2 (xiO) , x~O), x~O), t - to) 

X 3 = CPa (xl°) , x~O), x~O), t - to) 
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oder anders geschrieben 

xiO) = CJ'I(XI , X2, xS' to -t) 

(4) xiO) = CJ'2(XI , X2' xS ' to - t) 

X~o) = Ps(x1 , X2' xS' to - t) 

sei die durch denPunkt x~O), x~o), x~O) bestimmte Charakteristik. J ede 
mit stetigen ersten Ableitungen versehene Funktion 

W(Xl' x2 ' xs), 

die von t unabhangig wird, wenn man (3) eintragt, definiert an jeder 

Stelle, wo nicht alle drei Ableitungen aaw = 0 sind ... eine IntegralfHiche, x, 
wenn man W = 0 setzt. Denn nach Voraussetzung solI 

(5) dw = !!..!!!... dXI + aw dX2 + aw dXa = 0 
dt - aXI dt aX2 dt aXa dt 

sein. Wegen (2) aber wird dies zu 
aw ow aw 

(6) a1a- + a2a- + as a- = O. 
Xl X 2 Xa 

Die aa w definieren aber bekanntlich die Flachennormale ~, und es ist x, 
bei dieser Darstellung ins Belieben gestellt, welches Koordinatenpaar 
man als Parameterpaar u, v nehmen will. Das wird man sich je nach 

der Ableitung aaw aussuchen, die sich als von Null verschieden erweist. 
x" 

Sei nun durch 

eine stetig differenzierbare Kurve gegeben, die in keinem Punkte eine 
Charakteristik beriUlrt, d. h. so, daB der Rang der Matrix 

(7) ( X~(T), X~(T), Xa(T») 
al(xI(T) .•. ), a 2(x1(T) ... ), a3(x1(T) .•• ) 

stets 2 ist, dann lege man durch die einzelnen Punkte dieser Kurve die 
Charakteristiken. Ihr geometrischer Ort ist dann eine Integralflache. 
Denn der geometrische Ort ist nach (3) 

(8) Xi=CJ'i(X1(T), X2{T) , X3(T); t-to)' (i=I,2,3) 

Hier ist 
(i = 1,2,3) 

und 1 
3 

CJ'~ = (~;) = (2 ::i. ~:"). 
k=l 1I: 

1 Die Ableitungen aa rpt existieren und sind stetig nach S. 44, da wir die Existenz 
XIc 

und Stetigkeit der ersten Ableitungen der aj vorausgesetzt haben. 
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Also ist die FHi.chennormale 

_ _ (I X2t x st /' I x st Xu i ~ - CPt X CPT - , , 
X 2T XST XS .. x1 .. [ 

und diese zweireihigen Determinanten sind fiir genugend kleine I t - to i 
nicht alle Null. Denn fur t = to sind sie nach Voraussetzung (7) nicht 
aIle Null. Da CPt = a ist, so ist 

a·~ = 0 

und daher ist (1) erfiillt. Die (8) stellen also wirklich eine Integral­
Wi.che dar. Damit haben wir durch jede Raumkurve, die keine Charak­
teristik beriihrt, eine Integralflikhe von (1) oder, was dasselbe ist, von 
(6) gelegt. Ahnlich wie in § 1 erkennt man wieder, daB es nur diese eine 
Integralflache durch die gegebene Raumkurve geben kann. Denn jede 
Charakteristik, die einen Punkt mit einer Integralflache gemein hat, 
gehOrt ihr vollstandig an. Sei namlich durch 

W(Xl' X 2• xa) = 0 

eine Integralflache dargesteIlt, und sei x~O), x~O), x~O) einer ihrer Punkte, 

in dem mindestens eine der Ableitungen aaw 9= 0 ist. Man trage (3) in 
X k 

W (Xl' X2 , Xa) ein und differenziere nach t: Das liefert 
3 

}; aw a. 
i=l ax; • 

und das ist naeh (6) Null. Wenn also der Punkt x<O) der Charakteristik 
W = 0 angehOrt, so ist dies fUr die ganze durch ihn bestimmte Charak­
teristik so. 

Die Verallgemeinerung dieser Betrachtungen auf mehr als zwei 
unabhangige Veranderliche liegt nun so auf der Hand, daB wir das 
nieht weiter verfolgen mussen. 

Es bedarf aueh kaum einer besonderen Hervorhebung, daB unsere 
B.etraehtungen im komplexen Gebiet ohne weiteres geIten, und daB 
also bei analytisehen Koeffizienten und analytischer Anfangskurve 
auch die Losung analytisch ausfallt. 

§ 3. Vorlaufige Betrachtung der allgemeinen partiellen 
Differentialgleichung erster Ordnung. 

Dnter einer partiellen Differentialgleichung verstanden wir eine 
Gleichung zwischen den unabhangigen Variablen, einer unbekannten 
Funktion derselben und ihren partiellen Ableitungen naeh diesen un­
abhangigen Variablen. Dabei wurde angenommen, daB mehr als eine 
nnabhangige Variable vorkommt. Anderenfalls lage namlieh eine ge­
wohnliehe Differentialgleichung vor. Insbesondere hieB die Gleichung 
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von der ersten Ordnung, wenn sie nur Ableitungen erster Ordnung er­
halt. Eine Gleichung erster Ordnung mit zwei unabhangigen Verander­
lichen x, y und einer abhangigen Veranderlichen z sieht also aus: 

(1) I(x,y,z,p,q) = O. 

Dabei sind wieder in iiblicher Abkiirzung mit P und q die Ableitungen 

:; und :; der gesuchten Funktion z{x, y) bezeichnet worden. Die Funk­

tion I (x, y, z, P, q) soil in einem gewissen Bereich der x, y, z, p, q ein­
deutig und stetig sein und daselbst stetige erste Ableitungen besitzen. 
Es soil auBerdem vorausgesetzt werden, daB fiir ein der Gleichung (1) 

geniigendes Wertesystem dieses Bereiches niemals :; und :: beide 

zugleich verschwinden. Es ist keine Beschrankung der Ailgemeinheit, 
at 

wenn wir in der Umgebung der zu betrachtenden Stelle ap als von 

Null verschieden voraussetzen. Dann kann man nach dem Satz iiber 
implizite Funktionen in der Umgebung eines jeden der Gleichung (1) 
geniigenden Wertesystemes die Gleichung (I) nach p aufiosen und so q 
als eindeutige, stetige, mit stetigen ersten Ableitungen versehene Funk­
tion 
(2) p = cp(x,y,z,q) 

darstellen. Dabei ist dann cp(x, y, z, q) in einem gewissen Bereich seiner 
Variablen x, y, :, q eindeutig und stetig erklart und mit stetigen ersten 
Ableitungen versehen. 

Was ist die geometrische Bedeutung einer partieilen Differential­
gleichung erster Ordnung? Eine gewohnliche Differentialgleichung 
erster Ordnung ordnet jedem Punkte ein oder mehrere Linienelemente 
zu. Die Differentialgleichung integrieren heiBt da, Kurven zu finden, 
die aus lauter Linienelementen der Differentialgleichung aufgebaut 
sind. Hier liegen die Dinge ahnlich. Den Inbegriff von runf Zahlen 
xo, Yo, zo, Po, qo nennen wir ein Flachenelement. Der Punkt xo, Yo, Zo 
ist sein Tragerpunkt. Po und qo geben die Steilung der hindurchgehenden 
Ebene z - Zo = Po (x - xo) + qo(y - Yo) an. Rechtwinklige cartesische 
Koordinaten x, y, z mogen dabei der Betrachtung zugrunde liegen. 
Einem jeden Punkte eines zugrunde gelegten Bereiches B der x, y, Z 

ordnet also die partieile Differentialgleichung Flachenelemente zu. Vor­
auszusetzen ist dabei, daB die Differentialgleichung eineIIl gegebenen 
Punkte xo' Yo' Zo des zugrunde gelegten Bereiches iiberhaupt ein Flachen­
element zuordne, daB es also zwei weitere Zahlen Po und qo gebe, so 
daB (1) erfiillt ist. Nach unseren Voraussetzungen lehrt dann der Satz 
iiber implizite Funktionen, daB, wie es insbesondere Gleichung (2) zum 
Ausdruck bringt, allen hinreichend wenig von qo verschiedenen Werten 
von q genau ein der Differentialgleichung (I) geniigender, wenig von 
Po verschiedener Wert p zugeordnet ist. Mit anderen Worten: die dem 
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Punkte xo, Yo, Zo zugeordneten sich stetig an Po, qo anschlieBenden 
Flachenelemente bilden eine einparametrige Schar. Sie umhilllen, wie 
wir uns ausdriicken wollen, einen Kegel, dessen Spitze im Punkte 
xo, Yo, Zo liegt. Freilich kann dieser Kegel auch ausarten. Wenn z. B. 
die gegebene Differentialgleichung eine lineare Beziehung zwischen p 
und q ist, wenn sie also die Form p + g(x, y) q = hex, y) besitzt, dann 
gehen aile Flachenelemente durch eine Gerade. Solche Differential­
gleichungen nannten wir daher linear. Der Kegel artet also hier in 
ein Buschel ausl. 

Was bedeutet es nun, die Differentialgleichung zu integrieren? 
Man soli eindeutige Funktionen z = z(x, y) finden, die der Differential­
gleichung geniigen. Geometrisch bedeutet das die Auffindung von 
Flachen, welche aus Flachenelementen der Differentialgleichung auf­
gebaut sind, oder anders ausgedriickt, welche in jedem ihrer Punkte 
eine der Tangentialebenen des zugehorigen Kegels beriihren. 

Aus diesen Bemerkungen kann man schon einige Anhaltspunkte 
fiir die Integration gewinnen. Nehmen wir irgendeine Integralflache 
als gegeben an. Ich betrachte einen ihrer Punkte. Dort besitzt sie 
ein bestimmtes Flachenelement, welches den Kegel dieses Punktes in 
einer Mantellinie beriihrt oder durch die Achse des Biischds geht. 
Jedem Punkt der Flache ist so eine Fortschreitungsrichtung zugeordnet. 
Man kann auf der Flache durch Integration gewohnlicher Differential­
gleichungen diejenigen Kurven bestimmen, welche diese Richtungen 
stets einhalten. Bringt man dann noch in jedem ihrer Punkte das 
Flachenelement der Integralflache an, so erhalt man einen Integral­
streifen. Unter Streifen also sollen die langs einer beliebigen Kurve 
aneinandergereihten Flachenelemente einer Flache verstanden sein. 
Daher diirfen sie langs der Kurve nicht ganz beliebig gewahlt werden, 
sondem so, daB man den Streifen auf eine Flache legen kann. 1st also 

(3) x = x (t) , y = y (t), z = z (t) , P = P (t), q = q (t) 

die Parameterdarstellung eines Streifens und z = z(x, y) eine Flache, 
der er angehort, so muB die Beziehung z (t) = z{ x (t) , Y (t)} gelten. Dar­
aus folgt durch Differentiation, daB fUr einen Streifen die Relation 
z' = px' + qy' erfiillt sein muB. Das fiihrt uns zu der 

Definition: Unter einem Streifen verstehen wir eine einparametrige 
Schar von Fliichenelementen (3). Die Funktionen (3) soUen eindeutig 
und stetig sein und stetige Ableitungen besitzen fur ein bestimmtes Inter­
vall a < t < b, und es sou in diesem I ntervaU fur sie die Beziehung 
z' = p x' + q y' bestehen. Die A bleitungen x' (t), y' (t) sollen in keinem 
Punkte von a < t < b zugleich verschwinden. 

Ein solcher Streifen soli insbesondere ein Integralstreifen heiBen, 

1 Naheres siebe S.275. 
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wenn seine FHi.chenelemente der Differentialgleichung geniigen, wenn 
also identisch in t die Beziehung t {x (t), Y (t) , z (t) , P (t) , q (t)} = 0 be­
steht. \Vir werden erkennen, daB man gewisse Integralstreifen, die 
wir charakteristische nennen werden, durch Integration eines Systems 
gewohnlicher Differentialgleichungen ohne vorherige Kenntnis einer 
Integralflache gewinnen kann, und daB man jede Integralflache dann 
aus solchen Streifen aufbauen kann. Damit wird es dann ein Haupt­
ergebnis unserer Untersuchung sein, daB man die Integration der 
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung auf die eines Systems 
gewohnlicher Differentialgleichungen zuriickfiihren kann oder anders 
ausgedriickt, daB die Integration einer partiellen Differentialgleichung 
erster Ordnung und die eines gewissen Systems gewohnlicher Diffe­
rentialgleichungen aquivalente Probleme sind. 

§ 4. Die allgemeine Gleichung erster Ordnung. 

1. Charakteristische Streifen. Wir betrachten irgendeine Integral­
flache: 

(1) Z = 9? (x, y). 

Dabei sei z in einem gewissen Bereich der x, y zweimal stetig differen­
zierbar. Auf ihr wahlen wir einen beliebigen Punkt (xo, Yo, zo). Das 
Element (xo' Yo, Zo, Po, qo) dieser Flache in diesem Punkt gehort einem 
gewissen Kegel von Flachenelementen an, welche aile der gegebenen 
partiellen Differentialgleichung geniigen. Diese sel 

(2) t (x, y, z, p, q) = O. 

t moge dabei in einem Bereich B der x, y, z, p, q samt seinen partiellen 
Ableitungen erster und zweiter Ordnung stetig sein und insbesondere sei 

at 
(3) ap (xo, Yo, zo, Po, qo) 9= O. 

Diesem Bereich B mogen die Flachenelemente del' IntegralfHiche (1) 
angehoren. Das Flachenelement wird eine bestimmte Mantellinie des 
Kegels beriihren. Durch dieselbe wird auf del' Flache eine bestimmte 
Fortschreitungsrichtung festgelegt. Wir werden diese Richtung be­
stimmen und erhalten so auf der Flache Differentialgleichungen einer 
Kurvenschar. Dann aber wird sich ein Unterschied gegen den linearen 
Fall ergeben. Dort konnten die so festgelegten Charakteristiken auch 
ohne Kenntnis der Integralflache aus diesen Differentialgleichungen be­
stimmt werden. Denn jedem Raumpunkt war da ganz unabhangig von 
der gewahlten Integralflache nur eine bestimmte Richtung zugeordnet, 
weil der Kegel in ein Biischel ausartete, dessen Tragergerade die an­
gegebene Richtung festlegte. Hier aber ist jedem Punkt ein ganzer 
Kegel von moglichen Richtungen zugeteilt. Man kann aber annehmen, 
daB man eine Auswahl unter diesen Fortschreitungsrichtungen Wild 
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treffen konnen, wenn man statt der charakteristischen Kurven die cha­
rakteristischen Streifen betrachtet. Denn dann hat man in der Streifen­
bedingung z' = px' + qy' das Fortschreitungsgesetz der Streifen­
ebenen zur Verfiigung und mit deren Hilfe wird man dann die richtigen 
Mantellinien ausfindig machen konnen. Wir schreiten zur Durchfiihrung. 

Die dem Punkte xo, Yo, zozugeordneten Ebenenhaben die Gleichungen 

(4) p (x - xo) + q (y - Yo) - (z - zo) = 0 

(5) I(xo, Yo, Zo, p, q) = O. 

Unter den Mantellinien des Kegels verstehen wir diejenigen Ge­
raden, fUr die auch die durch Differentiation von (4) nach dem Para­
meter q sich ergebende Gleichung besteht. Das ist wegen (5) 

al al 
(6) 8q (x - xo) - ap (y - Yo) = O. 

Aus (4) und (6) folgt a 1 
x - Xo = ..lap' 

al 
y - Yo = ..l aq ' 

z-zo=..l(pal +qal) ap aq 
als Parameterdarstellung der auf dem Element p, q gelegenen Mantel­
linie. Somit muB fUr eine Kurve x (t) , Y (t) , z (t), welche im Punkte 
x, y, z diese Mantellinie beriihren soli - das wird ja von den Charak-
teristiken verlangt - d x a 1 

dt = ..loap 
dy _ A al 
dt - 0 aq 
dz (at al ) dt = Ao P ap + q aq (A.o + O) 

sein. Nun wahlen wir den Kurvenparameter t so, daB 
dx at 
di= ap 

ist. Das ist moglich, denn nach Voraussetzung soli im Punkt xo, Yo, Zo 

fUr das Element Po, qo, in dessen Umgebung sich die Betrachtung be-

wegt, :; + 0 sein. Dann haben wir diese 3 Gleichungen1 : 

1 ~-7=t", 
dy ldt=tq , 

dz 
dt = PI" + qtq • 

(7) 

1 Der Kiirze halber bezeichnen wir dabei die Ableitungen von f durch an­

gefiigte FuBmarken. also z. B. If) = :: usw. 
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Gehen wir nun wieder zuriick zu der IntegralfHi.che (1), auf der wir 
einen charakteristischen Integralstreifen bestimmen wollten. Sie geniigt 
der Gleichung (2). Tragt man z = ({J (x, y) in (2) ein, so ist (2) identisch 
in (x, y) erfilllt. Daher sind auch die Gleichungen richtig, welche sich 
daraus durch Differentiation nach x und nach y ergeben: 

I. + I.·P + I'D . Pro + Iq 'qro= O. 

f.y + I.' q + I'D' PlI + Iq' qll = o. 
x = x (t), ... , q = q (t) seien nun die Gleichungen des gesuchten Strei­
fens. Dann miissen fiir diesen auch die beiden eben aufgeschriebenen 
Gleichungen erfiillt sein. Das fiihrt nach Beriicksichtigung von qro = py 
und von (7) zu 

dP 
lro + I.' P + (it = O. 

dq 
11/ + I.' q + (it = O. 

Also haben wir nun im ganzen fiir die 5 Streifenkoordinaten x, y, Z, p, q 
die 5 Differentialgleichungen 

(8) 

jX:_f'P' 
y - Iq , 

1 ~=Pf'P+qlq. P = -1m-Pl •• 
q'= -1'lI-ql •. 

Unter geringer Abanderung des bisherigen Sprachgebrauches defi­
niere ich nun: Unter einem charakteristischen Streilen ist ein Streifen zu 
verstehen, welcher diesen tunt Ditferentialgleichungen (8) genugt. 

Als erste Frage legen wir uns die vor, ob jeder charakteristische 
Streifen ein Integralstreifen sei. Tragen wir, urn das zu sehen, in die 
linke Seite von (2) die Koordinaten eines Streifens ein, so findet man 
durch Differentiation nach dem Streifenparameter t 

t ro • x' + 11/' y' + I.' z + t'D ' p' + t q • q', 

Nach den Differentialgleichungen (8) ist das aber Null. Somit hat t 
langs eines jeden charakteristischen Streifens einen konstanten Wert. 
Man driickt das auch dadurch aus, daB man sagt: t sei ein Integral 
der Ditferentialgleichungen (8). Wenn also ein charakteristischer Streiten 
durch ein Integralelement hindurchgelegt wird, so ist er ein Integralstreifen. 
Denn in diesem Anfangselement ist f = 0 und daher gilt langs des 
ganzen Streifens t = O. 

2. Integralstreifen. Wir suchen nun ahnlich wie bei den linearen 
Differentialgleichungen durch eine Anfangskurve eine Integralflache 
zu legen. Wir wahlen zu dem Zwecke eine Anfangskurve x = x (-r). 
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Y = Y (0), Z = Z(O). Dabei sollen diese drei Funktionen samt ihren 
ersten und zweiten Ableitungen in einem Intervalle IX < 0 <f3 ein­
deutig und stetig sein. Die Ableitungen x' (0) , y' (0) sollen in keinem 
Punkte aus IX <0< f3 zugleich verschwinden. Unsere erste Aufgabe 
muB es nun sein, durch diese Anfangskurve einen Anfangsstreifen zu 
legen, damit wir zur Integration des Systems (8) die richtigen Anfangs­
bedingungen bekommen. Dieser Anfangsstreifen muB nati.irlich ein 
Integralstreifen sein. Zur Bestimmung der beiden weiteren Funktionen 
P (0) und q (0) des Anfangsstreifens bekommen wir somit die beiden 
Gleichungen 

j(x (0), y (0), z(o), P (0), q (0)) = 0, 

z' (0) - P (0) x' (0) - q (0) y' (0) = 0 . 

Urn nach dem Satze fiber implizite Funktionen ihrer Auflosbarkeit 
sicher zu sein, muB man erst einmal in einem Punkt 1'0 eine Auflosung 
Po' qo besitzenl, und man muB weiter voraussetzen, daB die Funk­
tionaldeterminante 

(9) iJt '( iJt '( =1=0 (jp Y 1') - iJq x 1') 

Hings des Kurvenbogens ist. Diese letztere Voraussetzung besagt, daB 
die Anjangskurve nicht nur keine charakteristische Kurve sein solt, son­
dern dafJ sie keine M anteltinie eines der Kegel von I ntegralelementen be­
rilhren soU. Die andere Bedingung besagt aber, daB ihre Richtung in 
einem Punkt zum zugehorigen Kegel so liegen soIl, daB man durch sie 
eine Tangentialebene an den Kegellegen kann, eine Bedingung, die ganz 
und gar nicht immer erfiillt ist. Sind aber beide Bedingungen erffillt, 
so erhiilt man anschlieBend an die gewahlte zu 1'0 gehorige Losung zwei 
in IX <1' < f3 samt den ersten Ableitungen2 stetig differenzierbare Funk­
tionen P (1'), q (1'), die mit den drei gegebenen x (1'), Y (1'), Z (1') einen An­
fangsstreifen von Integralelementen festlegen. 

3. Existenz von IntegralfHichen. Wir haben damit durch die An­
fangskurve einen stetig differenzierbaren Integralstreifen gelegt. Durch 
jedes seiner Flachenelemente geht nun ein einziger charakteristischer 
Streifen hindurch. Ich werde zeigen, daB diese Streifen eine Integral­
flache bilden. Seien etwa 

(10) x = x (t, 0) , y = Y (t, 1') , z = Z (t, 1') , P = P (t, 7:) , q = q (t, 7:) 

die charakteristischen Streifen. Dann geben die drei ersten Funktionen 
eine Parameterdarstellung der durch die Charakteristiken gebildeten 

1 Das ist z. B. der Fall, wenn als Anfangskurve: z = w (y) in der Ebene 
x = xo, als Differentialgleichung eine von der Form p = g (x, y, z, q) gewahlt wird. 

2 Damit diese stetig werden, muBte oben die Stetigkeit der zweiten Ableitungen 
von x (.), y (.), z (.) angenommen werden. 
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Flache. Die Determinante 

(11) 

ax ax 
81 a. 
ay ay 
7ft a. 
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ist namlich in einer gewissen Umgebung des Anfangsstreifens t = () 
von Null verschieden. Denn auf t = 0 ist sie wegen (9) und (8) von Null 
verschieden, und daher ist dies aus Stetigkeitsgrunden auch fur ge­
nugend kleine Werte von t der Fall. Man kann daher aus den beiden 
ersten Gleichungen t und 1: eindeutig durch x und y ausrucken und in 
die dritte eintragen und bekommt so die Darstellung der Flache durch 
eine eindeutige Funktion z = z(x, y). Es ist nun aber zu beweisen, 
daB die beiden anderen Funktionen die Tangentialebenen der Flache 
festIegen. Sowie wir das eingesehen haben, ist die Uberzeugung, daf3. 
dne Integralflache vorliegt, gefestigt. 

Nach CAUCHY, von dem die Theorie der Charakteristiken herruhrt, 
erbringt man diesen Nachweis wie folgt. Man hat zu zeigen, daB fUr 
die fUnf Funktionen diese beiden Gleichungen 

az ax ay 
(12) 7ft = PTt + qTt, 

(13) 

richtig sind. Denn dann muB eben wegen des Nichtverschwindens von 
(11) P die x-Ableitung, q die y-Ableitung von z sein. Die erste der beiden 
Gleichungen ist wegen des Systems der gewohnlichen Differentialglei­
chungen von selbst erfullt. Die zweite aber ist wenigstens langs des Aus­
gangsstreifens richtig. Wenn wir den Parameterpunkt t = 0 der Charak­
teristiken stets auf der Ausgangskurve wahlen, so ist also die zweite 
Gleichung fUr t = 0 richtig. Urn zu sehen, daB sie auch fur die anderen 
t-Werte richtig ist, betrachten wir 

az ax ay 
H=---p--q-a. a. a. 

und zeigen zunachst, daB 
aH =0 
at 

ist. Diese Ableitung wird namlich 1 

aH a2 z ap ax a2 x aq ay a2 y 
7ft = ata. - 817fT - P ata. - 817fT - q ata •. 

1 DaB diese Ableitungen existieren, folgt aus unserer Annahme, daB f (x, y, z, p, q} 
samt seinen Ableitungen der beiden ersten Ordnungen stetig sein soIl. Da nun z. B. 
dx ,. a (dX) 
(it= t" (x, y, ft, p, q) ist, so sieht man sofort, daB auch a. dt existiert und 

stetig ist. (Vgl. auch S.274.) 
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Differenziert man aber (12) nach r, so erhaJ.t man 

a2 z ap ax a2 x aq ay 82y 
0= ataT: - a;Tt - P ataT: - aT: Tt - q alaT: . 

Subtrahiert man dies von aa~' so bekommt man 

aH ap ax ap ax aq ay aq aj.' 
at = 7fTTt - Tta; + aT: Tt - Tea;' 

ap aq ax ay 
= /'l'a; + /q aT: + (f~ + Pfz) a; + (Ill + q/z) a;' 

Da aber nun lex, y, z, p, q) = 0 wird1, wenn man x(t, r) usw. eintragt, 
so hat man noch 

Also wird 

Daher ist 

/ ax_ + / ay + / az + / ap _L / aq _ 0 
~ aT: II aT: z aT: p aT: ' qaT - . 

aH ax ay az 
at = P/za; + q/za; - /z aT' 

= -/z·H. 

t 
- J t. dt 

H = H (O) e 0 

Da aber nun, wie gesagt, H (0) = 0 ist, so ergibt sich hieraus, daB fUr 
alle t und r 

H=O 
ist. Damit haben wir erkannt, daB wir tatsachlich eine Integralflache 
durch die Ausgangskurve legen kennen. Es sei noch hervorgehoben, 
daB diese durch (10) dargestellte Integralflache z = q;(x, y) samt ihren 
Ableitungen der beiden ersten Ordnungen stetig ist. Da wir in P (t, r) 
und q(t, r) schon die ersten Ableitungen erkannten und da diese Funk­
tionen stetig sind, so bleibt nur noch zu zeigen, daB diese Funktionen 
P (t, r) und q(t, r) stetige erste Ableitungen nach t und nach r besitzen. 
Denn aus diesen kann man dann vermittelst 

x = x (t, r), Y = Y (t, r) 

die Ableitungen von q;(x, y) nach x und y errechnen und als stetig er­
kennen. DaB aber die Lesungen P (t, r), q (t, 'i) von (8) stetige Ableitungen 
nach t und nach r besitzen, folgt nach S. 44 aus unseren Annahmen 
tiber /. 

4. Unitat. Es fragt sich nun, ob die ge/undene zweimal stetig di//eren­
zierbare Integral/tache die einzige ist, oder ob es mehrere zweimal stetig 
differenzierbare Integralflachen gibt. Wir werden erkennen, daB die 

1 Weil dies fUr t = 0 gilt und wei! f langs (8) konstant ist. 
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Integralflache eindeutig bestimmt ist, sowie man sich fUr einen be­
stimmten Anfangsstreifen durch die Anfangskurve entschieden hat. 
Hier hat man ja im ailgemeinen die Wahl zwischen mehreren Maglich­
keiten. Um also zu beweisen, daB es nur eine zweimal stetig differenzier­
bare Integralflache durch einen gegebenen Anfangsstreifen gibt, werde 
ich zeigen, daB zwei solche Integralflachen, welche ein nichtsingulares 
Flachenelement xo, Yo' Zo, Po, qo gemeinsam haben, sich langs des gan­
zen durch dieses Element bestimmten charakteristischen Streifens be­
ruhren. Zu diesem Zwecke betrachte ich die folgende durch den Trager­
punkt des gemeinsamen Elementes gehende Kurve auf einer jeden 
der beiden Integralflachen: Die x-y-Projektion der Kurve solI den Be­
dingungen 

(14) 

genugen. Fur 

J ~; = 111 (x, y, Z (x, y), P (x y), q (x, y») 

1 de =lq(x,y,z(x,Y),P(x,y),q(x,y») 

diese ist dann naturgemaB 

dz 
at = PI" + qlq 

und langs derselben ist dann nach der S. 269 angestellten Uberlegung 
auch 

dP 
dt -:- - I", - I.P, 
d'q 
(if = - 11I -I.q· 

D. h. also, an jenes gemeinsame Element schlieBt sich auf beiden 
Flachen derjenige charakteristische Streifen an, der durch das gemein­
same Element bestimmt ist. Alle vorausgehenden Uberlegungen blei-

ben richtig, wenn ;; statt ;; von Null verschieden angenommen wird. 

Aber die zuletzt angestellten Uberlegungen versagen, wenn das ge­
gebene Element singular ist, weil dann in ihm Iq und 111 verschwinden. 
Dann liegt namlich ein singularer Punkt der Differentialgleichung 

dy f. 
-;;:x=r; 

vor, welche mit den beiden vorhin angeschriebenen gleichbedeutend 
ist. Es ist ja dann unsicher, ob durch den Punkt xo' Yo eine Lasung 
geht. Zwar haben die Gleichungen (14) L6sungen, die fUr t = to die 
Werte x = xo, y = Yo haben. Indessen fallen dieselben fUr aile t mit 
x = Xo, Y = Yo zusammen. 

5. Zusammenfassung. Wir wollen zusammenfassen und zugleich noch 
einmal die Voraussetzungen hervorheben, die man machen muB, damit 
alle vorgenommenen Operationen legal sind. Auch solI der Bereich 

BIEBERBACH, Differentialgleichungen. 3. Auf). 18 
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der x-y-Ebene festgestellt werden, fur den wir die partielle Differential­
gleichung gelost haben. 

In einem gewissen Bereich eB) des x-y-z-p-q-Raumes moge I(x, y, 
z, p, q) samt seinen partiellen Ableitungen erster und zweiter Ord­
nung endlich und stetig sein. Dadurch wird erreicht, daB fUr die Dif­
ferentialgleichungen der charakteristischen Streifen alle die Voraus­
setzungen erfiillt sind, die wir fruher fUr die Integration der Systeme 
von gewohnlichen Differentialgleichungen gemacht haben. Wenn z. B. 
I(x, y, z, p, q) und die Ableitungen, sowie die rechten Seiten der ge­
wohnlichen Differentialgleichungen fUr 

(15) Ix-xol<d, Iy-yol<d, Iz-zoi<d, lp-Pol<d, Iq-qol<d 

dem Betrage nach unter M > 1 liegen, so geht durch das nichtsingulare 
FHichenelement xo, Yo, ZOo Po, qo ein einziger Streifen, welcher den 
U ngleichungen 

d I x - Xo I < ilI' 

(16) 
I I d 
q-qoi <lIT 

genugt. Es moge nun ein von singuHiren Elementen freier Anfangs­
integralstreifen 1 in (15) gegeben sein: 

x =x("r) , Y=Y(i), Z=Z(i), P=P(i), q=q(i), (rJ.<i<{3). 

Die fUnf Funktionen mogen eindeutig sein und stetige Ableitungen 
besitzen. Es sei nicht gleichzeitig x' ei) = y' (i) = Z' (i) = o. Der Streifen 
sei ein Integralstreifen. Ferner sei d der Abstand des Streifens vom 
Rand des Korpers (15). Die Tragerkurve des Streifens soll fUr kein T 

den durch das Element des gleichen i gehenden charakteristischen 
Streifen beruhren. 

Dann geht durch jedes Element ides Anfangsstreifens ein ein­
ziger charakteristischer Streifen x = x(t, i) usw., der den Bedingungen 

d ! x(t, i) - X (i) I <]I;[ usw. 

genugt. Diese Streifen ergeben in ihrer Gesamtheit erne Integral­
flache (10). 

Der Nachweis, daB hiermit eine Integralflache gewonnen ist, be­
nutzte auf S. 272 die ersten Ableitungen der funf Funktionen nach t 

1 DaB es solche Anfangsintegralstreifen gibt, wurde S.270 unter der Voraus­
setzung bewiesen, daB x (T), Y (T), Z (T) stetige partielle Ableitungen zweiter Ord­
TIung besitzen. Damit ist dann gezeigt, daB dUTCh jede zweimal stetig differenzier­
bare Kurve IntegralfHichen gehen. Es k5nnen deren aber mehrere sein, da nach 
S.270 durch diesel be Anfangskurve mehrere Integralstreifen gehen k5nnen. Es 
erscheint daher verniinftiger - wie oben geschehen - die Formulierung des 
Existenzsatzes an die Anfangsstreifen anzuschlieBen. 
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und 7: sowie die Ableitungen 
iJ2 x 

at ih: ' 

a2y iJ2 z 
atih:' atih: 
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nebst der Vertauschbarkeit der Differentiationsfolge. Tatsachlich folgt 
aus unseren Annahmen, daB die genannten ersten Ableitungen stetig 
sind und daB 

iJ (iJX) 
iJ. ilt 

stetig ist.· Daraus ergibt sich aber bekanntlich die Vertauschbarkeit 
der Reihenfolge der Differentiationen. DaB die ersten Ableitungen der 
fUnf Funktionen nach 7: stetig sind, wurde S. 212 schon erwahnt. DaB 
die ersten Ableitungen nach t stetig sind, ergibt sich aus den Differen-

tialgleichungen sofort, da durch diese ja ~: usw. durch x(t) usw. selbst 

dargestellt sind. Daher ergibt die Differentiation der Differentialglei­

chungen nach 7: auch die Stetigkeit von aiJ. (~;) usw. 

Durch den Anfangsstreifen geht daher eine eLT)zige Integralflache. 
Diese Aussage ist im folgenden Sinne zu. verstehen: Zwci Integral­
flachen, welche den Anfangsstreifen enthalten, enthalten auch die gan­
zen an seine Elemente anschlieBenden charakteristischen Streifen fUr 

d I x (t, 7:) - x (7:) I < M usw. 1 

Wenn man die hiermit abgeschlossene allgemeine Theorie auf die 
fruher behandelten speziellen Falle anwendet, so findet man die da­
maligen Resultate wieder. Das mage etwa an 

P + I(x,y) q = g(x,y) 

kurz dargelegt werden. Fur die charakteristischen Streifen findet man 
zunachst die funf Gleichungen 

dx dy dz dP dq 
at = 1, dt =1, at = g, dt = -qlx+ gx' at = -qly+ gy. 

Da aber die drei ersten nur x, y, z enthalten, so kannen sie zur Be­
stimmung der charakteristischen Kurven dienen und man kann daher 
auf die beiden letzten verzichten, da schon diese Kurven zum Aufbau 
der Integralflachen ausreichen. 

Immerhin mag es auffallen, daB wir damals eine von zwei Inte­
grationskonstanten abhangige, also zweiparametrige Schar von charak­
teristischen Kurven erhielten, wahrend wir im allgemeinen Falle eine 
dreiparametrige Schar von charakteristischen Streifen bekommen. Der 

1 Fur die Frage, inwieweit man mit geringeren als den hier gemachten Diffe­
renzierbarkeitsannahmen auskommen kann, vgl. man eine Arbeit von A. HAAR: 
Zur Charakteristikentheorie, Acta Szeged. Ed. 4, S. 103--114. 1928. 

18* 
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Grund dafiir ist der, daB in jenen speziellen Fallen durch jede charak­
teristische Kurve eine einparametrige Schar von charakteristischen 
Streifen geht, wahrend im allgemeinen Fall verschiedene charakteri­
stische Streifen auch langs verschiedenen Kurven aufgereiht sind . 

.Ahnlich wie bei den linearen Differentialgleichungen kann man die 
Theorie auch hier verallgemeinern, indem man sie mehr ins Geome­
trische wendet und die Beschrankung auf Flachenstiicke fallen HiBt, 
die sich durch eindeutige Funktionen z (x, y) darstellen lassen. Naheres 
siehe S. 317; 

§ 5. iJberbestimmte Systeme von partiellen 
Differentialgleichungen. 

Wir werden im § 6 die Integration der charakteristischen Gleichungen 
naher betrachten. Es ist zweckmaBig, dem einige Betrachtungen iiber 
ein gewisses System von zwei partiellen Differentialgleichungen voraus­
zuschicken. 

Fiir eine unbekannte Funktion mogen zwei partielle Differential­
gleichungen vorgelegt sein. Man nennt das System iiberbestimmt, 
urn auszudriicken, daB die Zahl der unbekannten Funktionen kleiner 
ist als die Zahl der Gleichungen. Es handelt sich darum, die gemein­
samen Integrale dieser beiden Differentialgleichungen zu finden. Man 
iiberzeugt sich leicht, daB nicht immer soIche gemeinsame Integrale 
vorhanden sind. Wir wollen annehmen, daB die beiden Gleichungen 

nach ~: und ~~ aufgelost seien. Es sei das System 

ax = IPl(X,y,Z), 1 
iJz 

(1) iJz 
BY = IP2 (x, y, z) 

gegeben. IPI und IP2 sollen dabei samt ihren partiellen Ableitungen 
in einem gewissen Bereiche B des x-y-z-Raumes eindeutig und stetig 
sein. Dann leuchtet ein, daB es nur dann stetige Funktionen z(x, y) 
geben kann, die diesen beiden Differentialgleichungen geniigen, wenn das 
Gesetz von der Vertauschung der Reihenfolge der Differentiationen er­
fUIlt ist. Das liefert die "Integrabilitatsbedingung" 

(2) 

oder 

(3) IPly + IPlz· IP2 = lfJ2r1J + lfJ2Z· lfJI· 

Hier sind nun zwei Falle zu unterscheiden, je nachdem diese Gleichung 
(3) identisch in x, y, z erfiillt ist oder nicht. 1m letzteren Falle ist sie 
eine neue Gleichung fUr ein eventuelles gemeinsames Integral der beiden 
gegebenen Gleichungen (1) und man kann nun durch reine Eliminations-
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prozesse entscheiden, ob eine dann durch (3) definierte Funktion ein 
Integral von (1) ist. 

Der andere Fall, den wir weiter betrachten wollen, ist der, daB 
die Gleichung (3) identisch fUr alle x, y, z eines gewissen Bereiches B 
erfilll t ist. 

Es sei xo, Yo, Zo ein Punkt aus B. Wir werden zeigen, daB es in 
einer gewissen.Umgebung von (xo' Yo, zo) genau eine mit ihren ersten 
Ableitungen stetige Funktion z(x, y) gibt, die (1) geniigt, und fUr die 
Zo = z(xo, Yo) ist. Dies Ergebnis wird dadurch plausibel, daB man be­
achtet, daB durch (1) jedem Punkt aus B genau ein FHi.chenelement zu­
geordnet wird. Zur Bewaltigung des Integrationsproblemes kann man 
ahnlich verfahren, wie in dem bekannten Fall der Quadratur, wo Z nicht 
selbst vorkommt. Wir geben also erst einmal in der ersten der beiden 
Gleichungen y den Wert Yo. Sie ist dann als gewahnliche Differential­
gleichung 

(4) 

fUr die Schnittkurve der Ebene y = Yo mit der gesuchten Flache auf­
zufassen. Ihr Integral, welches fUr x = Xo den Wert Zo annimmt, sei 

(5) Z= <p(x,xo,Yo,zo) =z(x), z(xo) =Zo. 

Alsdann betrachten wir die ebenen Schnitte x = konst. der Integral­
flache und bestimmen somit dasjenige IntegraP 

(6) Z = 1p(X, Y, Yo, q;(x, xo, Yo, zo)) 

der gewahnlichen 

(7) 

Differentialgleichung 

dz di = q;", (x, y, z), 

das fUr y = Yo der Anfangsbedingung 

(8) "'P(x,Yo,Yo,q;(x,xo,Yo,zo)) = q;(x,xo,Yo,zo) 

geniigt. Man hat also auch 

(9) Zo = "'P(xo, Yo, Yo, zo) • 

"'P hat stetige Ableitungen nach allen Argumenten. Nun ist zu zeigen, 
daB die Funktion (6) ein Integral von (1) ist. (6) und seine partiellen 
Ableitungen nach x, y, xo, Yo, Zo sind stetige Funktionen dieser fUnf 
Veranderlichen. Dies gilt namlich nach S.43 fUr die Lasung (5) von 
(4) und gilt aus demselben Grund weiter fUr (6) als Lasung von (7). 

1 ~ach S.44 ist also auch 

(6') rp (x, x o' Yo' zo) = 1jJ (x, Yo, y, z), 

da das durch x, y, z bestimmte Integral von (7) durch den Punkt x, Yo' rp geht. 
Insbesondere ist also, wenn man in (6') x = Xo setzt, 

(6/1) Zo = 1jJ (xo, Yo' y, z). 
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Da wir (6) aus (7) gewonnen haben, ist fiir (6) die zweite Gleichung (1) 
erfiillt, und es bleibt nur noch zu zeigen, daB auch die erste Gleichung (1) 
fiir (6) gilt. Wegen (8) und (4) ist dies jedenfaIls fiir y = Yo der Fall. 
Tragen wir' nun (6) fiir beliebiges y in die erste Gleichung (1) ein, so 
moge sich 

(10) 
az ax = fJJl (x, y, z) + u(x, y) 

ergeben. Hier ist jedenfaIls 

(ll) u(x,Yo) =0, 

und es ist zu zeigen, daB fur aIle y 

(12) u (x, y) = 0 

gilt. JedenfaIls sind u und seine partiellen Ableitungen erster Ordnung 
stetige Funktionen von x und y. Urn (12) zu beweisen, differenzieren 
wie (10) nach y und finden 

asz a fIJi a fIJI att 
(13) ax ay = 7iY + az fJJ2 + ay' 
Differenziert man aber (7), die ja fiir (6) gilt, nach x, so kommt 

(14) asz a flJ2 a flJ2 a flJ2 
ax ay = ax + 8z fJJl + azu. 

In (13) und (14) sind die linken Seiten gleich, weil rechts stetige Funk­
tionen von x und y stehen. Daher folgt durch Vergleich beider wegen (3) 

au afIJ2 
(15) ay = u . az . 
u ist wegen (11) dasjenige Integral von (15), das fiir y = Yo verschwindet. 

Also ist wegen der Stetigkeit von a:: und seiner Ableitung nach y (12) 

richtig und damit ist gezeigt, daB (6) das gesuchte Integral von (1) ist. 
Unsere t'rberlegung zeigt auch, daB (6) daseinzige der Anfangsbedingung 
(9) genugende Integral von (1) ist. Denn unser Ansatz hat zwangsweise 
und eindeutig die Schnittkurve x = Xo und die Schnittkurven x = konst. 
der Integralflache ergeben. Also gilt der 

Satz: Durch jeden Punkt xo, Yo' Zo des Bereiches B geM genau eine 
Losung des Systems (1), die eindeutig und stetig dilferenzierbar von 
x, y, xo, Yo, Zo abhangt. 

Es gibt noch eine zweite, die MAYERsche Methode zur Integration 
der Gleichungen (1). 

Die MAYERsche Methode geht darauf aus, unmittelbar die Schnitt­
kurven zu bestimmen, die eine durch den Punkt X o, Yo, Zo gelegte 
zur z-Achse paraIlele Ebene aus der Integral£Iache ausschneidet. Die 
Gleichung einer solchen Ebene sei 

x-xo=l..t, 
y-yo~p,t, it = cos'l?, p,=sin'l? 
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Schneidet man sie mit der Flache 

Z =z(x,y), 

so erhalt man fUr die Schnittkurve 

Z =Z(Xo+At,yo+,ut). 

Differenziert man nach t, so erhalt man 

(16) 

als Differentialgleichung der Schnittkurven. Fiir t = 0 wird x = xo 
und y = Yo. Daher benotigen wir diejenige eindeutig bestimmte Losung 
von (16), welche fUr t = 0 den \Vert Zo annimmt. In den so bestimmten 
Schnittkurven 

x = Xo + t cos {J, 

(17) y = Yo + t sin {J, 

Z = /(zo, t, {J) 

hat man unmittelbar die Parameterdarstellung der Integralflache. Dies 
ist ohne weiteres klar, da durch die vorausgegangenen Betrachtungen 
die Existenz der Integralflache schon gesichert ist. Anderenfalls ware 
unter Benutzung von (3) dies erst nachzuweisen. 

§ 6. tiber die Integration der fur die charakteristischen 
Streifen aufgestellten Differentialgleichungen. 

Vollstandige Integrale. 
1. Das vollstandige Integral. Wahrend im § 4 gezeigt wurde, wie 

man die Integrale der charakteristischen Differentialgleichungen zum 
Aufbau der Integralflaehen der partiellen Differentialgleichung ver­
werten kann, soll nun die umgekehrte Frage erortert werden. Welchen 
Nutzen kann man aus der Kenntnis von Integralflachen der parliellen 
Differentialgleichung fiir die Ermittlung der eharakteristisehen Streifen 
ziehen? Ieh stelle folgende aus dem Existenzsatz des § 4 flieBende Be­
merkung an die Spitze. Wenn sich zwei zweimal stetig differenzierbare 
Integralflachen der partiellen Differentialgleichung 

(1) P = f (x, y, z, q) 

langs einem Streifen 

(2) x = x (t), y = Y (t), Z = Z (t), p = P (t), q = q(t) 

beriihren, so ist dieser Streifen (2) ein charakteristiseher Streifen. 
Vorausgesetzt ist dabei wieder, daB in einem gewissen Bereich der 
(x, y, z, p, q) das f (x, y, z, q) samt seinen partiellen Ableitungen der 
beiden ersten Ordnungen stetig ist, daB die Elemente der beiden Inte-
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gralflachen diesem Bereich angehoren, daB die Funktionen (2) stetige 
Ableitungen besitzen und daB fUr kein t 

(3) «t) = y' (t) = z' (t) = 0 

ist. Ware namlich der Streifen (2) kein charakteristischer Streifen, so 
enthielte seine Tragerkurve einen Bogen, der in keinem Punkt die 
Tragerkurve des charakteristischen Streifens beriihrt, der durch dasselbe 
Element bestimmt ist. Dann ginge aber durch diesen Bogen nach dem 
Existenzsatz nur eine zweimal stetig differenzierbare Integralflache. 

Kennt man weiter eine einparametrige Schar von zweimal stetig 
differenzierbaren Integralflachen 

(4) Z = cP (x, y, A) ,I 

welche eine zweimal stetig differenzierbare Enveloppe besitzt, so wird 
die Enveloppe von jeder Integralflache langs eines Streifens (2) be­
riihrt. Die Enveloppe besteht seIber aus lauter Integralelementen, ist 
also seIber eine Integralflache. Somit gewinnt man in den Beriihrungs­
streifen aile auf ihr gelegenen charakteristischen Integralstreifen. So 
kann man natiirlich nur diejenigen charakteristischen Integralstreifen 
gewinnen, welche den Integralflachen (4) angehoren, d. h. die aus 
Elementen dieser Flachen bestehen. Den Flachen (4) gehort eine drei­
parametrige Schar von Elementen an, wahrend der partieilen Diffe­
rentialgleichung (1) eine vierparametrige Schar von Elementen geniigt. 
Hat man aber statt (4) eine zweiparametrige Schar von Integralflachen 

(5) 

so kann man hoffen, daB diesen aile Elemente, die t = 0 geniigen, aus 
einem gewissen Elementebereich angehoren. Dann kann man hoffen, 
durch passende Enveloppenbildungen aile charakteristischen Integral­
streifen zu gewinnen und aus diesen dann nach § 4 aile Integralflachen. 
Es wird also voraussichtlich die Kenntnis einer passenden zweipara­
metrigen Schar von Integralflachen (5) geniigen, urn durch bloBe Dif­
ferentiationsprozesse aile Integralflachen zugewinnen. Wenn nun 
durch 

(6) 

Z = Vex, y, AI' A2) 

BV P =8% (x, y, Al , A2) 

aile Integralelemente eines gewissen Elementebereiches dargesteilt 

werden, so nennt man (4) ein vollstandiges Integral. V, ~:, :: mogen 

dabei stetige Ableitungen erster Ordnung nach x, y, Ai und A2 haben und 
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es sei fUr alle A 
I 8z 8q 

I 8;'1 8;'1 

I 
+0. 8z 8q 

8;'2 8Az 

(7) 

Diese Bedingung hat zur Folge, daB man aus zwei der drei Gleichungen 
(6) in der Umgebung jedes Elementes Al und A2 durch x, y, z, q aus­
driicken kann. Dadurch ist gewahrleistet, daB alle Elemente von (1) 
durch die Parameterdarstellung erfaBt werden 1. 

2. Integration der partiellen Differentialgleichung. Wir zeigen nun, 
daB man alle zweimal stetig differenzierbaren IntegralfHi.chen als Enve­
loppen einparametriger Teilscharen des vollstandigen Integrals auffassen 
kann. Wir denken uns, wie in § 4, eine solche Integralflache durch einen 
Streifen 

(8) x = x ('t'), Y = Y ('r), Z = z (r), p=p ("r), q = q (T) (I. <T< (J 

bestimmt. Dabei seien die Funktionen (8) mit stetigen Ableitungen 
versehen, und es sei nirgends . 

x' (T) = y' (T) = Z' (T) = 0 . 

Durch jedes der Elemente (8) geht eine Flache aus dem vollstandigen 
Integral, wenn man annimmt, daB der Streifen (8) dem Elementen­
bereich angehOrt, fUr den wir das vollstandige Integral gebildet haben. 
SolI durch das zum Parameterwert T gehorige Element eine Flache 
(AI' AI) des vollstandigen Integrals gehen, so muB 

Z(T) = V (x (T), Y(T) , AI' AI)' 

(9) peT) = ~:(X(T), yeT), AI' Ag), 

8V 
q(T) = 8y(X(T) Y(T) , AI' AI)' 

sein. Nach (7) kann man aus der ersten und der dritten dieser Glei­
chungen Al und A2 ermitteln. Sie werden stetig differenzierbare Funk­
tionen von T 

Ai=A.(T) (i= 1, 2) (X~T~{J. 

Tragt man diese in 

ein, so erh1i.lt man in 

(10) 

1 Ha.tten wir die partielle Differentialgleichung in der Form f (x. y. z, P. q) = 0 
angenommen; so hll.tte die AuflOsung nach p (oder q) zu mehreren Differential­
gleichungen (1) fuhren konnen. Jede derselben gibt dann zu Betrachtungen der 
vorstehenden Art AnlaB. 
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eine einparametrige Teilschar des vollstandigen Integrals. Durch jedes 
Element (8) geht eine solche Integralflache aus dem vollstandigen 
Integral. Sie beriihrt daher langs des charakteristischen Streifens. der 
durch dieses Element bestimmt ist, die Integralflache, welche durch 
den Streifen (8) geht. Diese ist daher Enveloppe der Schar (10). 

3. Bestimmung der charakteristischen Integralstreifen. Nun kann 
man von diesem Gedanken ausgehend mit Hilfe des vollstandigen 
Integrals auch alle charakteristischen Integralstreifen ermitteln. soweit 
sie dem Elementenbereich angeh6ren, fiir den das vollstandige Integral 
gebildet wurde. Differenziert man namlich (10) nach r, so hat man in 

{ ) av l' () av A, ( ) 11 a-,1I.1 r + -a' A2 r = 0 
11.1 1'2 

eine Gleichung, der zusammen mit (10) fUr ein gegebenes r diejenigen 
Punkte genugen, welche der Flache (10) und der Enveloppe gemeinsam 
sind. Beachtet man nun. daB je nach Wahl von Al (r), A2 (r) die A~, A; 
beliebige Zahlen sein k6nnen, so erkennt man, daB die charakteristischen 
Integralstreifen den folgenden Gleichungen genugen: 

(12) 

z = V (x, y, )'1' A2) 

8V 
P = 8 x (x, y, I'l' A2 ) 

8V 
q = 8y (x, y, AI' A2) 

o = I'a:~ (x, y, Al' A2 ) + A4:~ (x, y, AI' A2)' 

Dabei sind AI' A2 , Aa, A4 beliebige Zahlen, von denen Al und A2 den 
bei (5) angegebenen Intervallen angeh6ren. Fur jede Wahl der Ai stellen 
die (12) einen charakteristischen Integralstreifen dar. wofern nur Aa 
und A4 nicht beide verschwinden. Denn aus der letzten Gleichung (12) 
kann man y als Fnnktion von x, AI' A2 , Aa, )'4 ermitteln. Es ist namlich 

1 82 V -l- 1 82 V _ 1 8 q 1 8 q ..L 
11.3 8y8}'1 ' 1I.4 ay 8.1.1 - lI.a8;'1 + 11.48.1.2 -r0, 

weil sonst die Determinante (7) Null sein muBte. Die letzte Gleichung 
(12) besagt ja 

8z 8z 
Aa 8 Al + A4 8 }'2 = ° . 

Man kann aber sicher die Schar (10) so einrichten, daB fur ein gegebenes 
r darin ein gegebenes Element vorkommt und daB fUr dies 'r; nicht 
A~ = A~ = 0 ist. Die Gleichungen (12) lie/ern also tatsiichlich alle cha­
rakteristischen I ntegralstrei/en. 

Will man nicht nur die charakteristischen Integralstreifen, sondern 
vielmehr alle charakteristischen Streifen, d.i. aIle Losungen der Glei­
chungen (8) von S. 269 ermitteln, so muB man nur beachten, daB / 
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ein Integral derselben ist, d. h. daB I liings jedem Streifen konstant 
ist und daB die (8) auch die charakteristischen Streifen fUr 1+ c = 0 
sind, wo c eine beliebige Konstante ist. 

4. Konstruktion vollstiindiger Integrale. Da man nach unseren Dar­
legungen aus der Kenntnis eines solchen vollstandigen Integrals ohne 
weitere Integrationsprozesse zur Ermittlung aller charakteristischen 
Integralstreifen und damit nach § 4 zur Aufstellung aller Integralflachen 
befahigt ist, so wird die Frage brennend, wie man nun vollstandige 
Integrale gewinnen kann. Zu ihrer Beantwortung fiihren die folgenden 
Erwagungen. Fur die Differentialgleichung (1) wird das System der 
charakteristischen Differentialgleichungen 

(13) 

Unter einem Integral 

(14) 

dx 
dt= 1, 

dy 
dt = -Iq, 
dz 
dt=P-q!q 

dP 
di=/re+lzP, 
dq 
di = lv + /zq· 

11 (x, y, z, P, q) 

derselben versteht man eine in unserem Elementebereich samt ihren 
Ableitungen der beiden ersten Ordnungen stetige Funktion It, die 
langs eines jeden charakteristischen Streifens konstant ist .. 

Es ist also 

(15) 0 = lIre - 11'11 Iq + 11Z(P - qlq) + la (Ire + Iz P) + 11«(lll + Iz q) 
identisch erfiillt in unserem Elementebereich. Dieses gilt langs jedem 
charakteristischen Streifen, und jedes Element gehorl einem solchen an. 

Wir fragen nun nach denjenigen Integralflachen von (1), fiir die 
11 einen festenWerl A.l hat. Wir fragen nach den gemeinsamen Losungen 
der beiden parliellen Differentialgleichungen 

(16) 
I(x, y, z, p, q)=P-/(x, y, z, q)=O, 

11(x, y, z, P, q)=A1 • 

Nehmen wir an, daB in unserem Elementebereich 

(16') d(f.ft ) =1=0 
d(P,q) 

sei. Dann kann man aus (16) P und q ausrechnen. So erhalt man 

(17) 
P = 9?l(X, )', z, ;"1)' 
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Die CPl' cpz sind in einem gewissen Bereich der x, y, z, A mit stetigen 
Ableitungen versehen. Nach § 5 kann man dann aus (17) fUr jedes J' l 
eine einparametrige Schar von Integralflachen 

(18) 

ermitteln, wofern die damals angegebene Integrabilitatsbcdingung er­
fillIt ist. Diese war 

ap aq 
ay ax 

oder ausfUhrlicher geschrie ben: 

af{Jl + a,p! = af{J2 + af{J2 
ay az cpz ax az CPl' 

Dies ist aber der Fall. Differenziert man namlich die beiden Gleichungen 
(17), durch deren Auflosung nach P und q ja (18) entstand, nach x und 
y, so erhalt man: 

(19) i~+ iz'P+ IfI·P",+ fq·q",~=O 111 + Iz·q+ 11I 'P1I+ Iq·qy=O 

lu+ lIz' P + /1'11' p",+ Il q ' q",= 0 1111+ lIZ' q + 1111 , P1I+ Il q' qy= O. 

Bestimmt man hieraus P'Y und q", und setzt die gefundenen Werte ein­
ander gleich, so erhalt man die Integrabilitatsbedingung 

[I,/d = (111 + Iz q) 11g - Ig (1111- lIz q) + 1111 (I", + IzP) 
(20) 

- (11'" + lIz P) 111 = 0, 

was nur eine andere Schreibweise fur (15) ist. Da aber h ein Integral 
von (15) war, so ist die Integrabilitatsbedingung identisch erfuIIt, und 
der Satz von S.278 wird anwendbar. Wir erhalten also nach S.283 
fUr jedes Al durch jeden Punkt xo, Yo, Zo eine Integralflache (18) durch 
passende Wahl von Az. Jede Funktion (18), die (17) genugt, befriedigt 
ja auch (16). 

Man nennt U,/l] einen Klammerausdruck und sagt, lund 11 lagen 
in Involution, wenn U, 11] = 0 ist. Da U, 11] = - [fl' 1], so ist 1= konst. 
auch ein Integral der zu 11 = 0 gehorigen charakteristischen Differential­
gleichungen. 

5. Bemerkung: Unsere Betrachtungen beweisen gleichzeitig noch 
einen etwas anderen Satz: ] edes gemeinsame Integral zweier partiellen 
Dillerentialgleichungen F = 0 und F 1 = 0 geniigt auch der GleicMtng 
[F, F 1] = O. 1st diese also nicht wie in den Fallen, auf die es uns eben 
ankommt, identisch erfuIlt, so ist sie eine neue Gleichung fUr die ge­
suchten gemeinsamen Integrale, und wir haben damit jetzt drei Glei­
chungen, weIchen dieselben genugen mussen. Nunmehr aber kann man 
schon durch Eliminationsprozesse entscheiden, ob ubcrhaupt ein ge­
meinsamcs Integral vorhanden ist. 
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6. Beweisfiihrung fiir das vollstandige Integral. (18) ist nun tat­
sachlich ein vollstandiges Integral fUr unseren Elementebereich. Die 
Gleichungen (16) sind nam1ich bei passender Wahl ',·c·n Al fiir jedes 
Element unseres Elementebereiches erfiillt. Also gilt das gleiche fiir 
die (17), und (18) stellt eine Flache dar, die bei passenderWahl von 1.2 
durch einen beliebigen Punkt geht, wie auch Al gewahlt sein mag. 
Also ist (18), (17) tatsachlich eine Parameterdarstellung aller Elemente 
unseres Elementebereiches. Wir verlangten bei der Definition des voll­
standigen Integrals noch die Stetigkeit der partiellen Ableitungen 

erster Ordnung von V, :: und :;. Dies ist aber bei den Funktionen 

(17), (18) der Fall. Endlich ist auch die Bedingung (7) erfiillt. Denn es ist 

nach (17) :X, = O. Also ist die Determinante (7) gleich - :L . :~. Da 

weiter 11 =~, die Auflosung von q = flJ2 nach ~ ist, so ist ::1 =1= O. 

Ferner ist :~ =1= O. Denn als Parameter A.2 kann man z. B. den Wert Zo 

nehmen, den Vander Stelle xo, Yo annimmt. Es ist dann 

(19) z = Vex, y,~,~) = U(x, y, AI' xo' Yo,zo) 

die Integralflache von (17) durch den Punkt xo, Yo' zoo Sie ist identisch 
mit der Integralflache durch den Punkt x, y, z. Also ist 

Zo = ~ = U (xo' Yo' AI, X, y, z) 

die Auflosung von (18) bzw. (19) nach 1.2' Da also (18) eindeutig nach 

1.2 losbar ist, so ist :~ =1= O. 

Unsere Betrachtungen lehren u. a., daB die Kenntnis eines von 
P - I unabhangigen1 Integrals 11 der eharakteristischen Differential­
gleichungen (13) die Integration derselben auf die zweier gewohn­
Heher Di~ferentialgleichungen reduziert. Denn wir haben in § 5 gelernt, 
daB die Integration der (17) mit der zweier gewohnHeher Differential­
gleiehungen gleiehwertig ist. 

7. Eine weitere Methode zur Konstruktion eines vollstiindigen Inte­
grals. Man kann die Integrationsarbeit bei der Ermittlung eines voll­
standigen Integrals ganz sparen, wenn man noeh ein weiteres Integral 
12 von [f, fIJ] = 0 kennt, das iiberdies mit 11 in Involution Hegt. Denn dann 
gelten fiir die eharakteristisehen Integralstreifen die drei Gleichungen 

(20) P-I=O, 11=1.1, 12=1.2, 

Kann man sie nach p, q, z aullOsen, so hat man damit ein von zwei Para­
metern abhiingendes Integral von f = 0 ohne jede Integrationsarbeit. Urn 
das einzusehen, betraehte man ein Element xo, Yo, zo, Po' qo, das den 

1 D. h. daB (16') gilt. 
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Gleichungen (20) bei passender Wahl der /11' ,12 geniigt und setze voraus, 
daB fUr dies Element die Funktionaldeterminante 

d (I. tl • t2 ) + ° 
d (z. P. q) 

sei. Durch Auf16sung moge sich in der Umgebung dieses Elementes 

(21) z = <P (x, y), P = <PI (x, y) , q = <P2 (x, y) 

ergeben. Ich zeige, daB die drei Funktionen Z - <P (x, y), P - <PI (x, y) , 
q - !fJ2(X, y) gleichfalls in Involution liegen, d. h. daB z'" = P, Zy = q, 
py = q", ist. Zum Nachweis denke man (21) in (20) eingesetzt und 
differenziere dann nach x und y. So erhalt man 

a) I", +Iz (z",-P) +lzP +lp'P",+lqq", =0, 

b) 11'" + IIZ(Z", - P) + IlZP + IlpPrc + laq", = 0, 

c) 12" + 12 z(zx- P) + 12zP + 12pP", + 12q q", = 0, 

d) Iy +Iz (zy-q)+lzq +Ip Py+lqqy =0, 

e) Il y+/lZ(Zy-q)+fl zq+/lp Py+flqqy=O, 

f) 12Y + 12z (Zy - q) + 12Z q + 12p py + 12q qy = 0. 

Man muitipliziere a) mit ~~l, d) mit ~~1, b) mit ;;, e) mit :: . 

Dann berechne man 

Dtl atl Dt at a)·-+ d).-- b)·--e)·-. ap aq ap aq 
Das liefert 

[j, 11] + (z", - P) (I./Ip - lIZ I'll) + (Zy - q) (lz Il q - lIZ fq) 

+ (q", - Py)(fq/lp-' Ilqlp) = 0. 

Ebenso findet man analoge Relationen durch Verbindung von 
i mit 12' und 11 mit 12' Da aber die drei Funktionen I, 11,12 in Invo­
lution liegen, so kommen schlieBlich diese linearen Gleichungen heraus. 

I. (z",-P)(lzi1p--i1zl p) + (Zy-q)(lzilq-/1Zlq) 

+ (q", - py) (lqilp- Iv1lp) = 0, 

II. (zrc-P)(lz/2p-i2Zl p) + (Zy-q)(fzI2a-/2Zlq) 

+ (q",,- py) (lql2p - 12qlp) = 0, 

III, (z",-P)(f1z/2p-/2Z/1p) + (Zy-q)(flz/2q--/2z/1rz) 

+ (q", - py) (llql2p - 12 q/1'JJ) = 0. 

Urn zu erkennen, daB nach diesen Gleichungen Zrc = P, Zy = q, q., = PlI 
sein muB, hat man nur zu bemerken, daB die Determinante dieses 
Gleichungssystems aus den zweireihigen Unterdeterminanten der Funk­
tionaldeterminante besteht und daher wie diese von Null verschie­
den ist. 
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In den ganzen vorstehenden Erorterungen waren Integralelemente, 
fUr die neben / = 0 aueh f'P = 0 und /q = 0 ist, ausgesehlossen. Man 
nennt sie singuliire Elemente und eine aus ihnen aufgebaute FHi.che 
cine singulare Integralflache. Natiirlieh kann man ohne Integrationen 
aus den angegebenen drei Gleiehungen fUr die singularen Elemente 
heraus - ahnlieh wie bei den gewohnliehen Differentialgleichungen -
entseheiden, ob es singulare Integralflaehen gibt. 

§ 7. Integration einiger spezieller Differentialgleichungen. 

Es gibt versehiedene Sorten von partiellen Differentialgleiehungen, 
fUr die man leicht ein vollstandiges Integral finden kann. 

1. CLAIRAuTsche Differentialgleichung. Wenn z. B. die CLAIRAUTSehe 
Differentialgleichung 

z = xp + yq + f(P, q) 

vorgelegt ist, so ist die zweiparametrige Ebenensehar 

Z = A1X + A2 Y + f(A l , A2 ) 

em vollstandiges Integral. Denn tatsaehlich umfassen diese Ebenen 
die samtlichen Flaehenelemente der partiellen Differentialgleichung. 

Die drei Gleichungen 

Z = }'l X -l- ).2 Y + j P'l , 1.2) , 

P = AI' 
q = A2 

erfillIen aueh offenbar aile im § 6 aufgezahlten Voraussetzungen, wenn 
man j als zweimal stetig differenzierbar annimmt. 

2. p = /(q, x). Wenn weiter eine Differentialgleichung der Form 

P = f(q, x) 

vorgelegt ist, so hat man zur Bestimmung weiterer Integrale der eharak­
teristisehen Gleiehungen die lineare Differentialgleiehung 

au au au au 
ax - ayfq + az (P - qjq) + ap/'" = 0 

zu betrachten. Ersichtlieh ist 
u=q 

ein Integral derselben. Daher hat man zur Bestimmung emes voll­
standigen Integrales P und q aus 

P = j (q, y), 

q = Al 
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auszurechnen. Also ist aus 

P=f(Al,X) 

das vollstandige Integral zu ermitteln. Man findet 

g:;;;:. Al Y + f f(Al' x) dx + 1.2 ' 

3. f(x,p) = g(y, q).Ns drittes Beispiel wahle ich eine Verallgemei­
nerung des vorigen 

t(x,P) = g(y,q). 

Man sagt hier, die Varia bIen seien getrennt. 
Ein Integral von 

au au au au au 
a:.)l1- ay gq + az (Pfl1 - qgq) - apf., + aq gil = 0 

ist hier offenbar 
u=f(x,P)· 

Zur Bestimmung des voUstandigen Integrales hat man somit P und 
q aus 

f(x, P) = AI' 
g(y, q) = Al 

zu ermitteln, eJ.n Ergebnis, das man auch unmittelbar aus der parliellen 
Differentialgleichung entnehmen kann. Man moge etwa 

P=<p(X,Al)' 

finden. Dann ist 

Z = f <p(x,~) dx + f 1p(y, AI) dy + 1.2 

das vollstandige Integral. 
4. f(z, p, q) = O. Sei viertens 

fez, p, q) = 0 
vorgelegt, so hat man 

au au au au au 
axfl1 + ayfq + az (Pfl1 + qfq) - ap Pf. - aq-qf. = 0 

zu betrachten. Ein Integral ist jedenfalls 
q 

u=--;p. 

Die Auflosung der Gleichungen 

mage 

q- AlP = o. 
f(z,P,q) = 0 

P = <p (AI' Z), 

q = Al <p(Al' z) 
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ergeben. Dann bekommt man das vollstandige Integral in der Form 

J tp(11~Z) = X + A1Y +~. 
5. Bemerkung: Man kann iibrigens die letzte Differentialgleichung auch auf 

den schon behandelten Typus 

F (y, p; q) = 0 

umformen, indem man x und z ihre Rollen vertauschen laBt. Soll namlich durch 

z = z (x, y) 

x als abhangige, z als unabhangige Variable eingefiihrt werden, so hat man 

ax 
1 = p. az' 

ax 
0= p ay + q. 

Also wird die Differentialgleichung 

(
ax . 

1 ay) f z, a x' - a x = 0, 

az az 
ist also vom angegebenen Typus, der dadurch ausgezeichnet ist, daB auBer den 
partiellen Ableitungen nur eine der unabhangigen Variablen, die abhangige aber 
gar nicht vorkommt. 

§ 8. Differentialgleichungen, in welchen die unbekannte 
Funktion nicht explizite vorkommt. 

Es sollen Differentialgleichungen der Form 

h(x,y,p,q) = 0 

untersucht werden. Zunachst bemerkt man sofort, daB die flint charak­
teristischen Gleichungen in zwei Gruppen zerfallen. Sie werden namlich 

dx dy 
dt = h1>' dt = hq, 

dp dq 
dt = - h"" dt = - kg, 

dz 
dt = Ph'IJ + qhq • 

Da aber z selbst in h nicht vorkommt, so kann man aus dieser letzten 
Gleichung z durch eine Quadratur bestimmen, sobald erst die vier an­
deren Funktionen aus den vier iibrigen Gleichungen bestimmt sind. 

Kennt man vollends irgendeine einparametrige Schar von Integralen 

z=V(x,y,a) 

der partiellen Ditferentialgleichung, und zwar so, dafJ in einem gewissen 
BIEBERBACH, Differenti~lgleichungen. 3. Aufl. 19 
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Bereich der x, y, a eine der Ableitungen aaa (~:), aaa (~~) stetig und von 

Null verschieden ist, so ist 
av au: = c 

ein Integral der charakteristischen Gleichungen. 
Unter unseren Voraussetzungen ist namlich 

z = V (x, y, a) + b 

nach S.280 ein vollstandiges Integral der partiellen Differentialglei­
chung. Denn man kann z = V + b, p = Va;, q = V y nach a, b auflosen. 

Daher kann man den S. 282 aufgestellten Satz anwenden. Danach 
findet man die Charakteristiken aus 

z = V(x,y,a) + b, 
av aa =c. 

Hier also ergeben sich ihre x-y-Projektionen aus 

av au: = c. 

§ 9. Anwendungen in der Mechanik. 

1. Die HAMILToNsche Gleichung. Die Betrachtungen des vorigen 
Paragraphen sind von besonderer Wichtigkeit fur die ebene Bewegung 
eines Massenpunktes, auf welchen eine zeitlich konstante Kraft wirkt, 
welche ein Potential U(x, y) besitzt. Die Bewegungsgleichungen wer­
den namlich dann, wenn die Masse des Punktes Eins gesetzt wird, 

d2 x au 
dt2 = -7jX"' 

d2 y aU 
dt2 = - 7fY' 

Setzt man ~: = p und ~~ = q und fiihrt noch die kinetische Energie 

p2 + q2 
T=---

2 
ein, so hat man auBerdem 

dx aT 
lit ap , 

wahrend man die ersten beiden Gleichungen so schreiben kann: 

dp aU 
lit = _.7jX"' 

dq aU 
dt = -ay' 
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Fiihrt man nun noch die Energie 

E=T+U 
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ein, so hat man schlieBlich fiir die Bewegung diese vier Gleichungen: 

1 
~: = E p , 

dy 
(it = E q , 

1 ~~ = -Em' 

dq 
(it = -E'II' 

(1) 

Das sind aber nach § 8 die vier ersten zu 
2 + 2 (2) Zx 2 Zy + U(x,y) = 2c (c = konst.) 

gehorigen charakteristischen Gleichungen, so daB also die Integration 
der Bewegungsgleichungen gleichwertig ist mit dcr partiellen Diffe­
rentialgleichung (2). Man nennt sie die HAMILTONsche Gleichung der 
Bewegung. (Ihr Bestehen bringt den Energiesatz zum Ausdruck.) 
Die Bahnkurven der Bewegung sind dann die x-y-Projektionen der 
Charakteristiken dieser Differentialgleichung. Zur Losung des mecha­
nischen Problems bedarf man also nur eines vollstandigen Integrales 
dieser Gleichung. Zu seiner Auffindung ist oft die Einfiihrung neuer 
unabhangiger Variabler zweckmaBig, weil man dadurch z. B. oft die 
Gleichung auf eine der in § 7 behandelten zuriickfiihren kann. 

2. Anziehung eines Massenpunktes aus zwei festen Zentren. Als 
Beispiel werde die Anziehung eines Massenpunktes aus zwei festen 
Zentren betrachtet. Die beiden Zentren sollen bei ± 1 auf der x-Achse 
liegen. Man fiihrt elliptische Koordinaten ein. Dazu betrachtet man die 
konfokalen Kegelschnitte 

%2 y2 
(3) --, + --, = 1 (a l > a2 > 0 und a l - a2 = 1) 

a 1 + II. a2 + II. 
mit den Brennpunkten x = ± 1, Y = O. Durch jeden Punkt der Ebene 
gehen zwei Kegelschnitte der Schar hindurch, eine Ellipse und eine 
Hyperbel. Die Ellipse kommt heraus, wenn der Parameter A. der Un­
gleichung 

(4') 

geniigt. Hyperbeln erscheinen, wenn 

(4") - a l < A. < - a2 

ist. 1st aber x, y ein beliebiger Punkt der Ebene, so besitzt die Gleichung 

~ ~~+~+~~+~-~+~~+~=O 
19* 
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fiir A stets zwei Wurzeln Al und A2 (AI> A2), von welchen jeder der 
beiden Ungleichungen (4'), (4") je eine genugt. Man erkennt das, wenn 
man das Vorzeichen der linken Seite von (5) fiir A-!>- + 00,). = - a2 , 

A = - al betrachtet. Setzt man dann die beiden Gleichungen 

x2 (a2 + AI) + y2 (al + AI) = (al + AI) (a2 + AI) 

x2 (a2 + A2) + y2 (a l + A2) = (al + A2) (a2 + A2) 

an, so kann man daraus x 2 und y2 durch Al und A2 ausdriicken. Man 
fiihrt die Rechnung am bequemsten durch, indem man fur (5) 

x 2 (a2 + A) + y2 (al + A) - (al + A) (a2 + A) = - (A - AI) (A - A2) 

schreibt und dann nacheinandu A = - a l und t. = - a2 setzt. So 
findet man 

(6) 

Durch Al und A2 ist also in jedem Quadranten genau ein Punkt fest­
gelegt. Man nennt Al und A2 seine elliptischen Koordinaten. 

Wir mussen nun die Entfernungen y und R des Punktes (x, y) von 
den beiden Zentren in elliptischen Koordinaten ausdrucken. Man hat 

y2 = (x _ 1)2 + y2 = x2 + y2 - 2 x + 1 

R2 = (x + 1)2 + y2 = x2 + y2 + 2 x + 1. 

Nun folgt aus (6), daB 

x2 + y2 = a l + a 2 + Al + A2 
ist. Daher findet man 

y2 = 2ar + Al + A2 - 2 V (al + AI) (al + }'2) = {val + Al -l' al + A2}2 

R2 = 2 ar + Al -+- A2 + 2 Y (al + A]) (al + }'2) = { l' al + ;'1 + l' al + A2}2 • 

Also 

y = Val + Al - Val + A2 

R = l' al + Al + l' al + A2 • 

Betreffs der Vorzeichen der Wurzeln ist dabei folgendes zu be­
merken: Zunachst ist sgn l' (ar + AI) (al + A2) = sgn x, also durch den 
Quadranten bestimmt, den man gerade betrachtet. Die Vorzeichen der 
beiden Wurzeln l' a l + Al und l' a l + A2 sind dann so zu wahlen, daB 
das Vorzeichen ihres Produktes wieder mit dem von x ubereinstimmt. 

Daher wird nun das Potential 

u= _ ml_ m 2 = _ (ml +m2)Y~+ (m 1 -m2 ) t~ 
r R }'l - .1.2 
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Fur die partielle Differentialgleichung benotigen wir weiter den Aus-
az az az oz . 

druck von a x und 0 y durch a Al und a A2 ' Man fmdet aber aus (6) 

~)aAI ( ~)aA2 
2 x = (at + 11.2 ax + ~ + 11.1 ax 

0= (a2 + 1.2) 0:: + (az + AI) ~~ 

( ~ )aA l ( , OAs o = a1 + 11.2 ay + al + Ill) ay 

( ,)a~ ( ~)O~ - 2 Y = a2 + 112 ay + a2 + III ay' 
Also a Al 2 x (as + AI) 

7iX = A~ - As ' 
a~ 2x(a2+~) 
7iX = - A1 - I'a 

aAI 2y(a1 +)'1) 
ay= 1.1- A2 ' 

o~ 2y(a1 + ~) 
ay = - A1 - Aa 

Nun wird 

z; + z; = (:;y (AL. + Aiy) + 2 ;:1 ;:2 (A1~A2~ + A1y A2y) 

+ (;:y (A~~ + ~y). 
Damus findet man 

4+4 = (!.!..)2. (a1 +A1 ) (a s+A1) _ (!.!..)2. (a1+)'2) (as+Aa) • 
4 0 Al ).1 - As a As Al - As 

Die HAMILTONsche Gleichung wird also 

(a z )2 m1 + ms 1/ ( a z )2 ~ 
oJ'1 (al + AI) (a2 + AI) ~ -2- ya1 + Al - aAz (al + 1.2) (a2 + 11.2) 

(me - m 1) ,J , ( , ~ ) +--2-- Val +1I.2=CII1-1I.2 • 

Hier sind aber die Varia bIen getrennt, und daher findet man nach 
S. 288 durch Einfiihrung zweier neuen Integrationskonstanten a und b 
das vollstandige Integral: 

Daher wird unter Benutzung der weiteren Integrationskonstanten f3 

oz = f3 
aa 

die Gleichung der Bahnkurven. Soli der Massenpunkt die Stelle xo. Yo 
mit gegebener Geschwindigkeit passieren, so ist die Bahnkurve ein-
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deutig bestimmt. Denn aus der Energiegleichung 

X'2 + y'2 _ 2 (n:l + ;2) = 4 c 

entnimmt man den Wert von c. Tragt man den in die Gleichung der 
Bahnkurve em, so liefert die Bedingung, da/3 der Massenpunkt mit 
gegebener Geschwindigkeit durch den Punkt xo, Yo gehen soli, die 
Bestimmung der Integrationskonstanten a und (J. 

Urn nun auch noch den zeitlichen Ablauf der Bewegung zu er­
kennen, achten wir damuf, wie die Losungen der partiellen Differential­
gleichung (2) von c abhangen. Wir fiigen also dies eden unabhangigen 
Variablen zu und beachten, da/3 dann die Ableitung von z nach dieser 
neuen unabhangigen Variablen in (2) nicht vorkommt. Stellt man fiir 
die so aufgefa/3te partielie Differentialgleichung (2) die charakteristischen 
Differentialgleichungen auf!, so sind die Gleichungen (1) noch durch 
die beiden folgenden zu erganzen: 

~~ = 0, :t(~;) = l. 

Damus entnimmt man also, da/3 
az 
ac=t+"t 

ist, und damit ist dann noch der zeitliche Ablauf der Bewegung ge­
regelt. "t ist dabei eine neue Integrationskonstante, durch die der Nuli­
punkt der Zeit:z;ahlung bestimmt wird. Die Bahnkurven der Bewegung 
lassen sich elngehend diskutieren. 

§ 10. Die Charakteristikentheorie im Fall von 
n unabhangigen Veranderlichen. 

1. Charakteristische Streifen. Xl' X 2 ' ••• , Xn seien n unabhangige 
Veranderliche, z sei die gesuchte Funktion derselben. Zur Abkiirzung 
werde 
(1) az 

-a =Pk X k 
(k = 1, 2, .... , n) 

gesetzt. Dann sei die Differen tialgleich ung 

(2) t(xl, ... ,xn; z; PI,P2, ... ,Pn)=0 oder kurz t(x,z,P) =0 
vorgelegt. t(xl , x2" .. , xn; z; PI" .. , Pn) und seine Ableitungen erster 
und zweiter Ordnung sollen in einem gewissen Bereich B der 2 n + 1 
Variablen X, z, P stetige Funktionen sein. xiO) ... <0); z(O); piO) ... P;'O) 
sei eine Stelie des Bereiches, an der (2) gilt. An dieser Stelle sei 
af 
apl =l= O. 

1 Die hier im Vorbeigehen benutzte Theorie der partiellen Differential­
gleichungen mit mehr als zwei unabhangigen Veranderlichen wird S. 299ff. naher 
begrtindet werden. 
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Ohne uns auf geometrische Betrachtungen einzulassen, definieren 
wir in Analogie zu dem in § 3 und 4 Bewahrten: Unter einem Element 
verstehen wir einen Punkt des genannten Bereiches B. Unter einem 
Integralelement verstehen wir ein Element, das (2) geniigt. Unter einem 
k-dimensionalen Streifen verstehen wir eine von k Parametem r I , ... , ric 
abhangige Schar von Elementen 

(3) x~=ep~(rI' ••• , ric), z=ep(rI , ... , ric)' P" = 'IjJ,,(rI' .• 0, r k ). 

(v = 1,2, ... , n) 

Hier sind die ep~, ep, 'IjJ~ samt ihren ersten Ableitungen in einem ge­
Wlssen Bereich T der Parameter stetig und es gelten die Relationen 

(4) az ax! ax" (p, = 1, 2, ..• , k). aT = Plih + ... + Pna. 
~ ~ ~ 

Endlich soil der Rang der Matrix 

acpI aCP! acpI 
aTI 

aT2' 0 • aT" 
aCP2 aCP2 aCP2 

(5) 
aTI 

aT2' •• aT" 

acp" acp" acp" 
aTI 

aT2' •• aT" 
genau k sein. 

Wir nennen einen Streifen Integralstreifen, wenn er aus lauter Inte­
gralelementen besteht. 

Ein eindimensionaler Streifen 

(6) x~ = ep~(t), z = ep(t) , P" = 'IjJ~(t), (v = 1, ... , n) 

heiBt charakteristisch, wenn er den folgenden Differentialgleichungen 
geniigt: 

(k=1,2, ... ,n) 
(7) 

Als Aufgabe werde gestellt, durch eine n - 1-dimensionale Mannig­
faltigkeit Rn_I des n + I-dimensionalen Rn+l der (x, z) eine n-dimen­
sionale Integralflache zu legen. Diese R n- I sei durch 

(8) 
x k = epic (ri .. ·rn- I) } 

z = ep (ri ... rn _ I ) 
(k = 1, ... , n) 

gegeben. Dabei seien die ep in einem gewissen Bereich T der r samt ihren 
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erst en und zweiten Ableitungen stetig. Der Rang der Matrix 

a CP1 a CP1 
aT1 • • • aT'_ 1 

(9) 

sei n - 1. 
Zunachst miissen wir noch voraussetzen, daB sich durch diese R n- 1 

ein Anfangsintegralstreifen legen lasse. Dieser Streifen ist an die Bl­
dingungen 

az aX1 ax .. 
ihk = PI aTA: + ... + p", aTA: (k = 1,2, ... , n - 1) (10) 

t(x,z,P) = 0 

gebunden. Nehmen wir an, fUr 7:k = 7:kO) , d. h. Xk = xkO), Z = Z(O) , gebe 
es eine Losung Pk = PkO) dieser Gleichungen und die Funktionaldeter­
minante 

tp1 ••• tp" 
a X1 ax" 

(11) aT; OTl 

aX1 ax" 
aT"_1 OT"_1 

sei an dieser Stelle von Null verschieden1 . Dann gibt es nach bekannten 
Satzen eine Umgebung jener Stelle (X(O) , z(O» der R n- 1 , fUr die die 
Gleichungen losbar sind. Die Losungen hangen stetig und differenzier­
bar von den Parametern abo Nehmen wir die eben fUr xkO), z(O) aus­
gesprochenen Bedingungen langs ganz (8) als erfillit an, so sind wir 
damit in der Lage, durch (8) einen Anfangsintegralstreifen zu legen. 
Er sei 

(12) 

Xk = !Pk (7:1 ••• 7:71_ 1) 

z = !P (7:1 ' •• 7:71 _ 1 ) 

Pk = 'ljJk (7:1 ••• 7:71_ 1) 

Hier sind die !Pk,!P, 'ljJk in T samt ihren ersten Ableitungen stetig 
und der Rang von (9) ist n - 1. 

Ein Element eihes solchen Anfangsstreifens ist durch 2 n + 1 
Anfangswerte x(O), z(O), p(O) charakterisiert. Wir legen durch dasselbe 
einen charakteristischen Streifen, indem wir diejenige Losung der charak­
teristischen Differentialgleichungen bestimmen, welche fUr t = 0 in 

1 Dies ist l!;, B. wegen ::1 =f 0 stets dann der Fall, wenn die R"-l diese ist: 

Xl = konst., z = cP (X2' •• " x .. ) • 
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x(O), z(O), p(O) ubergehen. Ein salcher charakteristischer Streifen ist ein 
Integralstrei/en, weil sein zu t = 0 gehoriges An/angselement der partiellen 
Di//erentialgleichung t(x(O), P), p(O») = 0 genugt. Tragt man namlich 
in / (x, z, P) die 2 n + 1 den Streifen bestimmenden Funktionen x = x (t), 
z = z (t) , P = P (t) ein und differenziert nach t, so kommt 

~/ dXk -I- / dz ~/ dPk 
.L.J x.·Tt ' zTt + .L.J PI; dt 

= .J:/X./Pk + /z ZPk/Pk - Z/p" (/x" + /zPk) = O. 

Daher andert sich / (x, z, P) mit t nicht. Da aber fur t = 0 das ver­
schwindende / (xo, Zo, Po) herauskommt, so ist f (x, z, P) = 0 fUr aile t, 
d. h. die in der angegebenen Weise bestimmten charakteristischen 
Streifen sind lauter Integralstreifen. 

Nach den Existenz- und Stetigkeitssatzen uber gewohnliche Diffe­
rentiaigieichungen hangen die charakteristischen Streifen fUr einen gc­
wissen Bereich der Parameter (r, t) stetig und stetig differenzierbar von 
den Parametern ab: 

(13) 
xk = fjJk (7:, t) I 
z = fjJ (r, t) 

Pk = 'ljJk (7: ,t) . 

(k=l, .•. ,n). 

2. Aufbau von Integralflachen. Die den charakteristischen Streifen 
angehOrigen Elemente (x, z, P) sind somit Iauter Integralelemente. 
Erfiillen sie aber auch eine Integralflache? Urn hier etwas beweisen zu 
konnen, mussen wir erst den Begri// der Integral/Lache genau feststellen. 
Wir definieren: Unter einer IntegralfHiche verstehen wir einen n-dimen­
sionalen Integralstreifen. Wir wollen nun zeigen, daB die Gieichungen 
(13) eine Integralflache darstellen. 

Fur jede einparametrige Schar aus (13) ist die Streifenbedingung er­
fUIlt. FUr die Schar, die durch Konstanthalten aller 7: charakterisiert 
ist, sahen wir das eben schon. Fur die Schar, welche durch Konstant­
halten von irgend n - 1 anderen der n Parameter r, t erhalten wird, 
ist es noch zu zeigen. Wir haben also zu zeigen, daB z. B. 

(14) ~= ~p.aXi a.k .L.J. a •• 
gilt. Fur t = 0 ist das richtig. Urn es allgemein zu bestatigen, setze man 

(15) ~ _ ~paxi = U a.1; .L.J t a.k 

und differenziere (15) nach t und beachte die charakteristischen Diffe­
rentialgleichungen. Man bekommt so: 

au a2z ~apiaX; ~ a2x; 
8t = ata.k - .L.J 8t a •• - .L.J Pi ata.k 

_ a2:; ~/ aXi / ~ ax; ~ a/PI 
- ataT. +.L.J X; aT. + z.L.J Pi a.1o - .L.J PraT10 
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oder 
8u ~ 8Pi '\, 8x, 8z 8z 
at = L..t Ipo 87:k + L..t I z, 87:k + la 87:k - U 87:k • 

Die drei ersten Glieder der rechten Seite aber ergeben Null, da ihr Ver­
schwinden ja nur die schon bekannte Tatsache zum Ausdruck bringt, 
daB ein charakteristischer Streifen, der ein Integralelement enthalt, 
ein Integralstreifen ist. Da aber u = 0 fiir t = 0 gilt, so folgt aus 
8u 8z daB foo all D .. h . . ht 7it= - u 87:,,' U = 0 ur e t. amlt 1st noc lmmer mc er-

kannt, daB die gefundene n-parametrige Schar von Integralelementen 
(13) eine IntegralfHi.che ausmacht. Hierzu ist vielmehr noch zu zeigen, 
daB 

8IP1 8IP1 8IP1 
at 87:1 ••• 

87:"_1 

8IP2 8 IP2 8IP2 
at 87:1 ••• 

87:,.-1 +0 

I 8~. 8IP. 8IP. 
8t 87:1 ••• 87:._1 

ist. Wegen (7) folgt dies aber unmittelbar aus (lO/ll) langs t = 0 und 
ist daher aus Stetigkeitsgriinden auch in einer gewissen Umgebung 
von t = 0 richtig. Man kann somit aus den n ersten Gleichungen(I3) 
Tv ... , T,,_l' t eindeutig ausrechnen und in z = pCT, t) eintragen und be­
kommt so die Darstellung der Flache durch eine eindeutige Funktion 

z = z (Xl' ••• , X,,) • 

3. Unitat. Der Nachweis, daB die gefundene Integralflache die 
einzige zweimal stetig differenzierbare durch die gegebene R"_l ist, 
ergibt sich daraus, daB zwei Integralflachen, welche ein Flachenelement 
gemein haben, auch den ganzen durch dies Element bestimmten charak­
teristischen Streifen gemein haben. 

Es sei 

(16) (i=I,2, ... ,n) 

irgendein nicht singulares Element einer Integralflache 

(17) Z = Z (Xl' ••• , X,,) • 

Ich zejge, daB dann der durch (16) bestimmte charakteristische Streifen 
der Flache (17) angehOrt. Da fiir diese (2) gilt, so gelten auch die daraus 
durch Differentiation noch Xv ... , X" sich ergebenden Gleichungen (IS) 
langs der Integralflache: 

(IS) (k = I, 2, ... , n) . 
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Nun betrachte man auf der Integralflache diejenige Kurve durch 
den Punkt x~O), z(O), fiir die 

(19) 
dx 
d/ = !Pk(x; z(x); P(x)) 

gilt. Langs dieser Kurve ist dann natiirlich durch Differentiation von 
(14) nach t auch 

(20) 

erfiillt. Beachtet man nun, daB z zweimal stetig differenzierbar ist, 
daB also 

ist, so kann man statt (18) auch schreiben 

(18') 

oder wegen (19) 

oder 

(21) 

(19), (20), (21) aber besagen, daB der durch (21) bestimmte Teilstreifen 
der Integralflache gerade der durch (16) bestimmte charakteristische 
Streifen ist. Derselbe geh6rt also jeder zweimal stetig differenzier­
baren IntegralfHiche an, die das Eletnent (16) enthhlt. Und daher ist 
durch den Anfangsstreifen (12) eine solche Integralflache eindeutig be­
stimmt. 

§ 11. Das vollstandige Integral im FaIle von 
n unabhangigen Veranderlichen. 

1. tiberbestimmte Systeme. Wir haben uns vorab I bevor wir zu 
unserer eigentlichen Aufgabe iibergehen, mit einem iiberbestimmten 
Gleichungssystem 

(1) 

Pn = ({!n(x1I , •• I xn; z) 

zu befassen. Hier sollen die ({!k samt ihren ersten und zweiten Ableitungen 
in einem gewissen Bereich B der X, z eindeutig und stetig sein. Die Inte-
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grabilitatsbedin~gen 

(1') (k = 1.2 •.. .• n) 

mogen identisch in B erfiillt sein. 
Jedem Punkt desselben wird durch (1) ein Flachenelement zu­

geordnet. Daher ist zu erwarten; daB durch jeden Punkt (c l • •••• C .. ; c) 
von B genau eine Integralflache von (1) geht. Das laBt sich analog 
wie S. 276ff. beweisen. Wir gehen folgendermaBen vor: 

Zunachst integrieren wir 
az 

(2) a- = CPl (Xl' c2 •• ••• c .. ; z) 
Xl 

unter der Anfangsbedingung 
Z = c fur Xl = cl • 

Das moge eine Funktion 

(3) Z=1pl(Xl .C2 ..... c .. ;c;cl ); C=1pl(C1 .... ,c .. ;c;cl ) 

liefem. Sie ist samt ihren ersten und zweiten Ableitungen in einer ge­
wissen Umgebung vori (cl • •.•• c .. ; c) stetig. So haben wir die Schnitt­
kurve der Integralflache mit x 2 = C2 • ••• , X.. . c .. erhalten. Wir schnei­
den nun weiter bei festem Xl mit x2 = c2 • ••• , x .. = C .. so. daB fUr 

herauskommt. Dazu integrieren wir 
az 

(4) a- = CP2(Xl , x2 • c3 ••• •• c .. ; z) 
%2 

durch eine Funktion 

(5') 
wo 
(5") 1pl(Xl , c2 ••••• c .. ; c; c1) = 1p2(Xl , c2 ••••• cn ; c; cl , c2). 

In dieser Weise setzen wir das Verfahren fort. Es erreieht seinen Ab­
sehluB dureh die Integration von 

(6) 
az 
-a =CPn(xl"",x,,;z) 

%" 

durch eine Funktion 

(7) Z = 1p .. (xlJ ••• , x .. ; c; cl ' c2' ",' c .. ) 

mit der Anfangsbedingung 

(8) 
1p"-1 (XII X 21 •• '1 Xn_ ll Cn ; C; Cl I' • '1 Cn_l) 

= 1p,,(XlI X 2' ",' X,,_ll C .. ; c; ClI •••• c .. ). 

Dabei besitzt 1p .. stetige erste und zweite Ableitungen nach allen seinen 
Argumenten Nach (7) ist auch 

C .1p .. (cl, •.. , c .. ; z; xl, ••• ,x .. ), 
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so daB hier 

(8') 

ist in einer gewissen U mge bung von Xl = CI ' ... , x2 = Cn , Z = c, was 
fUr spater nutzlich zu bemerken ist. Nun hat man zu zeigen, daB die 
durch (7) erklarte Funktion das gesuchte Integral von (1) ist. Zunachst 
ist 

"Pn(CI"", c,,; c; cI "'" cn) = "Pn-l(cI ", .,cn; c; cI , •. . ,cn_l ) 

="Pn_2(CI"",cn;c;CI"",cn_2) .... ="PI(CI"",cn;c;cI) =C. 

Die vorgeschriebene Anfangsbedingung ist also erfilllt. Weiter ist 
sofort ersichtlich, daB (7) der letzten Gleichung (I) genugt. Denn diese 
ist mit (6) identisch und aus dieser wurde (7) gewonnen. Urn zu sehen, 
daB (7) auch der vorletzten Gleichung (I) genugt, beachten wir, daB 
dieser die Funktion "Pn-l (Xl' ... , X n- 1 ; Cn ; C; CI , •.. , Cn-l) genugt, mit 
der (7) fUr Xn = Cn nach (8) ubereinstimmt. Die Differenz 

01jJ". ( ) 
-" - - qJn-1 Xl"'" Xn; "Pn = 'U vX n _ 1 

ist also fUr Xn = Cn Null; man differenziere sie nach X,,: 

Ott 021jJ.,. Orp"'_1 Orp"'_1 0"1'", 
ox", = oX"OX"'_1 - 0':" - ---az . ox" 

_ orp", + orp", 01jJ", Orp"'_1 orpn_101jJ", 
- OX"_1 Tz • OX"_1 - ox", - --az ox; 

= °o~" u (wegen (I')). 

Da aber 'U = 0 das einzige Integral von 

OU orp", 
ox", = Tzu 

ist, das fUr Xn = Cn verschwindet, so ist u = 0 und also genugt (7) auch 
der vorletzten Gleichung (I). Analog fUhrt man auch den Nachweis, daB 
(7) allen Gleichungen (I) genugt. Es gibt also in der Tat ein einziges 
Integral (7) von (I), das fur Xl = CI , ... , Xn = Cn den Wert z = chat. 
"Pn(xI , x2'···, X n,A;AI ,A2 ,· •• An) ist dabei samt seinen ersten und 
zweiten A bleitungen nach Xl' ... , Xn; A; AI' ... , An stetig in einer ge-
wissen Umgebung des Anfangspunktes (cl , ... , Cn; c; CI , ... , cn). 

2. Konstruktion eines vollstandigen Integrals. Wir wenden uns einer 
zweiten Vorbereitung zur Konstruktion eines vollstandigen Integrales 
zu: J edes Integral 

(9) 
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ist nach S. 284 ein Integral der linearen partiellen Differentialgleichung 

(10) 

wo 
du att au 
dx. = [)x-' + Pi az , , 

gesetzt ist. Wir nennen [I,lk] wieder einen Klammerausdruck und 
sagen t und Ik Higen in Involution, wenn [f, tk] = 0 ist. 

Ich nehme nun an, man hatte n paarweise in Involution liegende 
Integrale 

(ll) 1=0, 11 = aI' ... , In-1 = an -1 

der charakteristischen Gleichungen, wo also, wenn to = t gesetzt wird, 

[li,/J=O ist fur i,k=O,I, ... ,n-l. 

Ich nehme weiter an, daJ3 fUr einen gewissen Bereich B von Ele­
menten (x, z, P) 

(12) dU'/l' ... , /n-1) =1=0 
d (PI' ... , Pn) 

sei und daJ3 

(13) I (x(O), z(O), P(O)) = 0 

sei. Endlich seien in B die I, /;, ... , f n-1 mit ihren Ableitungen der beiden 
ersten OrdnuDgen stetig. Dann kann man in einer gewissen Umgebung 
U des Elementes (x(O), z(O), p(O») die Gleichungen (ll) eindeutig nach 
PI' ... , Pn auflosen und erhalt 

(14) (i = 1, 2, ... , n), 

wo die CfJi samt ihren Ableitungen der beiden erst en Ordnungen in 
einem gewissen Bereich G der Veranderlichen Xl' ... ' Xn; Z; aI' ... , 
an -1 stetige Funktionen sind. Fur diese Gleichungen (14) sind nun die 
Integrabilitatsbedingungen 

(15) (i, k = 1,2, ... , n) 

erfUllt. Tragt man namlich (14) in (ll) ein, so entstehen Identitaten in 
Xl' x2 ' . .. , X n , z. Differentiation ergibt: 

(ft = 1,2, ... , n). 

Also wird 
n n 

o = [I. I] = - ~ ~ {~ ~ (~ - !:1£.)1 
" " .L.J.L.J apA ap" dx" dx). f 

1'=1 A=1 r r 

(i, k = 0, 1, ... , n - 1). 
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Durch zweimalige Anwendung von (12) folgt hieraus (15). Man kann so­
mit die erste Vorbemerkung auf (14) anwenden. Es gibt also genau ein 
Integral 

(16) z = V(xl , ••• , Xn; a l ,···, an) 

von (14), das an einer gegebenen Stelle xiOJ, ... , x;O) den willkiirlich 
vorgeschriebenen Wert z = an annimmt. V ist samt seinen Ableitungen 
der beiden ersten Ordnungen eine stetige Funktion von Xl"'" Xn; 

aI' ... , an in einem gewissen Bereich dieser Variablen und Parameter. 
Wir nennen (16) ein vollsHindiges Integral von 

1=0, 
weil 

z=V(xl,···,xn ; al,···,an ) 

Pk = VXk(XI , .•• , Xn; a I ,···, an) 
(17) (k = 1,2, .. . ,n) 

eine Parameterdarstellung von I = 0 ist und als soIche in einem ge­
wissen Bereich der (x, z, P) bei pas sender Wahl der Parameter aI' ... , 
an aIle Elemente von I = 0 darstellt, wofern. man f (x, z, P) = PI 
-:- F ex; z; P2' ... , Pn) annimmt. Man kann namlich die Gleichungen (17) 
nach den aI' ... , an eindeutig auflosen und SO die partielle Differential-
gleichung I = 0 in der Form 

PI = F(XI' x2 ' ., ., x .. ; z; P2, ..• , Pn ) 

wieder gewinnen. Dann beweist man die eben ausgesprochene Behaup­
tung wie folgt: Es folgt :lUS (8') 1 von S. 301 und (10) von S. 302. Zu­
nachst folgt namlich aus (8'), daB der Rang der Matrix 

oV oV 
oa l •• oan 

OV"'l o V"'! . . 
(18) 

oa l • oan 

oV"'n oV"'n 
oa l •• oan 

n ist. Anderenfalls gabe es zu jeder Stelle n nicht samtlich verschwin­
dende Zahlen AI' ... ,An derart, daB 

n 

(19) 

"A.~=O .L.; , oa. 
i=l 1-

n 
", av", L..t Ai __ k = 0 

i=l oa; 
(k=l, ... ,n). 

Wegen (8') ist hier insbesondere mindestens eine der ZahlenAI , ... , 

1 Dort ist c durch an zu ersetzen. 
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A"-l von Null verschieden. Weiter aber sind die (11) identisch erfilllt, 
wenn man die (17) eintragt. Daher ist .. 

av y: aV"'i tkz aa. + ~ tkPI -a- = Ekl , 
A '=1 aA 

(20) (
k=O, I, ... ,n-I) 
A= I, 2, ... ,n I 

WO EU = 0, wennA =l= k, EU = I, wennA = k. 
Man wahle nun k so, daB 

A" =l= 0 
ist. Fur dies k multipliziere man die Gleichungen (20) der Reihe nach 
mit AI' ... ,A .. und addiere sie. Dann entsteht wegen (19) links Null, 
aber rechts Ak =l= O. 

Man zeigt nun weiter auf Grund von (10) S. 302, daB gerade 
av av 

aa;'" i}an 
av"'2 av"'2 

(21) 
aa;' .. aa" =l=0 
. 

a v"'" aV"'n 
aal ••• 

aa" 
ist. Denn ware z. B. 

aVa:l aV"'l 
aa;'" aa" 

=l= 0, 
a v"'" a v"'" aa1 ••• aa" 

so konnte man die Gleichungen 

(22) PI, = VIIO,,(x l , ••• , x .. ; aI' ... , a .. ) 

nach den aI' ... , a .. aufiosen und in z = V (Xl' ... , X .. ; aI' ... , a .. ) ein­
tragen. So hatte man t = 0 in der Form z - V = 0 zurUckgewonnen. 

Wegen tPI =l= 0 aber ist !~ =l= o. Man bekommt aber 

und aus (22) 

~_ .. avaa, 
apl - .2 aa, apl 

i=1 

WO Elk = 1 fUr k = I, Elk = 0 fUr k > 1. 
Daher wiI'd 

av d(V, vzs ,"" v<J;) d(V<J;l.· .. ' v:r:n) ___ = n .~~~ __ 
apl d(al ... ·, a,,) . d(al , ' .... an) • 

womit (21) bewiesen ist. 

(k = 1. ... , n), 
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Abschlie.l3end werde noch zur Begriffsbestimmung des vollstandigen 
Integrales folgendes bemerkt: Wir nennen weiterhin eine Funktion 

ein vollstandiges Integral fUr einen gewissen Elementebereich, wenn 
sie in demselben, fUr a-Werte aus einem gewissen Bereich, der partiellen 
Differentialgleich ung 

PI - F(x; z, P2"'" Pn} = 0 
geniigt, und wenn dazu der Rang von (18) in diesem Bereich n ist. 

Mit an werde stets ein Parameter bezeichnet, fUr den aa V =l= 0 ist. 
a .. 

Dann lehren die vorstehenden Betrachtungen, da.13 es vollstandige Inte­
grale fUr die Umgebung jedes regularen Elementes gibt. Wir haben im 
vorstehenden absichtlich die Theorie etwas anders dargestellt, als auf 
S. 279 ff. Es mag eine niitzliche Ubung fUr den Leser sein, die damaligen 
Betrachtungen auf den jetzigen Fall und die jetzigen Betrachtungen 
auf den damaligen Fall zu iibertragen. 

3. Integration der Differentialgleichungen der Charakteristiken. Wir 
machen nun Anwendungen auf die Integrationstheorie zunachst der 
partiellen Differentialgleichung t = O. Wenn ein Anfangsstreifen der­
selben gegeben ist, durch den eine Losung eindeutig bestimmt ist, 
so ist durch jedes Element derselben auch eine Flache des vollstandigen 
Integrales bestimmt, die die gesuchte Integralflache langs des charak­
teristischen Streifens beriihrt, der durch jenes Anfangselement festgelegt 
ist. Macht man dies fiir alle Elemente des Anfangsstreifens, so erscheint 
die IntegralfHiche als Enveloppe einer Teilschar des vollstandigen Inte­
grales. Urn diese Enveloppe zu bestimmen, legen wir noch dar, wie man 
vermittelst des vollstandigen Integrales den durch ein Anfangselement 
bestimmten charakteristischen Streifen darstellen kann. Das belegt 
dann wieder zugleich den Nutzen, den die Theorie der partiellen Diffe­
rentialgleichungen fUr die Integration der Systeme gewohnlicher Diffe­
rentialgleichungen bietet. 

Aus (17) haben wir namlich die partielle Differentialgleichung III 

der Form 

PI = F(x1 ,···, xn; z; P2'" 0, Pn) 

darstellen konnen, indem wir die erste und die n - Iletzten dieser Glei­
chungen nach den aI' ... , an auflosten und das Ergebnis in die zweite 
Gleichung eintrugen. Diese Form der Differentialgleichung benutzen 
wir jetzt zur Aufstellung und Integration der Differentialgleichungen 
der charakteristischen Streifen. Die erste derselben wird jetzt 

dX1 = 1 
dt ' 

BIEBERBACH, Differen!ialgleichungen. 3. Aufl. 20 
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so daB wir weiterhin t = Xl nehmen wollen. Dann wird fiir k = 2, 
3, ... ,n 

(23) 
dx" 8F n 8va;1 8a). 
dX1 = - 8p" = - .2 8a1. • 8Pk' 

).=1 

Weiter hat man zu beachten, daB die partielle Differentialgleichung 
identisch erfiillt ist, wenn man darin (17) eintragt. Das gibt die fur 
aI' . . ., an geltende Identitat 

V ~(x; a) - V ~{x; a [z(x, a);p(x, a)]} = O. 

Also sind auch fiir alle X und a die Gleichungen erfiillt, die sich hieraus 
durch Differentiation nach den a ergeben. Das liefert 

0= 8V~ _ ~8V~(8a). 8V + 8a). 8V:Il!I + ... + 8a), 8Votn ) 
8as ...::::.; 8a). 8z 8al 8Pa 8as 8P .. 8as 

).=1 ' 

(j=1,2, ... ,n). 

Dies gilt also namentlich auch langs eines jeden charakteristischen 
Streifens. Beachtet man (23), so gilt also langs eines jeden charak­
teristischen Streifens - fur ihn haben ja die a unveranderliche Werte -

(24) 

(i= 1,2, ... ,n). 

FaBt man dies als ein homogenes lineares Gleichungssystem fiir 

1 dxa • •• dx,. 
'dx1 dX1 

auf, so ist seine Determinante Null. Es ist also stets eine der Gleichungen 

eine Folge der ubrigen, so daB man sich zur Bestimmung der ddx" auf 
Xl 

n - 1 passende aus diesen Gleichungen linear kombinierte beschranken 
darf. Wegen (8') ist 

8V 

von Null verschieden. 
Um nun n - 1 Gleichungen aus den (24) herzustellen, welche die zu 

j = n gehorige zur Folge haben, miissen wir nur solche n - 1 lineare 

Kombinationen derselben bilden, in welchen die ddX/o mit von Null 
Xl 

verschiedener Determinante eingehen. Nun kann man aber jedenfalls 
n - 1 Zahlen bl so bestimmen, daB fiir das Anfangselement des cha­
rakteristischen Streifens die n - 1 Gleichungen 

(25)',;,' 8V+8Vb=O (. 12 1) . 8 as 8 an I 1 = , I'" I n -

erfiillt sind. Dementsprechend multipliziere man die Gleichung j = n 
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von (24) mit bj und fiige sie zur j-ten Gleichung hinzu. So erhalt man 
die folgenden n - 1 Gleichungen 

(26) 0= aV<Cl + b; aV<Cl + ~dXk (aVk + bj a VI:) 
aai aa" L:.J dX1 \aai aa" 

k=2 

(j = 1,2,3, .. " n - 1). 
Hier ist aber die Determinante 

(27) II aaV<Ck + b; ~V!I)I£ II =1= 0 (~ = 2,3, ... , n ) 
! as an J = 1,2, ... , n - I 

Dies lehrt wegen aa V =1= 0 und wegen (25) ein Blick auf (21). Die bj 
a" 

werden dabei langs des Streifens unverandert fest gehalten. Zur Be-
stimmung der x-Koordinaten der charakteristischen Streifen reichen 
also die (26) vollig aus. Diese aber kann man sofort integrieren. Ihnen 
geniigt namlich die durch die Gleichungen (25) bestimmte Kurve, 
welche zum gleichen Anfangselement wie der betrachtete charakteri­
stische Streifen gehort. Zunachst kann man namlich in der Umgebung 
dieses Anfangselementes 'die (25) eindeutig nach x2 , ••• , xn auflosen, 
denn die Funktionaldeterminante hinsichtlich X2 , ... , Xn ist gerade 
(27). Des weiteren lehrt Differentiation nach Xl' daB fUr die durch 
(25) bestimmte Kurve gerade (26) gilt. Damit ist nun folgenrles Ergeb­
nis gewonnen: 

Zu jedem charakteristischen Streilen gehiiren 2 n - 1 Zahlen 

derart, dap sich mit Hille eines vollstandigen Integrales der charakteri­
stische Streilen in der Umgebung jedes Elementes so darstellen lapt: 

z=V(XI,···,Xn ; a1,···,an ) 

• A = VZ ). (Xl' ... , Xn; ~, .. '" an) 

0= av +b ~ 
a aj ; aa" ' 

wo A = I, 2, ... , n, j = I, 2, ... , n - I ist. 
Die Theorie des vollstandigen Integrales hat uns gelehrt, daB man 

durch die Kenntnis von n - I Integralen 

Ik = ale (k = 1,2, ... , n - I). 

die mit I = 0 und untereinander in Involution liegen, die Integration 
der 2 n + I Differentialgleichungen der charakteristischen Streifen auf 
die von n gewohnlichen Differentialgleichungen 

(14) 

die sich durch Auflosung der 

1= 0, lie = ale, k = I, 2, ... , n - I 

nach den Pi ergeben, zuriickfiihren kann. 
20* 
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Von besonderer Wichtigkeit ist der Spezialfall, daB in f die un­
bekannte Funktion z explizite nicht vorkommt, sondern daB sie nur 
durch ihre Ableitungen in f eingehtl. In diesem Falle kann man die 
Differentialgleichungen der charakteristischen Streifen in zwei Gruppen 
zerlegen: 

(15) 

und 

(k= 1,2, ... ,n) 

Die ersten 2 n Differentialgleichungen enthalten z nicht, konnen also 
ffir sich betrachtet werden. Wir nennen sie die kanonischen Diffe­
rentialgleichungen. Auf sie bezieht sich die HAMILTON-JACoBIsche 
Theorie. Ein Hauptergebnis derselben entnehmen wir dem vorhin be­
wiesenen als Spezialfall. Vermittelst eines vollstandigen Integrales 

av 
z = V(xv .•. , x .. ; a1 •••• , a")'-a =1=0 

an 

von f = 0 lassen sich die Losungen der kanonischen Differential­
gleichungen (15) in der folgenden Weise darstellen 

~ + b,. ~ = 0 (k 1 2 1) a a,. ,. a an = • • •••• n -

av 
PA = aXA (Xl"'" X .. ; a1 , ••• , an) (A = 1,2, •.. , n). 

4. Neue Methode zur Konstruktion emes vollstandigen Integrals. 
Unsere bisherigen Betrachtungen lassen noch die Frage offen, welchen 
Vorteil man aus der Kenntnis einiger mit lund untereinander in In­
volution liegenden Integrale ziehen kann. Sie enthalten namlich die 
Antwort auf diese Frage nur ffir den Fall, daB man n solche in In­
volution liegende Integrale kennt. FrUheren Erwagungen kann man 
ja die Antwort auf diese Frage entnehmen ffir den Fall, daB man n 
solche in Involution liegende Integrale kennt, und unter der Annahme, 
daB man die Gleichungen 

f = 0, 11 = a1, .. ·,In-1 = a .. _1 

1 Es ist keine Beschrankung der Allgemeinheit, nur diesen Fall zu betrachten. 
Denn ist f (Xl' .. " Xn; z; PI> ... , Pn) = 0 eine partielle Differentialgleichung fur 
die Funklion z = tp (Xl' ... ,x,,), so genugt eine Funktion u = cP (Xl' ... X"' z) 
der n + 1 Variablen xl' ... X,., zeiner partiellen Differentialgleichung, in der u 
nicht explizite auftritt: wofern cP (Xl"'" X,,, tp) = 0 ist: 

- aXl - -ax" ( au au) 
f x 1 'X2"",x,,; z; ~; , ... , .~; . =0. 
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(unter Ii die Integrale verstanden) nach den Pi aufiosen kann. Dann 
kann man nach S.307 durch eine Quadratur ein vollstandiges Inte­
gral bestimmen. Wir wollen aber nun die Frage allgemein aufrollen. 
Wir wollen die Methode angeben, auf die die Untersuchungen von LIE 
gefiihrt haben. Sie fUhrt zu einer sehr eleganten Antwort auf die Frage, 
welchen V orteil man aus der Kenntnis einiger in Involution liegenden 
Integrale fUr die Integration ziehen kann. Wir beschranken uns dabei 
auf den Fall, daB die unbekannte Funktion z in den Gleichungen nicht 
explizite vorkommt l ; weil sich nur dann ein einfaches abgerundetes 
Resultat ergibt. 

Gegeben seien die in Involution liegenden Integrale 

(16) 

Zunachst kann man nun einen ersten Schritt machen, der genau dem 
entspricht, den wir in dem Falle machten, daB n in Involution liegende 
Integrale gegeben waren. Wir suchen die k + 1 Gleichungen nach 
k + 1 der Ableitungen aufzulosen. Zu dem Zweck miissen wir noch an­
nehmen, daB die Ii mit den Ableitungen der beiden ersten Ordnungen 
in einem gewissen Gebiet der x, z, P stetig und eindentig sind, sowie 
daB die Matrix 

I~ !.L 
; CPt' ••. , ap" 
1 atk atk 
i apI' ... , ap" 

den Rang k + 1 besitzt. Es ist dann keine Beschrankung der All­
gemeinheit, wenn wir annehmen, daB man die Gleichungen (16) nach 
den PI' ... , Pk+1 auflosen kann. Diese Auflosung moge ergeben 

(17) 

PI - CfJI(X, PTc+2" 'Pn) = 0 

P2 - CfJ2(X, P1c+2' "Pn) = 0 

PHI - CfJ1c+1 (x, P1c+2 ••• Pn) = O. 

In dem Faile, daB n + 1 Integrale bekannt sind, kann man wie 
S. 302 ein gemeinsames Integral aller bestimmen, und dies erweist sich 
als das vollstandige Integral. Es ist eben dann allen diesen Gleichungen 
bei festen aI' ... , an nur ein einziges Integral gemeinsam. 1m Falle, wo 
n Integrale bekannt waren, war ihnen eine einparametrige Schar von 
Integralen gemeinsam. Diese Erfahrungen legen es nahe, nun nach 
einer n - k-parametrigen, den Gleichungen (17) gemeinsamen Schar 
von Integralen zu fragen. Nun aber wissen wir von S. 302, daB jedes 
den Gleichungen (17) gemeinsame Integral auch den Gleichungen 

I Vgl. die FuBnote I auf S.308. 
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(Pi - Ti' Pt - Tt) = 0 genugtl. 1m Bestreben, diese Klammeraus­
drucke zu bilden, werden wir gewahr, daB sie identisch verschwinden, 
daB also auch die Funktionen Pi - Ti paarweise in Involution liegen. 

Dies wollen wir nun zunachst beweisen. Es gilt der Satz: 
Wenn die fh Funktionen F I , ... , Ffl stetige erste Ableitungen haben 

und in Involution liegen, wenn sie hinsichtlich der PI' ... , PI' in einem 
gewissen Bereich eine nicht verschwindende Funktionaldeterminante be­
sitzen, und wenn sich durch Auflosung der Gleichungen 

(18)FI = aI · .. FI' = al' nach Pl'" P.u 

1 
PI = TI(X, P,.,+l··· Pn) 

(19) 

PI' = T,.,(X,Pl'+l·· ·Pn) 
ergibt, so liegen auch die Pi - Ti in Involution. 

Tragt man die Losungen (19) in die Gleichungen (18) ein, so ent­
stehen gewisse Identitaten, durch deren Differentiation sich ergibt 

(A= 1,2, ... ,n) 
(i=I,2, .. ·,fh) 

aFl + ..s aFt aqJ" = 0 ( + 1 ) a .LIa a e=fh , ... ,n. 
Pe ,,=1 p" Pe 

D b 't a qJ" a ( P ) d a qJ. a ( p) . t f" a a er weI er ax;. = ax;. T" - .. un aPe = aPe T .. - " IS _ ur 

v = 1, ... , fh, so kann man diese Gleichungen auch so schreiben: 

Diese gelten nun beide fUr A = 1, 2, ... , n. Denn man sieht leicht, 
daB die nur fUr A = fh + 1, ... , n abgeleitete zweite auch fUr die klei­
neren A mit Selbstverstandlichkeit gilt. Daraus ergibt sich nun sofort 

1 Man schreibt runde Klammern, statt der eckigen im Klammerausdruck, 
wenn die unbekannte Funktion nicht explizite vorkommt_ Es wird also definiert 

n 

(f , f.) = ,,(afl af2 _ afl_.!!.A), 
1 2 .L.J ax;. ap;. apJ. ax;. 

).=1 

wenn z nicht explizite in den ft steht. 
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Schreibt man diese Gleichungen fUr i = 1, 2, ... , n auf und beachtet 
. d d k' ald . d (Fl' .. F /L) das Nichtverschwm en er Fun hon etermmante d(P1 ... P/L) , so er-

gibt sich daraus 
I' 

2) ~~: (Pe - gJe' p" - gJ,,) = 0 (e = 1,2, ... ,,u). 
a=l 

Diese schreibe man wieder fur k = 1, 2, ... , n auf und schlieBe dann 
aus dem Nichtverschwinden der genannten Determinante, daB 

(Pe - gJe' p" - gJ,,) = 0 (e, a = 1,2, ... ,,u) • 

Die linken Seiten der Gleichungen (17) also, die wir oben durch Aul­
losung des Involutionssystemes (16) erhalten haben, liegen selbst in In­
volution. Unser Ziel ist es, ein von n - k Parametem abhangiges ge­
meinsames Integral dieser Gleichungen zu finden. Es liegt nahe, den 
Gleichungen ein Integral abzugewinnen, das fUr Xl = x(~), ... , x k +1 
= :~lo+l in 

Z= ak+l + ak+2xk+2+ .•• + anxn 

ubergeht. Dabei sind ak+1' ... , an die gewiinschten Parameter. Wir 
werden das ein vollstandiges Integral des Involutionssystems nennen. 
Es liegt nahe, mit der sogenannten MAYERSchen Transformation 

Xl = xiO) + Yl' x2 = x~O) +~Yl Y2' ... , Xk+l = XkO~l + YlYk+1 

in die Gleichungen hineinzugehen. Dabei gehen die Gleichungen (17) 
in die folgenden iiber 

f)z 
aYl = gJl + Y2gJ2 + ... + Yk+l gJk+l = CPl (Yl' Y2"'" Yk+l' Xk+2··· xn), 

f)z 
f)Y2 = Yl gJ2 = CPs, 

f)z 
;:;----y = Yl gJk+l = CPk+l . 
v k+l 

Setzen wir qi = ~z. (i = 1,2, ... , k + 1), so kann man Sle auch 
UYi 

schreiben 

(20) 1 
Ql=CPl(Yl'Y2"",Yk+l,Xk+2""'X,,), 

q2 = CP2' 

Qk~l = CPk+l 

Wenn es nun tatsachlich ein der angegebenen Anfangsbedingung ge­
niigendes Integral gibt, so muB dies schon durch die erste Gleichung 
bestimmt sein. Denn die Anfangsbedingung Iautet jetzt 

(20') z = ak+l + ak+2 X k+2 + ... + an Xn fUrYl = 0, d.h. fur Xl = xiO). 

Wir werden dies Integral der ersten Gleichung bestimmen und nach­
weisen, daB es von selbst auch den anderen Gleichungen geniigt. 
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Zur Gewinnung dieses Integrals der ersten Gleichung legt man 
nach S.296 durch die Anfangsmannigfaltigkeit (20') einen Anfangs­
integralstreifen. Nach S.296 geht das bei unserer Wahl der Anfangs­
mannigfaltigkeit immer. So gehoren nun zu dem Anfangspunkt X k+2 

. bk+2,···, Xn = bn Anfangs-p-Werte Pk+2 = ak+2, ... , Pn = an' Der 
Anfangs-z-Wert ist dann ak+I + ak+2bk+2 + ... + anbn • Durch diese 
Anfangswerte fUr YI = 0 ist eine Losung der zur ersten partiellen 
Differentialgleichung gehorigen charakteristischen Gleichungen 

(21) (e=k+2, ... ,n) 

n n 

:: = qi - 2) Pe ::1 = (/11 -2) Pe ;:1 
I k+2 e k+2 e 

bestimmtl. Diese sei 

(22) 

(23) 

(24) 

Xe = xe (Yl' Y2,' .. , Yk+l' ak+1 • •• an, bk+2· . • bn) 

z =Z (Yl,Y2," ',Yk+l' ak+1 •• .an , bk+2 ... bn) 

Pe = Pe (Yl' Y2,' .• , Yk+l ak+1 , ••• an bk+2 ... bn) 

(e = k + 2, .. . ,n) 

Dann ist durch (22), (23) unmittelbar eine Parameterdarstellung der 
durch unsere Anfangsbedingung festgelegten Integralflache gegeben. 
Yl •.• Yk+1' bk+2 •.• bn sind die Parameter. Will man z als Funktion 
von Yl •.• Yk+1' X k+2 ••• Xn darstellen, so hat man aus (22) die bk+2 •• • bn 

durch die X k+2 ••• Xn auszudriicken. Das geht, weil fUr Yl = 0 die 
(22) in xe = be iibergehen. Daher ist fUr geniigend kleine I Yl I die 
Funktionaldeterminante der Xk nach den bj von Null verschieden. Nun 
ist es leicht, zu verifizieren, daB dieses Integral auch den iibrigen par­
tiellen Differentialgleichungen geniigt. 

Man setze 

Dann folgt aus 

az 
qi = aYt 

qi = Pi 

{ql - (/11' qi - (/1i) = 0, * 
wenn man die b durch die x, Y ausdriickt, daB 

(i= 1,2, ... ,k+ 1), 

(i=k+2 ... n). 

1 Die Yi! . , , Yhl werden in den (21) nicht beriicksichtigt, da Ableitungen von 
z naeh diesen in d@r ersten Gleichung (20) nicht vorkommen. Die Ableitungen 
li!.ngs der Chataktetistiken bezeichnen WIT durch d. die partielle Ableitung nach 
Yl dutch a, 

* Be; Atidefung der Variablenxl" . x .. in Yl'" YHIXH2 •...• x .. bleibt die 
Involutionsbeziehung erhalten. 
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ist. Langs der Charakteristiken aber folgt daraus 
n 

a(p, _ a(Pl + ,,(a(p, dPu + a(p, dXu) = o. 
a"l a", £.; aPe d"l aXe d"l e=1£+2 

Also wird langs der Charakteristiken 

(25) 

Es ist aber, da die b durch die x, Y ausgedriickt sind, 

az 
-;;- = ~I' 
UYI 

Daher ist nach (25) 
~(~) _ d(P, 
aYl aYl - d"l . 

Also wird durch Integration nach YI langs der Charakteristiken: 

az -;;- = ~i + C. u", 
Da aber fiir YI = 0 die Integrationskonstante Null ist, so ist sie uber­
haupt Null und wir haben 

wie wir beweisen wollten. 
Das gefundene Integral ist ein vollstandiges Integral der ersten 

partiellen Differentialgleichungen (20) in einer gewissen Umgebung der 
Anfangsmannigfaltigkeit. Denn fur Yr = 0 hat die Funktionaldeter­
minante der z, Pe (e = k + 2, ... , n) hinsichtlich der ae den Wert Eins. 
SOIl1it kann man die Gleichungen 

(26) 

av 
= ax" 

nach den ae auflosen. Von oben wissen wir bereits, daB auch die Glei­
chungen 

all 

. av 
PH I = ;:;;--

U lIo+l 

nach a l ..• ak auflosbar sind. Denn diese waren ja aus den Gleichungen 
1= 0, II = a l ·• . Ik = ak durch Auflosung nach den PI' . ,Pk+1 ent-
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standen. Diese Werte der a l ... ak kann man in (22) eintragen. Damit 
hat man das Ergebnis, daB man die Gleichungen 

z = V(Yl' Y2' ... ,Yk+l' Xk+2 ' •• " x,,), 
av 

P: = aXI' 

. av 
p" = ax .. 

nach den a l ... a" aufiosen kann. Damit aber erweist sich 

z = Vl (Xl' •• X,,) = V(Yl' Y2" .. , Yk+l' Xk+2" ", X,,) 

nicht nur als Integral der urspriinglichen partiellen Differentialgleichung 
I = 0, sondern sogar als vollstandiges Integral derselben. Somit ist 
bewiesen, dafJ die Kenntnis von k + 1 in Involution liegenden I nte­
gralen von I = 0, also die Kenntnis der I ntegrale I = 0, 11 = a l ... 

Ik = ak es erlaubt, die Integration von I = 0 aul die Integration einer 

einzigen partiellen Dillerentialgleichung aaz = tPl mit n - k unab-
YI 

hiingigen Variablen zuruckzuluhren. Gleichzeitig aber lehrt unsere Be-
trachtung, dafJ die Kenntnis von k + 1 in Involution liegenden Inte­
gralen der charakteristischen Gleichungen (7) S. 295, niimlich der Integrale 
I = a,/l = a l ... Ik = ak es erlaubt, dies System. aul ein nur noch 
2 n - k - 1 Gleichungen umlassendes (21) zuruckzuluhren, das wieder 
als System der charakteristischen Gleichungen einer partiellen Dille-

rentialgleichung aaz_ = tPl auftritt. 
Yl 

5. Bemerkung. Ein gleich abgerundetes Ergebnis 1aBt sich nicht 
erzielen, wenn in den Gleichungen (16) das z explizite vorkommt. Zwar 
kann man unsere Betrachtungen bis einschlieBlich der MA YERschen 
Transformation ohne weiteres auf diesen Fall iibertragen. Es ist aber 
nicht richtig, daB auch jetzt noch ein durch die Anfangsbedingung 
(20') festgelegtes Integral der ersten Gleichung (20) auch den iibrigen 
geniigte. So liegen z. B. die beiden Gleichungen 

~=z+ az 
aYI aXa 
az at: 

aY2 = z + 8 xa 

in Involution. Setzt man namlich 

fIJI = ql - Z - P3' 
flJ2 = q2 - Z - P3 , 

so ist [flJl' flJJ = 0, sobald flJl = 0 und flJ2 = 0 ist. Ferner ist z 
= e" (Yl + x3) dasjenige Integral der ersten Gleichung, das fUr Yl = 0 zu 
X3 wird. Es geniigt aber nicht der zweiten. 
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Zunachst konnte diese Tatsache paradox erscheinen. Man konnte 
namlich glauben, daB man wieder ein Involutionssystem erhielte, wenn 
man in der S. 308 angegebenen Weise von den Differentialgleichungen 
(16) zu einem System ubergeht, in dem z explizite fehlt. Dies ist aber 
nicht der Fall. Es bleiben dann eben nur die Betrachtungen anwendbar, 
die weiter unten fUr den Fall eines Systems (16) skizziert sind, das kein 
Involutionssystem ist. So kommt es, daB man in diesem allgemeinen 
Falle der Differentialgleichungen (16) mit explizite vorkommendem z 
einigermaBen befriedigende, d. h. in runden Existenzsatzen gipfelnde 
Aussagen nicht kennt. 

6. Zusatze. Ich schlieBe der Darsteilung noch einige Zusatze an. 
Zunachst enthalten unsere Betrachtungen eine Integrationstheorie der 
Systeme partieller Differentialgleichungen mit einer unbekannten Funk­
tion. Man kann namlich die Untersuchung eines beliebigen soIchen Sy­
stems von partieilen Differentialgleichungen stets auf die Integration 
eines Involutionssystems zuruckfUhren. Dies geht deshalb, weil doch 
fUr jedes gemeinsame Integral zweier Gleichungen auch der betreffende 
Klammerausdruck verschwinden muB. Mehr als n voneinander unab­
hangiger soIcher Gleichungen konnen aber fUr ein InLegral nicht be­
stehen. Denn aus n soIchen voneinander unabhangigen Gleichungen 
kann man durch Auflosung schon die Ableitungen p eindeutig finden. 
Entweder sind dann fUr diese die ubrigen Gleichungen von selbst er­
fUilt, und dann hat man ein Integral oder man kommt zu Widerspruchen, 
die sich auch schon darin auBern konnen, daB die gefundenen p nicht 
die Ableitungen cines z sind. Dazu ist namlich nach S. 302 gerade not­
wendig und hinreichend, daB die Klammerausdrucke der zur Auf-
16sung benutzten Gleichungen verschwinden. So schlieBt man leicht, 
daB man in dem Faile, wo uberhaupt gemeinsame Losungen da sind, 
nach endlich vielen Schritten auf ein Involutionssystem gefUhrt wird. 
Und dies kann man nach den vorstehenden Betrachtungen behandeln. 
Wegen weiterer Einzelheiten muB auf Spezialwerke, wie z. B. GOURSAT: 
Vorlesungen uber die Integration der partieilen Differentialgleichungen 
erster Ordnung verwiesen werden. 

Eine zweite Bemerkung: Un sere bisherigen Betrachtungen geben 
noch keinen AufschluB daruber, weIchen Vorteil man aus der Kenntnis 
einiger untereinander nicht in Involution liegenden Integrale fUr die 
Integration ziehen kann. Daruber liegen abschlieBende Untersuchungen 
von LIE vor, die auch in dem erwahnten Werke von GOURSAT zur Dar­
steilung gebracht sind. Sie gipfeln darin, daB der Vorteil, den man 
aus ihrer Kenntnis ziehen kann, bestimmt ist durch die Zahl der in In­
volution liegenden Integrale, weIche man aus den gegebenen zu bilden 
vermag. Diese Andeutung mag hier genugen. 

Ein aus k + I Gleichungen von n unabhangigen Veranderlichen 
bestehendes Involutionssystem hat nach unseren Uberlegungen ein 
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von n - k Parametern abhangendes Integral gemeinsam. Es hat die 
Eigentumlichkeit, daB man die Gleichungen (26) nach dies en n - k 
Parametern aufl6sen kann. Eliminiert man nun aus den k + 1 Glei­
chungen des Involutionssystems die k ersten Ableitungen, so erhalt 
man eine partielle Differentialgleichung fur z als Funktion der n - k 
letzten Ableitungen, in die Xl .•• Xk nur als Parameter eingehen. Das 
gefundene n - k-parametrige gemeinsame Integral genugt auch dieser 
neuen Gleichung, und zwar ist es nach der Definition des vollstandigen 
Integrales ein vollsUindiges Integral dieser neuen Gleichung. Die hin­
sichtlich der Xk+1 ••• Xn gebildeten charakteristischen Gleichungen der 
neuen partiellen Differentialgleichung k6nnen daher mit Hilfe dieses 
vollstandigen Integrales in bekannter Weise integriert werden: 

1 
~~ + be aaa~+1 = 0, (e = k + 2, ... , n) 

(27) Z= V(xI, .... xn,a, •.. ,an), 

av 
P,,=a;; (a=k+l, ... ,n). 

" 
Dabei sind bk neue willkurliche Konstanten. Man gewinnt die Lo­
sungen der charakteristischen Gleichungen als Funktionen von X k durch 
Auflosung dieser Gleichungen nach den xk+1' ..• ,Xn, z, Pk+l" .. , Pn. 
Nun aber wissen wir, daB uns mit diesem vollstandigen Integral der 
neuen partiellen Differentialgleichung zugleich ein vollstandiges Integral 
der ursprunglichen gegeben ist, wofern wir nur noch die k im Invo­
lutionssystem steckenden Parameter a l ... ak mit heranziehen. Die 
L6sungen der ursprunglichen charakteristischen Gleichungen gewinnt 
man dann durch Aufl6sung aus dem nachfolgenden Gleichungssystem: 

av+bav=O (12 =!=k) a all ea ak e = , , ... ,n, e 
(28) z = V (.yp ~. " Xn , au" ., an) 

(a=1,2, ... ,n)! 

In diesen Gleichungen sind die Gleichungen (26) enthalten. 
Wir k6nnen den Zusammenhang, der hiernach zwischen den charak­

teristischen Gleichungen der neuen partiellen Differentialgleichung und 
den charakteristischen Gleichungen der alten besteht, noch deutlicher 
hervortreten lassen. Hat man namlich die neuen charakteristischen 
Gleichungen integriert, so kennt man hiernach die Aufl6sungen der 
Gleichungen (26). Man kennt also die Koordinaten Xk+1'" Xn der 
Charakteristiken, allerdings noch nicht als Funktionen des Para­
meters Xk+1 ailein, sondern es gehen noch die k ersten Koordinaten 
als Parameter ein. Diese aber kann man dann als Funktionen des 
Parameters x k +1 bestimmen, ohne noch einmal auf die Gleichungen 
zuruckgehen zu musspn. Man kann vielmehr aus den Integralen der 
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neuen charakteristischen Gleichungen jedes Integral der neuen par­
tiellen aufbauen. Namentlich also kann man dann auch ihr durch 
die Anfangsbedingung (20') bestimmtes, vollstandiges Integral an­
geben. Dies ist aber gerade das dem ganzen Involutionssystem ge­
meinsame vollstandige Integral, das also auch der urspriinglichen 
partiellen Differentialgleichung geniigt. Dnd zwar ist es ein voll­
standiges Integral derselben, wenn man noch die Parameter a1 ... ak 

beachtet, von denen es ja auch abhangt. Mit anderen Worten also 
kann man aus der Kenntnis irgendeines vollstandigen Integrales der 
neuen partiellen erst die Losungen der neuen charakteristischen Diffe­
rentialgleichungen, aus diesen alsdann ein vollstandiges Integral der 
alten partiellen, und daraus endlich die Losungen der gegebenen charak­
teristischen Gleichungen gewinnen. Damit ist also folgende Regel zu 
deren Integration gewonnen : Falls man k mit fund untereinander 
in Involution liegende unabltiingige I ntegrale kennt, so eliminiert man 
aus dem I nvolutionssystem k der A bleitungen der unbekannten F unktion. 
Fur die so entstandene neue partielle Differentialgleicltung bilde man das 
System der cltarakteristisclten Gleicltungen. Auf ihre Integration ist da­
mit bis aUf Eliminationsprozesse die Integration des vorgelegten Systems 
zuruckgej{lltrt. 

§ 12. Kanonische Transformationen und 
Beriihrungstransf ormation en. 

1. Ubergang zu Differentialgleichungen, in denen Z fehlt. Es ist 
zweckmaI3ig, auf die Sonderstellung der einen Raumkoordinate z und 
damit auf die Darstellung der Integralflachen durch eindeutige Funk­
tionen 

z = Z(Xl' • •• , xn) 
zu verzichten. 

Wir denken uns vielmehr die Flachen in beliebiger Lage zum Ko­
ordinatensystem durch Gleichungen 

(1) U(X1 , x2 ' •• • , xn; z) = 0 

dargestellt, lassen es dementsprechend dahingestellt, nach welcher 
Koordinate gerade im einzelnen Punkt die Auflosung moglich ist. Es 
ist also nur anzunehmen, daB in einem regularen Punkt nicht samtliche 
ersten Ableitungen von u gleichzeitig verschwinden. Aus (1) ergibt sich 
durch Differentiation nach Xk 

az 
(2) Ua; + Uz -a = o. 

lr: x" 
Setzen wir fUr den Augenblick 

- az 
Pk = ax" 

ua;" = Pk' ~tz = Po, z = Xo 
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und betrachten den Fall U z 9= 0, der uns bisher allein interessierte, 
so ist 

(3) 

und die Differentialgleichung 

(4) I(xl , .• " x,,; z; PI'" .,P,,) = 0 

wird, wie schon S. 308 bemerkt wurde, zu 

(5) I( Xl'" " X"' Xo, - :> ... , -::) = o. 
Dies ist eine Differentialgleichung, die nur die unabhangigen Verander­
lichen X und die Ableitungen von u enthalt, in der aber u selbst nicht 
explizite vorkommt. Sie ist auBerdem homogen von der nullten Dimen­
sion in· den Abteilungen. Wenn wir uns also weiterhin mit der Theorie 
von Differentialgleichungen 

(6) l/(xl , ... , x,,, PI'" "Pn) = 0, 

welche die abhangige Veranderliche nicht explizit enthalten, befassen, 
so sind darin die Differentialgleichungen (4) bzw. (5) fiir einen urn eins 
kleineren Wert von n enthalten. Die unabhangige Variable in (6) wollen 
wir wieder mit z bezeichnen, so daB in (6) 

ist. 

OZ 
Pk = OX;, 

AuBer dem schon erwahnten Vorzug, narnlich der Aufhebung der 
Sonderstellung der einen Raumkoordinate, sprechen noch einige weitere 
Momente fiir den in Aussicht genommenen Ansatz. Einmal laBt sich 
die nun folgende Theorie viel eleganter und einfacher entwickeln als 
bei explizitem Vorkommen der unbekannten Funktion. Des weiteren 
bietet sich in den Anwendungen in der Mechanik der Fall (6) unmittel­
bar dar. Aus diesen Grunden ziehen wir es vor, (6) als den allgemeinen 
Fall und (4) als den sich daraus fUr kleineres n ergebenden Spezialfall 
anzusehen, statt, wie es auch moglich ware (6) als Spezialfall von (4) 
fUr das gleiche n anzusehen. 

Zur Gleichung (6) gehoren gewisse Differentialgleichungen fUr die 
charakteristischen Streifen: 

(7) 

" 
dz " of 
dt = .L.J Pk liP . 

k=l k 

(8) 

Da z in den Gleichungen (7) nicht vorkommt, so konnen diese Glei­
chungen (7), von (8) getrennt, fUr sich untersucht werden. Wir nennen sie 
die zu (6) gehorigen kanonischen Gleichungen. 
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2. Kanonische Transformationen. Unsere Aufgabe ist es im fol­
genden, diejenigen Transformationen zu untersuchen, weIche die Form 
der kanonischen Gleichungen ungeandert lassen. Wir nennen sie kano­
nische Translormationen. Es sind Transformationen 

X k = 9'k(Xl ,···, x .. ; PI'" .,P .. ) 
(9) (k = I, 2, •.. , n) 

Pk = V'k(Xl , ... , x .. ; PI'" ·,P .. ) 
mit zweimal stetig differenzierbaren 9'k und V'k und mit einer Funk­
tionaldeterminante, die in dem betrachteten Bereich der x und P nicht 
verschwindet. Es ist namlich natiirlich, alie unbekannten Funktionen 
der kanonischen Gleichungen (7) an der Transformation zu beteiligen. 
Durch die Transformation (9), deren Umkehrung durch 

(10) 

gegeben sei, geht 

(II) 

in 

(12) 

Xk = ~k(Xl'" .,X .. ; PI"'" p .. ) 

Pk = Y7k (Xl ,···, Xn; PI"'" p .. ) 

I(x l ,.··, x .. ; PI"'" P .. ) 

F(Xl , ... , X .. ; PI"'" p .. ) 

= I(~l"'" cp .. ; PI"'" P n ) 

(k = 1,2, ... , n) 

iiber, und wir verlangen, daB durch die Transformation (9) die kano­
nischen Gleichungen von I in die von F iibergehen sollen, und zwar 
soli die Transformation (9) erst dann kanonisch heiBen, wenn sie dies 
fUr beliebige Wahl von (II) leistet. I soli immer samt seinen partiellen 
Ableitungen der beiden ersten Ordnungen in dem zu betrachtenden 
Bereiche stetig sein. Wir definieren also: 

Eine Translormation (9) heipt kanonisch, wenn sie die kanonischen 
Gleichungen von I in die von F uberfuhrt, wo'F durch (12) erkliirt ist, und 
zwar bei beliebiger WaM von f. , 

Wir verzichten also darauf, auch soIche Transformationen zu unter­
suchen, die nur fiir gewisse I das gleiche leisten. Bezeichnet man die in 
den kanonischen Gleichungen vorkommenden Ableitungennach t durch 
beigesetzte Striche, bezeichnet man ferner die Ableitungen nach xl. oder 
X" durch einen unten beigesetzten Index A, und zwar durch den an 
zweiter Stelle stehenden, wenn eine schon mit einem Index versehene 
Funktion zu differenzieren ist, und bezeichnet man endlich die DiffE­
rentiation nach p). oder P]. durch den unten an erster oder zweiter 
Stelle angefUgten Index n + A, so bekommt man 

'II 

X k =.l, (9'u xj. + 9'k, .. H P;.) 
(13) 

1.=1 .. (k = I, 2, .•. , n) 

Pf. = .2(V'U Xj. + V'k, .. HPJ.) 
]. ... 1 



320 

(14) 

Daher wird 

(15) 

(16) 

III. Parlielle Differentialgleichungen erster Ordnung. 

n 

= .2 (h iPU + In + i. WU ) 
A=l (k=I,2, ... ,n). 

n 
F"H = .2Ui. iPi., n+k + In+i. W}., n+i) 

;'=1 

n 

X~ - FnH = .2 (x;' -In+;') W;., n+l; 
}.=1 

n 

- .2 (p;' + h) iP}., nH 
}.=1 

n 
+ .2X ).{fPk}. - W}.,nH) 

;'=1 

n 

+ .2P).{fPk, n+J. + iP}., n+h) . 
}.=1 

n 

Pi: + Fk = - .2(x;' -In+J.) Wu 
}.=1 

n 

+ .2 (P;' + /J.) iPU 
;'=1 

n 

t .2 xi (tpu + WU ) 
;'=1 

n 

+ .2P).{tpk, n+J. - iP}., k) . 
}.=1 

Sollen nun die kanonischen Gleichungen von I in die von F iiber­
gehen, so miissen in (15) und (16) rechts die an dritter und vierter 
Stelle stehenden Summen stets dann verschwinden, wenn (7) gilt, 
d. h. wenn ~ = In + k' P~ = - Ik gilt. Da aber I beliebig gewli.hlt 
werden dad, so miissen die dritten und vierten Summanden bei belie­
biger Wahl von x~, P~ verschwinden. Daher ergibt sich: 

Eine Translormation (9), (10) , mit nicht verschwindender Fun'ktional­
determinante ist aann una nur aann kanonisch, wenn 

arp" a'l'J. arp" atPJ. 
(17) 

axJ. = ap,,' apJ. = - ap" 
(A, k = I, 2, ... , n) 

atp" a'l'J. atp" atPJ. 
-=-- -= ax" iJxJ. ax,,' apJ. 

ist. 
Auch ergibt sich nach (17) aus (IS) und (14): 
Eine Translormation (9), (10) mit nicht verschwinaenaer Determinante 

ist aann una nur aann kanonisch, wenn aie 

(18) -Xk Pk 
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die gleiche Transformation erfahren wie die 

(19) 
at at 
apk' aXk' 

und zwar bei beliebiger Wahl von f oder, wie wir in iiblicher Weise sagen 
wollen, wenn die beiden Groj3enreihen (18), (19) kogredient transformiert 
werden. 

\Vir haben nun gleich auch kontragrediente line are Transformationen 

zu betrachten. Die unabhangigen Veranderlichen ~"', 'rJ", mogen in ~"', 
J} k linear transformiert werden (k = 1, 2, ... ,n) derart, daB 

(20) 
n n 

.2 ~k 'rJk = .2 [k ilk . 
k=l k=l 

Dann sagen wir, die beiden linearen Transformationen seien kontra­
gredient. 

Tragt man in (12) fUr die x und P beliebige zweimal stetig differen­
zierbare Funktionen eines Parameters rein und differenziert dann (12) 
nach demselben, was durch aufgesetzte Punkte bezeichnet sei, so er­
halt man 

(21) 
n n 
~ aF' ~ aF . 

= L.J ax X",+ L.J aPk P"" 
k=l k k=l 

Xach (20) werden also die 

(22) x"'. 
kontragredient zu den 

aXk' apk 
(23) at at 

transformiert. Sie werden also nach (18), (19) auch kontragredient 
zu den 

(24) Pk, - Xk 
transformiert. Daher gilt wegen (20) 

n •. n 
(25) ..2 (P" X k - Pk X k) = ..2 (Pk Xk - h xk) 

k=l k=l 

lilr jede kanonische Transformation. Umgekehrt ist aber auch jede Trans­
formation, filr die (25) bei beliebiger Wahl der x", (r), p", (r) und bei be­
liebiger WaM von f, d. h. bei beliebiger Wahl der x~, xk ' Pic, Pk gilt, kano­
nisch. Denn (25) besagt, daB (22) und (24) kontragredient transformiert 
werden. Wegen (21) werden (22) und (23) bei beliebigen I kontragre­
dient transformiert und daher werden (18) und (19) kogredient trans­
formiert. Daher ist die Transformation kanonisch. 

BIEBERBACH. Differentialgleichungen. 3. Auf!. 21 
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Tragt man in (25) eine einparametrige Schar von Charakteristiken 
von fein, setzt also Xk = Xk (t, .), Pk = Pk (t , .), so daB. der Schar­
parameter ist und die Xk , Pk zweimal stetig differenzierbar sind, so 
folgt die Existenz einer zweimal stetig differenzierbaren Funktion 
(j) (t,.) derart, daB 

n n.. 
(26) 2(Pk X k - PkXk) = (j)/, 2(Pk X k - PkXk) = (j) 

k=1 k=1 

ist. Denn (25) besagt, daB 
n n 

(27) :r 2) (Pk X~ - h~ Xk) = :t .J) (Pk Xk - Pk Xk) 
k=1 k=1 

ist. Umgekehrt folgt (27) aus (26) und (27) ist mit (25) gleichbedeutend. 
Daher haben wir das Ergebnis: 

Eine Transformation (9), (10) mit nicht verschwindender Funktional­
determinante ist dann und nur dann kanonisch, wenn es fur jede Wahl 
der xk(.), Pk(.) eine Funktion (j) gibt, fur die (26) gilt. 

Hier kann nun aber die Beifiigung "mit nicht verschwindender 
Funktionaldeterminante" weggelassen werden. Denn wenn zu Funk­
tionen (10) eine (j) gehOrt, so daf3 (26) gilt, so ist die Funktionaldeterminante 
von Null verschieden, wie wir jetzt zeigen wollen. 

Zunachst ergibt sich aus (26) auch jetzt wieder (27) und daraus (25). 
Nun wende man (25) unter der Annahme an, daB die aufgesetzten 
Punkte Ableitung nach XA oder PA bedeuten. Dann wird 

n 

(28) 

P';. = 2)( 
k=1 

P' 8 Xk _ X' 8 Pk) 
k 8XA k 8XA 

n 

I "'( p, 8X k XI8Pk) 
x}. =.L.J - k 8PA + k 8PA • 

k=1 

Dies sind somit die hiernach eindeutig bestimmten Auflosungen der 
Gleichungen (13). Das Produkt der Determinanten von (13) und (28) ist 
Eins, wie man durch Einsetzen von (28) in (13) erkennt. Daher ist 
die Funktionaldeterminante von Null verschieden. Beachtet man noch, 
daB die Determinante von (28) der von (13) gleich ist, well sie durch ge­
wisse Vertauschungen und Vorzeichenanderungen aus jener hervorgeht, 
so erkennt man, daB die Funktionaldeterminante einer kanonischen 
Transformation stets ± 1 ist. Dies hatte man auch aus (17) ablesen 
konnen, doch dort nur mit der hier beseitigten Voraussetzung einer nicht 
verschwindenden Funktionaldeterminante. 

Man kann auch noch zeigen, daB die Funktionaldeterminante stets 
+ 1 ist. Man vgl. dazu z. B. GOURSAT1 . 

1 Le~ons sur Ie .probleme de· Pfaff. S. 204, Paris 1922. 
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Betrachten wir nun zwei stetig differenzierbare Funktionen 

g(xl, .. ·,xn; PI,· .. ,Pn) 

h (Xl' ... , Xn; PI"'" Pn), 

die durch (10) in 

G(XI ,···, Xn; PI' ... , Pn) 

(29) 
=g«(/>l"",(/>n; PI,···,Pn ) 

H(XI ,···, Xn; PI' ... , Pn) 

=h«(/>l"",(/>n; P1,····Pn) 

ubergehen mogen. 
Die 

werden kontragredient zu 
xl, Pl, 

transformiert, und diese, falls sie die Ableitungen der Charakteristiken 
von t = 0 sind, kogredient zu 

at af 
ap-;; , - ax" . 

Daher ist 

(30) 
n . 

= 2(::" aa~ - ::" t~)· 
k=l 

Wir setzen ahnlich wie S. 310 abkurzend 

;~(ag at ag at) 
(g, t) = ..:::.. ax" ap" - ap" ax" 

k=l 

und konnen dann fUr (30) auch schreiben 

(31) (G, F) = (g, t) . 
Das Bestehen von (31) fUr beliebige g, h ist nun aber auch wieder 

hinreichend dafUr, daB die Transformation (9), (10) mit nichtverschwin­
dender Funktionaldeterminante kanonisch ist. Denn (30) besagt, daB 

(32) 
ag ag 

ax" ap" 
kontragredient zu 

at at 
ap" , - ax" 

21* 
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transformiert werden. Zieht man die Charakteristiken von f = 0 heran, 
so folgt aus (7), dal3 

alz aft 
apk ' ax> 

kontragredient zu 

(33) Pl., - Xk' 
transformiert werden. Also werden tatsaehlieh (32) und (33) kogredient 
transformiert. Daher ist die Transformation kanoniseh. 

Setzt man in (30) fUr g und f die Funktionen ({lk> 1jJ/c ein, so erhalt man 

«({li' ({lk) = 0 

(34) 
(1jJi' 1jJk) = 0 

(i =F k) 
«({li' 1jJk) = 0 

«({li' 1jJ,.) = 1 (i,k=I,2, ... ,n). 

Dies sind wieder notwendige Bedingungen dafiir, dal3 die (9) eine kano­
nisehe Transformation darstellen. Sie sind aber fUr Funktionen X, P 
mit nieht versehwindender Funktionaldeterminante aueh hinreiehend. 
Man bereehne zum Beweis naeh (29) die 

aG aG aF aF 
aXk' aPk ' aXk' dPk 

und trage sie in 
(G, F) 

ein und beaehte (34); damit findet man wieder (31). 
Nun nehme man an, dal3 es eine zweimal stetig differenzierbare 

Funktion ({l(x ... Xn; p ... Pn) giLt, fUr die naeh Eintragung der 
xdt, -r), Pdt, -r) (26) gilt. Dann kann man die (9) noeh dureh 

(35) Z = z - if> 

erganzen. Dann wird 

(36) Z' -.2 P k Xi = z' - .2PkXk· 
Daher sind die P k die Ableitungen von Z naeh den X", wenn fiir Pk 
die Ableitungen von z naeh den x" genommen werden. 

Transformationen, die der Bedingung (36) geniigen, reehnet man 
zu den Beriihrungstransformationen, weil (36) u. a. sagt, daB jeder 
Streifen in einen Streifen iibergeht. 

3. Beispiele. 1eh gebe einige Beispiele von kanonischen Transfor­
mationen an. 

(37) 

definiert eme 

X k = Pl. 
P k = -Xl, 

solche kanonisehe Transformation. Denn es ist 
, , d 

.2P"Xk - ,2;Pk X k = - dt .2x"p". 
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Geometrisch bedeutet diese Transformation den Ubergang von Punkt­
zu Ebenenkoordinaten. Man nennt sie auch die EULERsche Trans­
formation. 

Ein weiteres Beispiel einer kanonischen Transformation ist die fol­
gende von POINCARE angegebene: 

(38) 
X k = {2Xk cosPk 

(k=1,2, ... ,n). 

Es ist namlich 

Bedeutet we iter 

(39) 

eine beliebige zweimal stetige Funktion der 

'a!J 
x, x, so wird durch 

(40) 

eme 

(41) 

Pi = - ax; 

a!J 
ax, 

kanonische Transformation definiert, 

a2!J 
aXiaxk I =l= 0 

F;= 

ist. Es ist namlich 

(42) 

(i= 1,2, ... , n) 

sofern 

Freilich ist hier Q anders wie in (26) eine Funktion der x, X. Aber 
man kann wegen (41) die X aus den n ersten Gleichungen (40) durch 
die p, x ausdriicken und in (39) eintragen. 

Urn aus (42) auf (40) schlieBen zu kannen, miissen die X' von den 
x' unabhangig sein. Diese Bemerkung fiihrt zu einer Erweiterung des 
.-\nsatzes. 

Man nehme namlich an, daB zwischen den x, X die folgenden v Re­
lationen 

(43) 

bestehen. Sie magen voneinander unabhangig sein, d. h. der Rang von 

(44) 

mage v sein. 
Dann hat man die Relationen 

(45) 
n n 

~a!JkXL ~a!Jk. ~=O 
.L.J ax. ".L.J ax x, 
;=1' i=1 j 

( i = 1, ... ,11) 
k=l, ... ,v 

(k = 1, 2, ... , v) . 
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Man setze mit zunachst noch unbestimmten Funktionen I' k an: 

(46) 

(i=l, ... ,n). 

Diese Gleichungen zusammen mit (43) definieren eine kanonische Trans­
formation stets dann, wenn sie liberhaupt eine Transformation be­
stimmen; jedenfails kann man wegen der Annahme liber (44) die I'k 
aus der ersten Zeile von (46) ermitteln. Dann ergeben die (43) und die 
librigen n - y Gleichungen der ersten Zeile von (46) immer noch 
n Gleichungen fUr die x. DaG eine kanonische Transformation vorliegt, 
folgt aus (46). Denn es ist 

p 

.2(PiX~ - Pi x~) = Q' -.2 A"Q;, = Q', 
1 

weil nach (43) die Q k = ° sind. 
Wenn z. B. Y = I ist, also nur eine Relation (43) besteht, so gehen 

die einem Punkte x angehorigen Elemente in die Elemente X, P liber, 
welche der Flache Q 1 (x, X) = ° angehOren. 

J eder Punkt x geht also kurz gesagt in eine Flache liber. Bestehen 
z. B. fUr drei unabhangige Variable zwei Relationen 

Q1=0, Q2=0, 

so wird jedem Punkt x eine Kurve X zugeordnet. 
Bestehen endlich bei drei unabhangigen Variablen drei Relationen, 

so liegen Punkttransformationen vor. 
Man entnimmt dann unserer eben abgeschlossenen Betrachtung, 

wie man eine Punkttransformation zur kanonischen Transformation 
erweitert. In diesem Faile sind namlich durch (43) die X als Funktionen 
der x gegeben. 

Man nehme etwa 

Q k =-= X" - tP" (Xl' ... , xul 
Q~o 

an. Dann folgt aus (46) 

und 
p 

~ P a<Pk 
Pi =.L.; "axi' 

k=1 

(k = 1,2, ... , n) 

woraus man die Darsteilung der P k durch die x, P ablesen kann. 1m 
Faile linearer tP erleiden also, wie es sein muG, die P die zu den X 
kontragrediente Transformation. 
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4. BerUhrungstransformationen. Die bisher betrachteten kanonischen 
Transformationen fallen als Spezialfall unter den allgemeinen Begriff 
der Beruhrungstransformation. Darunter versteht man Transformationen 
der x, z, P in die X, Z, f, die Streifen in Streifen iiberfiihren, fUr die 
also eine niehtversehwindende Funktion 

e(xl,···,x,,; PI,···,Pn) 
existiert, derart, daB 

(47) Z' - .2 P k X~ = e (Zl -.2 Pk x~) 

gilt. Die bisher von uns betrachteten Transformatiop.en sind vor allem 
dadureh ausgezeiehnet, daB in den Transformationsformeln 

Z = Cfi (Xl' •.• , Xn;Z; PI' .•• , Pn) 

(48) X k = Cfik(XI , ••. , X .. ; Z; PI' .•• , P .. ) (k = 1,2, ... , n) 

P k = "Pk (Xl' ... , X .. ; Z; PI' •.. , Pn) 

die Cfik und "Pk von Z unabhangig sind. Dann ist aber notwendig 

e = konst. 

Bezieht man namlieh in (47) die Striehe auf einc Differentiation 
naeh z, so folgt 

az arp 
(49) e = iJz = Tz . 

Bezieht man die Striehe auf eine Differentiation naeh Pi., so erhalt man 
reehts Null und daher lchrt (47), daB 

(50) a rp " a rpk ap;. = L.; "Pk ap;. . 
Differenziert man (50) nach Z und beachtet, daB die rechte Seite 

von Z unabhangig ist, so bekommt man 

!.R. _ ~(arp\ -- ~(~) - 0 ap;. - api. azj - az ap;. -
und daher ist e von pJ.. unabhangig. 

Bezieht man die Striche in (47) auf eine Differentiation naeh X)., 

so folgt 

(51) . 

Differenziert man (51) naeh PI.., so kommt reehts nach dem eben 

Bewiesenen - e heraus; links kann man a::;p;. aus (50) dureh Diffe­

rentiation naeh x,. ausdriicken. Daher laBt sich e allein durch die Cfik 
und di e "Pk und ihre Ableitungen ausdriieken, hangt also von Z nicht abo 
Differenziert man nun (51) naeh z, so erhalt man 

(52) ~(~)-o az ax;. -



328 III. Partielle Differentialgleichungen erster Ordnung. 

oder es ist auch 

~(atp) =~=O. 
ax" aJ: ax" 

Also hangt (! auch von X.l Iiicht abo Daher ist (! konstant. 
Wir sehen aber auch aus (52), daB 

otp 
ox" 

von z unabhangig ist. Daher ist 

(53) Z = (!Z + (JJ (Xl' ... , X,..; PI' .. p P,..). 
Die Konstanz von (! ermoglicht es, die eben betrachteten Beriihrungs­

transformationen auf die kanonischen zu reduzieren. Setzt man namlich 

~/e= X/e 

'Tek = (! Pk 
C = QZ, 

so wird nach (47) und (53) 

Also 

Z' -.2 PkXk = C' -.2 'Te/e~k 

Z=C+(JJ(~l" .. '~"'; ~l, ••• ,~n) 
= C + lJ1(~1' ... , ~,..; 'Tel"." 'Te,..). 

.2 P/eXk =.2'Te/e~k + "P' • 

Auch die allgemeinsten durch (47), (48) definierten Beriihrungs­
transformationen kann man auf die kanonischen Transformationen 
reduzieren, wenn man die Zahl der X und P urn je eine vermehrt. 

Man setze namlich 

P = - Y" P = - Y" 
.. Yo' " Yo' 

Dann wird (47), (48) zu 

YoX~ + YlX~ + ... + Y,..X~ = Yox~ + ... + y,..x~ 
Xo= qJ (Xl' ... , x,..; Xo; _!.t, ... , _~Yn) 

Yo Yo 

( •• /Yl Yn) X/e = qJ/e Xl' ... , X,.., XO' --, ... , --
Yo Yo 

Yo=.!.!!. 
(! 

Yo 
(! =v.' 

YA;= -"Pk(Xl , .•. , X,..; XO; -!.!, ... , _Yn) . .!.!!.. (k=l, ... ,n). 
Yo Yo (! 

Man kanrt daher die Theorie der allgemeinen Beriihrungstrans­
formationen aus der Theorie der kanonischen Transformationen ent-
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nehmen, statt sie direkt in Analogie zu der der kanonischen Transfor­
mationen herzuleiten. 

Der eben betrachtete Dbergang entspricht durchaus dem zu Beginn 
dieses Paragraphen an Hand der partiellen Differentialgleichungen 
dargelegten. 

Durch diesen Ansatz findet man, daB bei einer Beriihrungstrans­
formation, die 

x~ , P~ 
kogredient zu 

at dt 
ap" 

, - dX" 
und kontragredient zu 

dt at 
dX" 

, 
ap" 

transformiert werden, daB also die charakteristischen Gleichungen von 

F(Xk> Z, P k) = 0 
in die von 

t(Xk,Z,Pk) = F(tpk' tp,'Il'k) = 0 

ubergehen, sowie daB 
[g, IJ = e [G, F) 

ist. 

5. Gruppen von kanonischen Transformationen. Zu einer Differen­
tialgleichung (6) gehOrt ein System kanonischer Differentialgleichungen 

(54) ~:k ::k' it = _. :;k (k = 1, ... ,n). 

Fiir einen gewissen Bereich der x, P gilt der Existenzsatz fUr Systeme 
von Differentialgleichungen, wenn man annimmt, daB t mit seinen Ab­
leitungen der drei ersten Ordnungen stetig ist. Schreibt man daher fiir 
t = 0 die Werte X k , P k der Xk, Pk vor, so werden 

(55) 
X k = tPk(t, Xl" .. , Xn; PI"'" Pn) 

Pk = lJIk(t, Xl>' .. ,Xn ; PI" .. , Pn ) 
(k,= 1,2, .•• ,n). 

Die Gleichungen (55) definieren dann fur jedes genugend kleine t 
kanonische Transformationen, die nach S. 56' eine Gruppe bilden. 
Fur t = 0 kommt die identische Transformation heraus. Die tPk , 1p k 

sind namlich nach unserer Annahme uber t samt den Ableitungen der 
beiden ersten Ordnungen stetig. Man denke sich fur die X k , P k irgend­
welche zweimal stetige di£ferenzierbare Funktionen von 't' eingesetzt, 
So werden die Xk' Pk Funktionen von t und 't'. Bedeuten wieder 
Punkte Ableitung nach 't', Striche Ableitung nach t, so gilt 
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Denn es ist 
n n 

-:t 2) (Pk x;, - Pi Xk) = :t 2) (p" :;k -+- X" :,~J 
k=l k=l 

=;1: (~~) = d~(:n = 0, 

weil t langs den Charakteristiken (55) konstant ist. 
Bezeichnet man die Werte der xk , x~ usw. an zwel beliebigen 

t-Stellen mit Xk' x~ usw. und X", X~ usw., so ist 
n . n . . 

Z (Pic xi - P~ XIc) = L (Pk Xi - Pk X,,). 
k=l k=l 

Die Transformation ist also kanonisch. 
6. Vollstiindige Integrale. Kanonische Transformationen sind auch 

eng mit dem vollstandigen Integral von (6) verkniipft. Sei 

(55) 

ein solches, so daB 

~l = :,~ (Xl" •• , %n; XU' .. ,Xn ) 

(56) 

nach den Xl'" ., Xn auflosbar ist. Dann ist ~56) zusammen mit 

(57) 

eine kanonische Transformation. Denn es ist 

L Pk x;, - L P k X k = V'. 

Da aber die Gleichung (6) durch (56) identisch in den x, P befriedigt 
wird, so wird die Transformierte von t, d. i. F _ O. Und vonF sind die 
transformierten kanonischen Gleichungen zu bilden. Man erhalt nam­
lich F aus t, indem man in dieses (56) eintragt und darin noch die aus 
(57) errechneten X einsetzt. Die neuen kanonischen Gleichungen werden 
daher 

dX •• = 0 
dt ' 

dPk = 0 
dt . 

Also 
(k = 1,2, ... , n), 

wo ak , bk Konstanten sind, werden die Losungen der neuen kanonischen 
Gleichungen. Man erhalt daher die Losungen der alten kanonischen 
Gleichungen, indem man in (56), (57) die X k , P" als Integrationskon­
stanten ansieht. Wir haben bei dieser Uberlegung den I}egriff des voll­
standigen Integrals etwas anders gefaBt als auf S. 303, indem wir jetzt 
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annahmen, daD man (56) nach den X" auflosen konne. Dies wird bei 
der friiheren Definition des vollstandigen Integrals nicht stets der Fall 
sein. Dann geben (56), (57) auch keine kanonische Transformation. 

)Ian kann mit Hilfe der Theorie der Beriihrungstransformationen 
auch das S. 307 gewonnene Ergebnis iiber die Integration der charakte­
ristischen Differentialgleichungen mit Hilfe eines vollstandigen Integrals 
wiederfinden. Ich begniige mich mit der folgenden kurzen Andeutung. 

(58) 

sei ein vollstandiges Integral von 

t (Xl' ... , X n, Z, PI' ... , Pn) = O. 

Es solI also moglich sein, die Gleichungen (58) und 

av av 
(59) PI = ~ , ... , Pn = ,,-----

UXl U X n 

fUr die t = 0 geniigenden X, z, P aus einem gewissen Bereich nach 
den P aufzulosen. Fiir n der n + 1 Gleichungen (58), (59) sei die zu­
gehorige Funktionaldeterminante von Null verschieden. Die Ableitungen 
der beiden ersten Ordnungen seien fiir V stetig. Wir setzen 

(60) 

(61) 

(62) 

av T oV 
Xl="'p ,,,,,Xn=ap' 

u 1 n 

(fJ = Xl PI + X 2 P 2 + ... + XnPn , 

Z=Z-V+(fJ. 

Dannist durch (59), (60), (62) eine Beriihrungstransformation erklart. Die 
transformierte Differentialgleichung gewinnt man durch Elimination von 
PI' ... , Pn aus (58), (60) und (62). 

Dieselbe wird 

(63) 

also eine CLAIRAUTsche Differentialgleichung. Die transformierten cha­
rakteristischen Differentialgleichungen werden daher 

X~ = - Xi 

Z'= -Z 

Pi= (I 

Also werden die Charakteristiken 

(64) I Xk + m"Xn = 0 

Z+mX1 ~=(I 

Pi=ai 

(i=1,2, ... ,n). 

(k = I, .. " n - I) 

(i = 1,2, ... n) 

wo die ai' m" und m willkiirlicheKonstanten sind. Fiir die Integral­
streifen liefert (63) insbesondere 

(65) 
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Daher werden die Losungen der urspriinglichen zu f (x, y, z, p, q) = 0 
gehOrigen charakteristischen Differentialgleichungen gegeben durch (59) 
und durch 

J 
av av 
f)Pk mk + ap" = 0 k = 1, ••. , n - 1) 

(66) 1 av av aI-
z - V(x1 , •• ·, Xn, a1 ,·· .,an) + a1 aP1 + ... + anap" + m dP1 = O. 

Insbesondere werden also die charakteristischen Integralstreifen ge-
geben durch 

f:~+mk::=O (k=l, .... n-l) 

1 z - V(x1 .···, Xn • a1 ,·· .,an ) = 0 

Pi = ?!'(x. a) (. 1 2 ) ax. t = ,', ... , n . 

(67) 

Bemerkung. Ein Leser, der sich iiber die hier besprochenen Dinge aus der 
HAMILTON- JACoBIschen Theorie noch weiter informieren will, sei auch auf das Buch 
von WHITTAKER. Analytische Dynamik, aus dieser Sammlung verwiesen. In der 
Dynamik liegt auch das Hauptanwendungsgebiet der kanonischen Transforma­
tionen vor. Es sind dort praktische Zwecke der Umformung der Integrations­
probleme. die die kanonischen Transformationen als sehr niitzlich erscheinen 
lassen. FUr Fragen mehr prinzipieller Erkenntnis wird davon nur ein bescheidener 
Gebrauch gemacht. 

§ 13. Systeme gewohnlicher linearer Differentialgleichungen 
mit konstanten Koeffizienten. 

1. Rechnen mit Differentialausdriicken. Differentialgleichungen n -ter 
Ordnung. Die Theorie solcher Systeme ist ganz unabhangig von den iibrigen 
Erorterungen dies.es Kapitels iiber Systeme von Differentialgleichungen. 
Es handelt sich wesentlich urn eine Verallgemeinerung des Ansatzes, 
den wir auch bei den linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
mit konstanten Koeffizienten auf S. 153 ff. verwendeten. CAMILLE 

JORDAN hat in Erweiterung jenes Ansatzes das folgende elegante Ver­
fahren ersonnen. Es sei zunachst eine einzelne lineare Differential­
gleichung n-ter Ordnung fUr die unbekannte Funktion z vorgelegt: 

(1) 
d"z 

a o- + ... + a z=O dt" n' 

wo a o,' .. , an Konstanten sind. FUr die Methode ist ein ausgiebiges 
Rechnen mit Differentialausdriicken charakteristisch. Wir bezeichnen 
mit 

Dz 

den auf der linken Seite von (1) stehenden Differentialausdruck. Wir 
nennen Dz das (symbolische) Produkt von 

(1') 
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und z. Analog erklaren wir das (symbolische) Produkt 

D.D l , 

wo 

+b", 

ein zweiter Differentialausdruck ist, durch formales Ausmultiplizieren. 
Unter der charakteristischen Gleichung von (1) verstehen wir die Glei­
chung 

(2) ao en -+- • • • + an = o. 
Ihrer Zerlegung 

ao (12 - (21)."1 ••. (12 - e .. )!I" = 0 

in Linearfaktoren entspricht die Zerlegung 

( d )111 ( d )."v ao d t - 121 . .. d t - 12.. z = 0 

von (1). Die 12k sollen hier voneinander verschieden sein. Daher hat 
(1) als Losungen auch die Losungen der Differentialgleichungen 

(d~ - elt z = 0 

C; - ev r" z = O. 

Denn die Reihenfolge der Faktoren in der Zerlegung ist gleich­
gultig, und wenn 

( d ),u" at - ev z = 0 

ist, so fUhren auch alie darauf angewendeten homogenen Differential­
prozesse zu Null. Um aber 

(3) ( d ),uk 
(it - 12k z = 0 

zu integrieren, mache man den Ansatz 

z = e(!k t .y. 
Dann wird 

(d) (! t dy 
(it - 12" z = e k dt' 

Also 

Daher muD y ein Polynom von hochstens fl." - I-tem Grad sein, das 
also fl." Parameter enthalt. Nennen wir die allgemeinste so gefundene 
Losung von (3) Z'c' so wird 

(4) z = Zt + ... + Zv 
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eine Losung von (1), die 

,ul+,u2+ ... +,u,,=n 
Parameter enthalt. Sie ist die allgemeinste Losung von (1). Urn das 
einzusehen, bemerke ich zunachst, daB eine jede Losung durch ihren 
Wert bei t = 0 und den Wert ihrer n - 1 ersten Ableitungen an dieser 
Stelle bestimmt ist. Die Gesamtheit der Losungen bedeckt also diesen 
2 n-dimensionalen Bereich vollstandig. Ich werde weiter zeigen, daB 
zwei Losungen (4), welche sich in ihren Parametem unterscheiden, 
auch verschieden sind: Daraus folgt, daB die linearen Gleichungen, 
durch die die Anfangswerte der Losung und ihrer n - 1 ersten Ab­
leitungen dargestel1t werden, eine von Null verschiedene Determinante 
besitzen, und daB man daher durch passende Wahl der Parameter 
jede Losung herstellen kann. 

Es bleibt also zu zeigen, daB in der Form (4) die Null nicht dar­
gestellt werden kann. Ware aber 

Z == ZI + Z2 ••• + Z" = 0, 

so betrachte man den Differentialausdruck 

Dl = (-d~i - e2t··· (-d~ - e"Y'''. 
Dann ist 

(5) 

wei! Z = 0 sein solI. Man betrachte femer 

( d )11• 

D2 = dt - el . 
Es ist 

(6) 

)Jun ersetze man :t durch eine Variable e; dann sind die Polynome Dl 

und D2 teilerfremd und es gibt daher zwei andere Polynome P und Q 
derart, daB 

(7) 

ist. Man ersetze wieder e durch :t ' dann sind P und Q zwei Differential­

ausdriicke, fUr die (7) gilt. Daher ist 

(PD1 + QD2) ZI = ZI' 

)Jach (5) und (6) aber ware 

(PD1 + QD2)ZI = O. 

Daher ist ZI = 0 und daher sind in dem in ZI vorkommenden Polynom 
alle Koeffizienten Null. 
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2. Systeme. Nun betrachten wir ein beliebiges System linearer Dif­
ferentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten 

LUXI + LUX2 + ... + L1nxn = 0 

(8) L 21 X1 + L 22 X 2 + ... + L 2n x n = 0 

L n1 X 2 +Ln2 X 2 + ••• + Lnnxn = O. 

Hier sollen Lik lineare Differentialausdriicke von der durch (I') er­
klarten Art sein und Xl' ... , Xn sind die gesuchten Funktionen von t. 
Es sei 

L1 = IILikl1 
und t5 der groBte gemeinschaftliche Teiler aller L ik • Dann multiplizieren 
wir die Gleichungen (8) der Reihe nach mit 

LIT.: L2k L"k --r' 6"'6 (k = I, .. . ,n) 

und addieren sie. Dann findet man 

(9) (k = 1,2, ... , n). 

Daher ist jedes X k notwendig Losung der einen Differentialgleichung 
(9). Diese haben wir vorab zu integrieren gelernt. Es mogen wieder 
Ql' .. e. die Wurzeln ihrer charakteristischen Gleichung sein und f.1a 

die Vielfachheit von ea' Dann gibt es Polynome p~l vom Grade 
f.1a -I, so daB 

(10) x k = p~k)efllt + ... + P}.k)efl,.t (k = I, ... , n). 

Die Koeffizienten der pgol sind noch nicht ganz willkiirlich, sondern 
noch an die Bedingung gekniipft, daB bei Einsetzen von (10) die Glei­
chungen (8) erfiillt werden. Aber unsere Betrachtung lehrt, daB man 
stets aile Losungen in der Form (10) darstellen kann. 

3. Kanonischer Fall. Ein wichtiger Spezialfail ist durch die Glei­
chungen 

(II) 

gegeben. Hier ist 
Lik - - aik 

d 
Lkk = dt - akk • 

I all - :t' ~2"'" a1n 

L1 ==! • •• • •••••••• 
d 

a n2 ,···, ann - dt 

(k = 1,2, .. . ,n) 

(i =1= k) 
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Bilden insbesondere die a i k eine symmetrische Matrix, so sind alle 
Wurzeln der charakteristischen Gleichung 

(12) .• = 0 

I anI' an2 ,· .. , ann -e; 

reeil und fiir eine Wurzel ek der Vielfachheit I-'k wird der Rang der 
Matrix auf der linken Seite von (12) n - I-'k' wie aus der Hauptachsen­
transformation der analytischen Geometrie geHiufig ist1. Tragt man 
daher die Ausdriicke (10) in die Gleichungen (ll) ein, so erkennt man, 
daB aile Polynome P:;C) Konstanten sein miissen. Man mache namlich 
in (ll) den Ansatz 

(k = 1,2, ... , n), 

wo die Aki Konstanten sind. Dies fiihrt auf die linearen Gleichungen 

(all - ei)Ali + a12 A 2i + ... a1nAni = 0 

aM Ail + an2 A 2i + (ann - e;)Ani = O. 

Da dies lineare Gleichungssystem den Rang n- I-'i hat, besitzt sein 
Losungssystem den Rang I-' i, hangt also von I-'i linear unabhangigen 
Parametem abo Durch Addition der zu den einzelnen i so gehorigen 
Losungen erhalt man eine n-parametrige Schar von Losungen von (ll). 
Die die einzelne Losung bestimmenden Anfangswerte hangen wieder 
linear von den Parametem abo Jedes einzelne Xk geniigt der Gleichung 

LloXk=O, 

und wie oben erkennt man, daB eine solche Losung 

2:Ai eel 
nur verschwinden kann, wenn alle Ai verschwinden. Daher ist die 
Determinante jenes linearen Gleichungssystems von Null verschieden, 
und man kann die Ai so wahlen, daB die die Losung bestimmenden 
Anfangswerte beliebig gegebenen Werten gleich werden. 

Waren also die Koeffizienten der eel' nicht notwendig Konstanten, 
so miiBte man gegen die uns bekannten Tatsachen einzelne Losungen 
auf mehrere verschiedene Weisen darsteilen konnen. 

1 Vgl. BIEBERBACH: Analytische Geometrie S. 99ff. Leipzig: B. G. TEUBNER 

1929 oder BIEBERBACH-BAUER: Vorlesungen tiber Algebra S. 95. Leipzig: 
B. G. TEUBNER 1928. 



Vierter Abschnitt. 

Partielle Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung. 

1. Kapitel. 

Allgemeines. 

§ 1. Existenzsatz. 
1. Streifen. Unsere Ergebnisse im Gebiete der partiellen Diffe­

rentialgleichungen erster Ordnung legen es nahe, zunachst einmal den 
Versuch eines ahnlichen Vorgehens zu wagen. Wir wollen also auch 
jetzt durch Anfangsstreifen Losungsflachen hindurchlegen. Ich setze 
dabei voraus, daB die Funktion 

F(x, y, z, p, q, r, s, t), 

durch deren Nullsetzen die partielle Differentialgleichung zweiter 
Ordnung 

( iJz iJz iJ2 z iJ2 z iJ2Z) 
(1) F x,y,z'iJx' iJy' iJx2' iJxiJy' iJy2 =0 

entsteht, eine eindeutige analytische1 Funktion ihrer Argumente in 
einem gewissen fiir dieselben zugrunde gelegten Bereich seL Zur Ab­
kiirzung werden wir haufig setzen 

iJz iJz iJ2 z iJ2 z iJ2z 
P = iJ x ' q = iJ y , r = iJ x2 ' S = iJ x iJ y , t = iJ y2 • 

Unter einem Streifen verstehen wir fiinf analytische Funktionen 

(2) x=x(u), y=y(u), z=z(u), P=P(u), q=q(u), 

die fiir einen gewissen Bereich des Parameters u eindeutig und regular 
analytisch sind, und die noch der Streifenbedingung 

(3) z'=P%+qy' 

geniigen. Bei Gleichungen erster Ordnung ergab sich die Moglichkeit, 
im allgemeinen durch eine gegebene Kurve einen Integralstreifen hin­
durchzulegen. Die partielle Differentialgleichung und die Streifen­
bedingung ergaben namlich zwei Gleichungen, aus we1chen man im 

1 Uber !lichtanalytische Differentialgleichungen zweiter Ordnung ist ver­
haltnismaBig wenig bekannt. 

BIEBERBACH, Dl.fferentia1g1eichungen. 3. Aull. 22 
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allgemeinen zwei der fiinf Funktionen, z. B. p und q, durch die drei 
anderen ausdriicken kann. Hier bei den Gleichungen zweiter Ordnung 
entfallt diese Moglichkeit wegen des Auftretens der zweiten Ableitungen 
r, s, t. Daher erweitern wir unsere Begriffsbildung durch Einfiihrung 
von Streifen zweiter Ordnung und nennen zur Unterscheidung die bisher 
schlechthin Streifen genannten Gebilde (2) Streiren erster Ordnung. 
Unter einem Streifen zweiter Ordnung verstehen wir nun acht in einem 
gewissen Bereich des Parameters u eindeutige regulare analytische 
Funktionen 

(4) 
x=x(~t), Y=Y(H), z=z(~t), P=P(~t), q=q(tt), 

r=r(H), s=s(,u), t=t(~t), 

die noch gewissen Streifenbedingungen geniigen miissen. Eine solche 
ist zunachst einmal die fiir die fiinf ersten Funktionen bestehende 
Gleichung (3), die auch jetzt wieder erfiillt sein soll. Dazu kommen aber 
noch zwei weitere, die aus der gleichen Quelle flieDen. Wir finden 
sie, wenn wir uns vorstellen, daD der durch die fiinf erst en Funktionen 
bestimmte Streifen erster Ordnung einer Flache angehort, deren zweite 
Ableitungen r, s, t sind. Dann muD langs des Streifens 

(5) { P' = r x' + sy' 

q' = sx' + ty' 

sein, und das sind die beiden neuen Streifenbedingungen. 
Nunmehr wollen wir versuchen, durch einen Streifen erster Ordnung 

eine Integralflache zu legen. Wir werden damit beginnen, erst einmal 
einen Integralstreifen zweiter Ordnung hindurchzulegen. Es gilt jetzt, 
drei Funkt ionen 

r(H), S(H) , t(·u) 

aus den drei Gleichungen (1) und (5) zu gewinnen. Bei der Frage nach 
der Moglichkeit, die drei Gleichungen aufzulosen, spielt ihre Funktional­
determinante eine Rolle. Ich setze zur Abkiirzung 

R = aF S = aF T = aF 
ar' as' at' 

Dann ist diese Funktionaldeterminante 

(6) I~' ;" y~l = Ry'2_-Sx'y' + TX'2. 
I 

,R S T! 

Setzt man nun voraus, daD man ein erstes Element zwelter Ordnung 

r 0 = r (Ho) , ... , to = t (Ho) 

hat, das den drei Gleichungen geniigt und fiir das die Determinante (6) 
nicht verschwindet, so kann man nach einem bekannten Satz iiber 
implizite Funktionen fiir einen gewissen Bereich I ~t --:- tto I < 0 die 
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Auflasung bewerkstelligen und fiir diesen Parameterbereich einen Inte­
gralstreifen zweiter Ordnung bestimmen. Man sieht, wie hier diejenigen 
Integralstreifen zweiter Ordnung eine gewisse Ausnahmerolle spielen 
werden, fUr die die Gleichung 

(i) Ry'2 - Sx'y' + TX'2 = 0 

besteht. Diese wollen wir charakteristische Streifen zweiter Ordnung 
nennen. 

2. Integralflachen. Es ware nun weiter zu zeigen, daB durch einen 
nichtcharakteristischen Streifen zweiter Ordnung genau eine Integral­
flache hindurchgeht. Urn aber bei diesem Nachweis unangenehmer 
Rechnerei auszuweichen, will ich durch eine gewisse Transformation zu 
einem einfacheren Fall iibergehen. Zunachst will ich die Tragerkurve 
des nicht charakteristischen Streifens in die x-Achse iiberfiihren. Zu dem 
Zwecke fUhre ich statt x den Parameter u als eine unabhangige Ver­
anderliche 1: ein und setze auBerdem t) = y - y (u), 5- = z - z (u) . 
Dies setzt voraus, daB man x = x (u) nach u auflasen kann, d. h. daB 
die Ableitung x' (~t) nicht verschwindd. Durch diese Transformation 
geht unser Streifen in einen neuen Streifel1 liber. Er erstreckt sich 
langs eines Stiickes der 1:-Achse. SolI er kein charakteristischer Streifen 
sein, so darf jene Determinante (6) nicht verschwinden. Da aber jetzt 
langs des Streifens \.)' = 0 ist, so darf jetzt T nicht verschwinden. Da­
her kann man in der Umgebung des gegebenen Streifens die partielle 
Differentialgleichung nach t auflasen. Wir diirfen daher die weitere 
Betrachtung an eme Differentialgleichung der Gestalt 

(8) t = f (x, y, z, p, q, r, s) 

ankniipfen. Hier ist f (x, y, Z, p, q, r, s) eine eindeutige analytische 
Funktion in einem gewissen Bereich ihrer Argumente; gegeben ist 
ein langs einer Strecke der x-Achse erstreckter Streifen erster Ord­
nung. Durch ihn geht, wie wir schon wissen, gerade ein Streifen zweiter 
Ordnung. Es soIl gezeigt werden, daB durch diesen genau eine Inte­
gralflache geht. Dieser Nachweis kann jetzt ohne sonderliche rech­
nerische Schwierigkeit erbracht werden. Es handelt sich darum, eine 
Lasung z(x, y) von (8) zu finden, fUr die z(x, 0) = 0, P(x 0) =01 , 

q (x, 0) = q (x) gegeben ist. Durch eine weitere Transformation kann 
man die Aufgabe erneut ein wenig vereinfachen. Ich setze namlich an 

Zl = Z -yq(x). 

Dann wird 
A = P - yq', q1 = q - q (x), 

r 1 = r - yq", Sl = S -- q' , t1 = t. 

Die Differentialgleichung geht dadurch in eine neue derselben Art iiber. 

1 Dies folgt daraus, daB jedes Element des Streifens durch die x-Achsc geht. 

22* 
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Die Aufgabe lautet jetzt: Es ist ein Integral von (8) zu bestimmen, 
so daB 

(9) Z(x, 0) =0, P(x, 0) =0, q(x,O)=O 

ist. Diese Aufgabe kann nun leicht durch Potenzreihenentwicklung 
gelOst werden. Es ist keine Beschrankung der Allgemeinheit, anzu­
nehmen, daB das Intervall der x-Achse, in dem der Streifen gegeben 
ist, den Punkt x = ° enthalt. Dann ist die Aufgabe die, das gesuchte 
Integral nach Potenzen von x und y zu entwickeln. Fur die zweiten 
Ableitungen erhalt man zunachst die drei Gleichungen 

t = f(x,y,z,p,q,r,s), 

P' = rx' + sy', 

q' = s x' + t y' , 

wie sie ja fUr einen Streifen zweiter Ordnung gelten mussen. Tragt 
man hier die Bestimmungsstucke des Streifens erster Ordnung bei 
x = 0, y = ° ein, so werden diese Gleichungen 

t == f(O,O,O,O,O,r, s), 

0= r, 

0= s, 

und man entnimmt ihnen r = 0, s = 0, t = 1(0, 0,0,0,0,0,0,). 

M . h h . . d B d' Abl . aiL Z d afJ. Z foo anSle to newelteresem, a Ie eItungenaxfJ. un ay.axfJ. 1 ur 

f-l > 2 in x = y = ° alle verschwinden; denn sie konnen durch Diffe­
rentiation von z(x, 0) und von q(x, 0) nach x erhalten werden. Da aber 
beide zu differenzierende Funktionen identisch in x verschwinden, so 
sind diese Ableitungen auch Null. Die noch zu berechnenden Ablei­
tungen enthalten also alie eine mindestens zweimalige Differentiation 
nach y. Somit konnen sie durch Differentiation von t erhalten werden. 
In 

t = f (x, y, Z, p, q, r, s) 

stehen aber rechts nur Ableitungen, die eine hochstens einmalige Dif­
ferentiation nach y enthalten. Differenziert man also t z. B. n-mal 
nach x, so laBt sich diese Ableitung durch andere ausdrucken, die 
eine hochstens einmalige Differentiation nach y enthalten. Diese sind 
aber, wie schon festgestellt, bei x = y = ° alle Null. Somit sind auch 
aIle Ableitungen bekannt, in welchen eine hochstens zweimalige Dif­
ferentiation nach y vorkommt. Differenziert man aber tn-mal nach 
x und m-mal nach y, so erscheint diese Ableitung ausgedriickt durch 
andere, in welchen eine hochstens (m - l)-malige Differentiation nach 
y vorkommt. Somit kann man auch diese Ableitungen rekurrent aus­
rechnen. Somit sind bei x = y = ° alie Ableitungen des gesuchten 
Integrals eindeutig bestimmt, und es fehlt nun nur noch der Nach­
weis, daD die so fur die Integralflache gefundene Potenzreihe kon-
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vergiert. Dieser Nachweis wird mit Hille der von CAUCHY erfundenen 
J·fajorantenmethode gefiihrt. Diese Methode kniipft daran an, daB sich 
nach der eben angestellten Ubedegung die hoheren Ableitungen linear 
aus gewissen niedrigeren ausdriicken lassen, mit gewissen Koeffizienten, 
welche weiter nichts sind als Multipla der Werte von I (x, y, Z, p, q, r, s) 
und seiner Ableitungen an der Stelle x = y = Z --,- P = q = r = s = O. 
Wir ziehen daher zum Vergleich eine andere partielle Differential­
gleichung heran, deren Funktion I(x, y, Z, p, q, r, s) bei x = y = 0 
lauter groBere Ableitungen hat. Dann hat die nach dem gleichen Ver­
fahren fiir ihre den gleichen Anfangsbedingungen geniigende Losung 
zu findende Potenzreihe sicher groBere Koeffizienten. Konnen wir nun 
aber irgendwie die Konvergenz dieser neuen Reihe in einem gewissen 
Bereich der x und y feststellen, so folgt daraus auch die Konvergenz 
derjenigen Reihe, welche der ersten Differentialgleichung geniigt. Urn 
eine geeignete derartige Majorante angeben zu konnen, nehme ich 
an, I (x, y, Z, p, q, r, s) sei fiir I x 1< (!, I y I < (!, ... , I s I < (! regular! 
und der Betrag von I lage in diesem Bereiche unter M. Dann lehrt der 
CAucHYsche Koeffizientensatz der Funktionentheorie, daB bei x = y =0 

1 I a", + ", + ... +'" t I 
"1!"" "7! ax",ay",.,. as'" : < M 

ist. Die entsprechenden Ableitungen von 

V= M _ 
(1 - x)(l - y) . , . (1 - s) 

sind nun aber gerade diesen Schranken gleich. Es ist namlich 

V = .2 M . x'" •. . s"'. 
'VI + "z + ... + "7 ~ 0 

Daher ist 
t= V 

als majorante Gleichung zu brauchen. Aber man iibersieht nicht so­
fort, daB sie ein unseren Anfangsbedingungen geniigendes Integral 
-besitzt. Daher benutzen wir eine andere Majorante. 

Am einfachsten ist wohl der folgende Weg. Man gehe zunachst 
zu einem System iiber, das mit der Gleichung 

(10) t = V (x, y, Z, p, q, r, s) 

gleichbedeutend ist2• Dies System ist 

(II) Z2'Y = Z3",' 

Z3'Y = iT (x, y, Zl' Z2' Z3' Z2"" Z3a:)' 

1 Da es natiirlich keine Beschrlinkung der Aligemeinheit ist, aber formale 
Vereinfachungen mit sich bringt, werde weiterhin e = 1 angenommen. 

2 Man hlitte natiirlich auch von Anfang an zu einem System iibergehen konnen. 
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Es ist unter den Anfangsbedingungen 

(12) Z1 (x, 0) =0, Z3 (x, 0) = ° 
zu integrieren und entsteht offenbar aus der Gleichung zweiter Ord­
nung (10), indem man 

Z = Z1' P = Z2' q = Z3 

setzt. Umgekehrt stehen drei Funktionen, welche dem System (10) 
und den Anfangsbedingungen (12) geniigen, in der Beziehung zueinander, 
daJ3 Z2 = Z1"" Z3 = Z1Y ist. Es ist namlich nach (II) Z2Y = Z1XY' Also ist 
Z2 = Z1'" + t (x), wo f (x) gemaJ3 (12) zu bestimmen ist. Das liefert 
aber f (x) - O. Daher geniigt die durch (II), (12) bestimmte Funktion 
Z = Z1 (x y) auch der Gleichung (10). Alsdann setzen wir folgende 
majoranten Gleichungen an 

I l'vl 

Z1y = (1- x)(i - y)(1- Z1)(1- ;2)(1 - z3)(1- z2x)(1 -- z3xl' 

111 

(13) \ :2Y = (1 _ x) (1 - y)(1 - z1) (1-~2) (1 - Z3) (1 - Z2x) (1 - 23:: ' 

N3Y - (1- x)(1- y)(1 - 21)(1- 22) (1 - 23)(1- 22x)(1 - 23x )' 

DaJ3 das wirklich Majoranten sind, bestatigt man ohne weiteres, denn 
bei der Entwicklung der rechten Seiten, d. i. 

AI~xk~yk~z~~z~~z~~z~",~z~x, 

kommen doch aile m6g1ichen Potenzprodukte wirklich vor und ihre 
Koeffizienten sind aile positive ganze Zahlen. 

Die majoranten Gleichungen sind unter den Anfangsbedingungen 
(12) zu integrieren. Da auch diese wie die drei Gleichungen v611ig sym­
metrisch in den drei unbekannten Funktionen aufgebaut sind, ist der 
Ansatz Z1 = Z2 = Z3 = 5 erlaubt, und es bleibt somit nur die eine Glei­
chung erster Ordnung 

8iJ M 
7fY (1 - :7) (1 - y) (1 - iJ)3 (1 - iJx)2 

unter der Anfangsbedingung 5 (x, 0) = ° zu integrieren und zu zeigen. 
daJ3 die L6sung in der Umgebung von x = y = 0 nach Potenzen von 
x und y entwickelt werden kann. DaJ3 aber die L6sungen von ana­
lytischen partieilen Differentialgleichungen erster Ordnung mit ana­
lytischen Anfangsbedingungen analytisch sind, laJ3t die friiher ge­
gebene Integrationstheorie erkennen. 

§ 2. Charakteristiken. 

1m Laufe un serer Betrachtungen iiber das Existenztheorem sind 
wir auf die Charakteristiken gefiihrt worden. Und zwar verstanden 
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wir unter einem charakteristischen Streifen zweiter Ordnung die acht 
Funktionen 

x (u), ... , s (u), t (u), 

weIche der partiellen Differentialgleichung (1) bzw. (8), den drei Streifen­
bedingungen (3), (5) und der Gleichung (6) geniigten. Ahnlich wie 
die charakteristischen Streifen erster Ordnung bei den partiellen 
Differentialgleichungen erster Ordnung, spielten auch hier diese Streifen 
eine Ausnahmerolle beim Existenzsatz. Es gelten auch weiterhin fiir 
sie ahnliche Satze wie bei den Gleichungen erster Ordnung. leh will 
aber nur kurz bei diesen Dingen verweilen, so interessant sie an sich 
sein mogen. Der Grund ist der, daB die Betrachtungen zu einer Inte­
grationstheorie der partiellen Differentialgleichungen zweiter Ord­
nung nicht ausgebaut werden konnten. Es ist nicht gelungen, die all­
gemeine Gleichung zweiter Ordnung auf ein System von gewohn­
lichen zuriiekzufUhren. Ob das iiberhaupt moglich ist, ist noeh eine 
offene Frage. Das ist auch der Grund, aus dem wir mit dem Existenz­
satz nicht wie bei den Gleichungen erster Ordnung iiber den analytisehen 
Fall hinausgedeihen konnten, und daB sich hier nicht der Existenz­
satz organisch einer Integrationstheorie einfUgt. leh will somit nur 
ohne Beweis einige Satze iiber Charakteristiken hervorheben. Zunachst 
sieht man, daB es zwei Scharen von Charakteristiken gibt, da die 
Gleichung (6) vom zweiten Grade ist. Verfolgt man aber die Sache 
naher, so erkennt man, daB aus unserer Definition nur sechs gewohn­
liehe Differentialgleichungen fUr die acht Streifenfunktionen flieBen. 
Ein Streifen zweiter Ordnung ist also nieht durch eines seiner Elemente 
bestimmt. Wenn man auch beweisen kann, daB auf jeder Integral­
flache durch jedes ihrer Elemente ein ihr angehoriger charakteristischer 
Streifen zweiter Ordnung gelegt werden kann, so erhaIt man damit 
doch keine Integrationstheorie, wie bei den Gleichungen erster Ordnung, 
wo man nur durch die Elemente eines nichtcharakteristischen Anfangs­
streifens die dadurch bestimmten charakteristischen Streifen hindurch­
legen muBte.· Durch einen jeden charakteristischen Streifen zweiter 
Ordnung kann man unendlich viele Integralflachen hindurchlegen. 
Sie haben langs dieses Streifens eine Beriihrung zweiter Ordnung. 
Falls zwei Charakteristiken zweiter Ordnung verschiedenen Scharen 
angehoren und ein Element zweiter Ordnung gemeinsam haben, so 
geht durch beide genau eine Integralflache hindurch. Diese Bemerkung 
flieBt aus einem aligemeinen von GOURSAT angegebenen Existenzsatz, 
den wir auch bald bei gewissen linearen Differentialgleichungen be­
statigt finden werden. Dieser Satz sagt kurz aus, daB man durch zwei 
einander schneidende Raumkurven genau eine Integralflache legen kann. 
Genauer formuliert sind die folgenden Voraussetzungen zu machen. 
Die beiden gegebenen analytischen Raumkurven sollen von einem Punkte 
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ausgehen und zwei von diesem Punkte ausgehende Tragerkurven von 
charakteristischen Streilen beruhren. Diese beiden Streifen sollen ver­
schiedenen Scharen angehoren. Dann geht durch beide Kurven gerade 
eine Integralilache, welche sich in der Umgebung der Koordinaten xo, Yo 
des Schnittpunktes nach Potenzen von x - Xo und y - Yo entwickeln 
Hi.Bt. Zunachst kann man durch eine Transformation der x, y erreichen, 
daB die beiden Kurven der x-z- bzw. y-z-Ebene angehoren. Denn durch 
eine lineare Transformation der x, y kann man zunachst bewerkstelligen, 
daB die Tangenten der beiden Kurven in diese Ebenen fallen und daB 
der Schnittpunkt beider Kurven auf die z-Achse fallt. Die Gleichungen 
der beiden Kurven sehen dann so aus: 

{ 
Y = a2 x 2 + ... , 
z = 1 (x) 

{
X = b2 y2 + ... , 
z = g (y) 

und nun mache man die neue Transformation 

YI = Y - a2 x2 + ... , 
Xl = X - b2 y2 + ... . 

Damit fallen die beiden Kurven in die beiden erwahnten Ebenen hin­
ein. Nun kann man endlich noch durch eine Transformation von z 
allein erreichen, daB die beiden Kurven in die x- und in die y-Achse 
fallen. Wenn namlich jetzt z = 1 (x) und z = g(y) die beiden Kurven 
sind und also z(x, y) der Bedingung 

z (0,0) = zo' z (0, y) = g (y), z (x, 0) = 1 (x) 

genugen soli, so setze man 

Zl = z -I (x) - g (y) +- zo' 

und nun ist ZI(O,y) = O,Zl(X,O) = O. Somit kann man sich beim 
Beweis auf den Fall beschranken, daB ein Integral der Differential­
gleichung (5) durch die x- und die y-Achse hindurchgelegt werden 
soli. Es soli also z(x, 0) = z(O, y) = 0 sein. Nun aber war noch an­
genommen, daB die beiden gegebenen Kurven in ihrem Schnittpunkt 
Charakteristiken berUhren. Somit muB die Gleichung (7), welche die 
Richtungen der Charakteristiken im Koordinatenanfangspunkt be­
stimmt, durch x' = 0 sowohl wie durch y' = 0 erfiillt sein. \Venn 
nun aber im Ursprung die Integralflache durch die beiden Koordinaten­
achsen hindurchgehen soli, so muB die x-y-Ebene dort ihre Tangential­
ebene sein, also ist im Ursprung p = q = o. Das erkennt man ja auch 
durch Differentiation von z(x,O) bzw. z(O, y). Ebenso folgt, daB im 

a" 8" 
Ursprung auch r = t = 0 sein muB, sowie daB im Ursprung 8x~' = 8:' = 0 

ist fiit aIle 'JI. Soli nun also (7) im Ursprung durch x' = ° sowohl wie durch 
y' = 0 erfiillt sein, so muB im Ursprung R = 0 u'nd T = 0 sein. Dabei 
sind ruese Funktionen fur die Werte x = y = z = p = q = r = t = 0 
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und fUr s = 1(0,0, .. . ,0) zu bilden. Da aber R = - ~~ und T = - ~~ 
ist, so muB in der Umgebung des Ursprungs die Differentialgleichung (5) 
so aussehen 

(14) s = a + b x + c y + dz + e P + 1 q -!-. Glieder hOherer Ordnung. 

Die Glieder r und t fehlen, a, b, c, ... sind Konstanten, und die 
nicht aufgeschriebenen GliEder sind alie vom zweiten oder hoheren 
Grade. Nunmehr kann der Beweis durch die Majorantenmethode zu 
Ende gefUhrt werden. 

Man kann namlich aus (14) samtliche Ableitungm der Losung im 
Ursprung durch sukzessivcs Differenzieren nach x und y bestimmen, 
da wir schon wissen, daB die AblEitungen nach den x oder nach den y 
aliein aile verschwinden. Daher lassen sich alie Ableitungen additiv 
aus solchen niedrigerer Ordnung aufbaum und man bekommt sicherlich 
Majoranten fUr diese Koeffizienten, wenn man den Koeffizienten­
bestimmungsprozeB auf eine Gleichung anwendet, die aus (14) dadurch 
hervorgeht, daB man alie Koeffizimtm von (14) durch positive absolut 
genommen nicht klein ere ersdzt. Die majorantc Differentialgleichung 
muB dazu so beschaffen sein, daB man die Konvergenz der Losullgsreihe 
iibersieht. 

Zunachst schatzen wir die Koeffizienten von (14) abo Ich nehme 
dazu an, daB die rechte Seite von (14) absolut genommen kleiner als M 
sei, wahrend 

~x <1, iyi<l, !zi<l, p\<l, lq[<l, Irl<l, !tl<l 
ist. 

Die Abschatzungen soilen fiir beliebige komplexe Variablenwerte 
gelten. Dann ergibt sich rechts in (14) fiir den Koeffizienten eines jeden 
Gliedes, in das die Variablen zur Exponentensumme 'JI eingehen, als 
majoranter Wert 

M. 
Eine majorante Differentialgleichung ist dann 

(15) s = (1 _ (x + y» (1 _ z) ({~ (P + q» (1 _ (r + t» -11J (1 + r + t) . 

Zur Integration von (15) machen wir den Ansatz 

z=/(u), u=x+y. 

Dadurch geht (15) in (16) iiber: 

(16)" ]\I[ lYI 1 2") z = (1 _ ttl (1 _ z) (1 - 2 z) (1 _ 2 z'i) - (+ z 

oder anders geschrieben 

z" (1 - 2 z") + M (1 - 4 (Z")2) = (1 _ 1t) (1 ::: z) (1 _ 2 z') 
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oder 

- {Z")2 (2 + 4M) + z" = (1- u) (1 ~IZ) (1- 2.0') -M. 

Diese Gleichung kann man in der Umgebung von u = Z = z' = 0 nach 
z" auflosen: 

Z" = f(! (u , Z, z') , 

wo f(! nach Potenzen von u, z, z' fortschreitet und lauter positive Koeffi­
zienten besitzt. Nach der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichun­
gen besitzt diese Gleichung eine wohlbestimmte Losung, welche nach 
Potenzen von u in der Umgebung von u = 0 entwickelt werden kann 
und die bei u = 0 verschwindet. Ihre Koeffizienten bekommt man 
durch sukzessives Differenzieren von f(!. Sie sind also alle positiv. Ersetzt 
man u durch x + y, so hat man eine Losung von (15) mit lauter posi­
tiven Koeffizienten, die groBer sind als die der gesuchten Reihe, die 
(14) befriedigt. Denn die Koeffizienten von x" und y" sind in der neuen 
Reihe positiv und die iibrigen Koeffizienten gewinnt man aus diesen 
als ganze rationale Funktionen mit positiven Koeffizienten. 

§ 3. MONGE-AMPEREsche Differentialgleichungen. 

1. Charakteristiken erster Ordnung. Das sind Differentialgleichungen 
von folgender Gestalt: 

(17) o = A + Br + C s + Dt + E (rt - S2) • 

Die Koeffizienten sind analytische Funktionen von y, y, Z, p, q. Sie 
umfassen also namentlich auch die in den Ableitungen r, s, t linearen 
Differentialgleichungen, fUr die E = 0 ist. Diesem wichtigen Sonder­
fall werden wir uns bald zuwenden. Hier soIl es sich urn die Feststellung 
handeln, daB man in gewissen Fallen die Integration auf die von par­
tiellen Differentialgleichungen erster Ordnung zuriickfiihren kann. Dies 
hangt mit Besonderheiten zusammen, welche die Charakteristiken der 
MONGE-AMP:i;:REschen Gleichungen aufweisen. Man kann namlich Streiten 
erster Ordnung angeben, welche Trager aller charakteristischen Streiten 
zweiter Ordnung sind. Fiir einen charakteristischen Streifen zweiter 
Ordnung mussen neben der partiellen Differentialgleichung (17) noch 
die beiden Gleichungen (5) sowie die Gleichung (7) gelten. Diese letztere 
lautet hier so: 

(18) (B + Et) y'2 - (C - 2E s) x' y' + (D + E r) X'2 = O. 

Nun folgt aber aus (5), daB 

ty'2 + 2sx'y' + rx'2 = x'p' + y'q' 

ist. Daher kann man statt (18) auch schreiben 

(19) By'2 - Cx'}" + Dx'2 + E(x' p' + y' q') = o. 
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Lost man endlich (5) nach r und t auf und tragt das Gefundene in (17) 
ein, so wird wegen (19) auch noch 

(20) A x' y' + BP'y' + Dq' x' + Ep' q' = O. 

Ein Streifen erster Ordnung nun, fUr welchen die beiden Gleichungen 
(19) und (20) gelten, solI ein charakteristischer Streifen erster Ord­
nung heiBen. Aus der eben angestellten Betrachtung folgt, daB jeder 
charakteristische Streifen zweiter Ordnung einen solchen erster Ord­
nung enthalt, oder mit anderen Worten, daB die fUnf ersten Funk­
tionen eines charakteristischen Streifens zweiter Ordnung einen charak­
teristischen Streifen erster Ordnung bestimmen. Umgekehrt kann man 
auch zeigen, daB unter der Zusatzannahme, daB C 2 - 4B D + 4E A =f= 0 
ist, d. h. nach (18), daB die beiden Scharen der Streifen zweiter Ordnung 
nirgends zusammenfallen, jeder· charakteristische Streifen erster Ord­
nung in einem charakteristischen Streifen zweiter Ordnung enthalten 
ist; die zu einem charakteristischen Streifen erster Ordnung gehorigen 
charakteristischen Streifen zweiter Ordnung hangen noch von einem 
Parameter abo Doch will ich dem nicht weiter nachgehen. Die charakte­
ristischen Streifen erster Ordnung miissen sich nUll ebenso wie die Strei­
fen zweiter Ordnung in zwei Scharen zerlegen lassen. Diese Zerlegllng 
bewerkstelligt man leicht, wenn man von der Zerlegung der Streifen 
zweiter Ordnung in zwei Scharen ausgeht. Zu dem Zweck lose man 
die Gleichung (18) nach y': x' auf. Man findet wegen (17) 

(21) 
y' C - 2Es± l'C2 - 4BD+4EA 
,1;' 2(B + Et) 

oder 

(22) 
x' C - 2Es ± lC2 - 4BD + 4EA 
y' 2(D+Er) 

als die beiden Wurzeln. Nennt man nun die beiden Wurzeln der Glei­
chung 

(21a) A2 +C).+BD-EA=0 

}'l und A2 , so kann man fUr (21) auch kurz schreiben 

(21') 
y' (B + Et) + Esx' + A1X' = 0 

y' (B + Et) + Esx' + }'2X' = o . 
. \nalog folgt fur (22) 

x' (D + E r) + E sy' + }'lY' = 0 . 
(22') 

x'(D + Er) + Esy' + A2Y' = O. 

Wegen (5) kann man fUr (21') aber wieder schreiben 

(22a) 

(22b) 

y" B + Eq' + AIX' = 0, 

y' B + E q' + A2 x' = 0 . 
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Analog formt man (22') mit Hille von (5) urn und findet: 

(23a) 

(23b) 
x'D + Ep' + A2Y' = 0, 
Xl D + E pI + Alyl = 0 . 

Damit sind die beiden Scharen der Charakteristiken erster Ordnung 
getrennt. Die eine Schar ist definiert durch (3), (22a), (23a), die andere 
durch (3), (22b), (23b). 

2. IntegralfHichen. Auf jeder IntegralfHi.che von (17) liegen sowohl 
Charakteristiken der ersten wie der zweiten Art. Beide fallen iibrigens 
fUr Al = A2 zusammen. 

An der Spitze der Integrationstheorie steht der Satz, da/3 eine jede 
Flache, weiche aus solchen Charakteristiken erster Ordmmg aufgebaut 
ist, eine I ntegraiflache von (17) ist. lch will also annehmen, ein FHichen­
stiick werde durch eine einparametrige Schar von Charakteristiken 
erster Ordnung liickenlos iiberdeckt, und zwar sei 

x = x (u, v) , ... , q = q (u, v) 

eine Parameterdarstellung des FHichenstiickes und seiner Ableitungen, 
wobei diese Funktionen analytische Funktionen und v = konst. die 
Charakteristiken seien. Also gelten fUr jedes v langs eines Streifens 
der Flache die Gleichungen 

ylB + Eq' + AIXI = 0 

E p' + y' A2 + D x' = 0 
pI _ y's - r x' = 0 

- y't + ql - S x' = 0 . 

Dabei nehme ich an, es lage gerade ein Streifen der ersten Sorte 
vor. 1m anderen Falle schlieBt man ganz analog. Die beiden letzten 
Gleichungen bringen ja nur zum Ausdruck, daB ein Streifen auf einer 
FHiche vorliegt. FaBt man die vier Gleichungen als vier lineare Glei­
chungen fiir x', y', p', q' auf und beachtet, daB langs eines Streifens 
einer Flache z = f (x, y) diese Funktionen nicht aIle verschwinden 
konnen, so muB die Determinante des Gleichungssystemes Null sein. 
Diese ist aber wegen (18') 

- E {A + B r + C s + D t + E (rt - S2) } • 

1m Fall E =1= 0, in dem Falle also, wo (17) nichtlinear ist, ist also (17) 
erfiillt. 1st aber (17) linear, so gilt der SchluB nicht. Will man auch in 
diesem somit hier unerledigten Fall einer in den Ableitungen linearen 
Differentialgleichung zu einer Charakteristikentheorie gelangen, so muB 
man wesentlich umstandlicher verfahren. Man vgl. das Werk von GOUR­
SAT iiber diesen Gegenstand. 

DaB auch umgekehrt jede Integralflache so entsteht, beruht auf 
der friiher angefUhrten Bemerkung, daB eine jede Integralflache von 
(17) aus c:harakteristischen Streifen zweiter Ordnung aufgebaut ist, in 
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Verbindung mit der anderen Bemerkung, daB jeder Streifen zweiter 
Ordnung von einem der ersten getragen wird. 

3. Zuriickfiihrung auf partielle Differentialgleichungen erster Ord­
nung. Die ganze weitere Schwierigkeit der Integration liegt jetzt darin, 
die Charakteristiken erster Ordnung zu bestimmen und aus ihnen 
FHi.chen aufzubauen. Diese Aufgabe erinnert an die analoge, weIche 
wir bei den partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung bereits 
gelOst haben. Tatsachlich kann man nun unsere jetzige etwas kompli-

I 
ziertere Aufgabe auf die friihere zuriickfiihren und damit gleichzeitig 
auch angeben, inwiefern die jetzige Aufgabe schwieriger ist als die 
friihere. Die Zuruckfiihrung gelingt dadurch, daB man partielle Diffe­
rentialgleichungen erster Ordnung angibt, deren Charakteristiken samt­
lich in einer der beiden Scharen un serer jetzigen Charakteristiken 
erster Ordnung enthalten sind. Sei also 
(24) V(x, y, Z, p, q) = 0 
eine soIche partielle Differentialgleichung erster Ordnung. Die gewohn­
lichen Differentialgleichungen 

(25) 

X' = 

y' = 

av 
ap 
av 
iii 

I av av 
1 

z = p ap + q aq 

p' = _ av _ p av 
ax az 

I av av 
q=-ay-q7)Z 

bestimmen ihre Charakteristiken. Die Frage lautet: wann sind mit 
diesen Gleichungen notwendig auch die drei Gleichungen (3), (22a), 
(23a) oder (3), (22b), (23b) einer unserer Scharen von Charakteristiken 
erster Ordnung der Gleichung (17) erfiillt? Tragen wir, urn das zu 
erkennen, die Gleichungen (25) z. B. in die erste der beiden Gruppen, 
also in (3), (22a), (23a) ein, so ist (3) von selbst erfiilit, und die beiden 
anderen fiihren zu den beiden linearen partiellen Differentialgleichungen 

av, pav_Dav_A2 av_ o 
ax -r az E ap E aq -
av + aV_A1av_Bav_o 
ay q az E ap E aq - , 

(26a) 

weIchen V geniigen mull Aus der anderen Schar von Charakteristiken 
werden die beiden Gleichungen 

av +pav _D~_}'lav =0 
ax az E ap E aq 
av+ aV_i'2av_!!..av_o 
ay q az E ap E ay -

(26b) 
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gewonnen. Wenn somit die Charakteristiken t'on (24) siimtlich in einer 
unserer beiden Scharen von Charakteristiken erster Ordnung enthalten sein 
sollen, so muf3 notwendig V entweder den beiden partiellen Differential­
gleichungen (26a) oder den beiden (26b) geniigen. Diese notwendige Be­
dingung ist aber auch hinreichend. Nehmen wir also z. B. an, V genuge 
den beiden Gleichungen (26a), dann sind fur die durch (25) bestimmten 
Charakteristiken von V = 0 notwendig auch die Gleichungen (3), (22a), 
(23a) erfullt. Fur (3) ist das wieder selbstverstandlich, und die beiden 
anderen verifiziert man einfach durch Einsetzen von (25) in (22a) und 
(23a). Da nun aber nach S.348 jede aus einer der beiden Charakte­
ristikenscharen erster Ordnung aufgebaute Flache eine Integralflache 
von (17) ist, so k6nnen wir unser Ergebnis nun auch so aussprechen: 
Falls V einem der beiden Gleichungspaare (26a) oder (26b) geniigt, so ist 
jede 1 ntegralfliiche von (24) auch 1 ntegralfliiche von (17). Wir nennen 
dann Vein erstes Integral von (17). 

Man kann auch umgekehrt aus unseren Betrachtungen leicht den 
SchluB ziehen, daB die samtlichen Integrale von (24) nur dann auch 
(17) genugen k6nnen, wenn V einem der beiden Gleichungspaare (26a) 
oder (26 b) genugt. Je nach der Zahl von unabhangigen Integralen 
eines der beiden Paare linearer partieller Differentialgleichungen (26a) 
oder (26b), die man zu bestimmen in der Lage ist, wird man nun die 
Integration der Gleichung (17) mehr oder weniger vollstandig be­
herrschen. Kennt man insbesondere zwei unabhangige Integrale eines der 
beiden Systeme (26a) oder (26b), VI und V 2, so genugt auch VI - <P(V2) 
dem gleichen System, wenn <P eine willkurliche Funktion ist. Dann ist 
neben VI = 0 und V 2 = 0 auch VI - <P(V2) = 0 ein Integral von (17), 
d. h. jede L6sung von VI - <P(V2) = 0 genugt auch (17). Dann ist 
die Integration von (17) erledigt. Nach S. 339 ist namlich jede L6sung 
von (17) durch einen Anfangsstreifen bestimmt. Man wahle dann die 
willkurliche Funktion <P so, daB fUr den gegebenen Anfangsstreifen 
VI - <P(V2) = 0 ist und lege dann durch seine Elemente die charakte­
ristischen Streifen von 

VI - <P(V2) = O. 

Das fUr die Integration der Systeme von partiellen Differential­
gleichungen erster Ordnung mit einer Unbekannten Erforderliche ist 
bereits fruher vorgebracht worden. 

Es ist aber zu bemerken, daB die Zahl der uberhaupt vorhandenen 
unabhangigen Integrale von vornherein feststeht. Sie ist von Fall zu 
Fall verschieden. Nach S. 284 genugt namlich jedes Integral, das zwei 
linearen partiellen Differentialgleichungen A (V) = 0 und B (V) = 0 ge­
nugt, auch der Gleichung [A, B] = 0 und das kann eine neue, nicht 
von selbst erfullte seinl. Die Methode fuhrt daher nicht immer zum 

1 Der eben benutzte Klammerausdruck wurde S. 284 erkHl.rt. 



§ 4. Lineare Differentialgleichungen. 351 

Ziei. Mehr als ein gemeinsames Integral der beiden Gleichungen (26a) 
kann namlich nur dann vorhanden sein, wenn die Integrabilitats­
bedingung [A B] = 0 identisch erfiillt ist. 

4. Beispiel. \Vir betrachten nun noch ein Beispiel aus der Flachen­
theorie. Es handelt sich darum, die Differentialgleichung der abwickel­
baren FHi.chen zu integrieren, also urn den Nachweis, daB alIe Flachen 
mit lauter parabolischen Punkten langentreu auf die Euklidische Ebene 
abgebildet werden konnen. Diese Aufgabe lauft auf die Integration der 
Differentialgleichung 
(27) rt - S2 = 0 
hinaus. Die beiden Scharen von Charakteristiken erster Ordnung 
fallen hier zusammen. Denn die Gleichung (21a) wird hier AZ = 0 und 
ihre beiden Wurzeln sind also Al = }'2 = O. Daher sind jetzt die Charak­
teristiken erster Ordnung aus den Gleichungen 

q' = 0, p' = 0, Z' - P x' - qy' = 0 

zu bestimmen. Fur die Integrale V ergeben sich die Gleichungen 

av ~ _ 0 av av = 0 
ax + P iJz -, iJy + q az • 

Wir erkennen sofort, daB VI = p, V 2 = q, Va = Z - px - qy drei 
Integrale sind. Also sind auch 

q=f(P), Z - px - qy = g(P) 

Integrale von (27). Die zweite ist eine CLAIRAuTsche Differential­
gleichung, und deren Theorie lehrt, daB man aile Integrale derselben 
als Einhullende der Ebemnschar 

Z - ex - w (e)y = gee) , 

wo wee) eine willkurliche Funktion ist, erhalt. Die Integralflachen 
sind also abwickelbare FBi.chen. Aber Z = ex + j(e)y + d ist auch ein 
voilstandiges Integral der Gleichung q = t{P), so daB diese auch nichts 
Neues mehr liefert. 

§ 4. Lineare Differentialgleichungen. 
Darunter versteht man eine Differentialgleichung, weIche die un­

bekannte Funktion z und ihre samtlichen Ableitungen nur linear ent­
halt. Sie ist also von der Form 

(28) aor + a l s + azt + blP + b2q + ez + d = o. 
Die Koeffizienten ao, ... , d sind stetige Funktionen der unabhangigen 
Veranderlichen x, y. 

Die Charakteristiken erfahren hier eine weitere Spezialisierung. 
Die Gleichung (7) 
(29) aoy'2 - alx'y' + a2 x'2 = 0 
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namlich, welche die Charakteristiken definierte, enthalt jetzt nur noch 
x, y, legt also gewisse Kurven der x-y-Ebene fest, die wir jetzt kurz 
als Charakteristiken bezeichnen wollen. Wir werden dieselben jetzt 
nur dazu verwenden, urn eine Einteilung der linearen Gleichungen 
anzugeben und urn dieselben auf gewisse Normalformen zu trans­
formieren. Dabei benutze ich die leicht zu verifizierende Tatsache, 
daB bei Koordinatentransformation Charakteristiken in Charakteristiken 
iibergehen1. Ich nehme zunachst an, die beiden Scharen von Charak­
teristiken fielen nicht zusammen. Dann kann ich dieselben als Koor­
dinatenlinien nehmen und mir die Frage vorlegen, wie eine auf ihre 
Charakteristiken x = konst. und y = konst. als Koordinatenlinien be­
zogene lineare partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung aussieht. 
SolI aber die Gleichung (29) sowohl fiir x' = 0 wie fUr y' = 0 erfiillt 
sein, so muB ao = 0 und aa = 0 sein. Somit sieht die Gleichung (28) 
dann so aus 

(30) 

Diese Normalform wollen wir nun beibehalten, wenn die Charak­
teristiken reell sind. Wir wollen dann sagen, die Gleichung sei yom 
hyperbolischen Typus und (30) sei eine Normalform derselben. Sind 
die Charakteristiken imaginar, so sagen wir, die Gleichung sei yom 
elliptischen Typus. Hier kommt man leicht zu einer reellen Normal­
form, indem man verlangt, x + iy = konst. und x - iy = konst. 

1 Fiihrt man nll.mlich durch 
x=x(~, fJ) 

Y=Y(~'fJ) 

neue Koordinaten ein, so setze man 

S= (
ax 
a~ 

ay 
a~ 

ax) afJ 
ay . 
afJ 

Man bezeichne die durch Vertauschen der Zeilen und Kolonnen entstehenden 
transponierten Matrizen mit A' und S' und setze ferner 

Dann sind die Koeffizienten der Glieder zweiter Ordnung nach der Transformation 
die Koeffizienten der Matrix 

Al = S' AS 

und es ist 
(A 1)-1 = S-l A-I S'-l 

die Matrix der aus (29) bei der Transformation entstehenden Gleichung. Dieser 
Sachverhalt beweist die ausgesprochene Behauptung. 
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sollten die Charakteristiken sein. Dann muG die Gleichung (29) so aus­
sehen: a(x'2 + y'2) = 0, d. h. es muG ao = a2 = a und a1 = 0 sein. 
Dann wird also 

a(r + t) + blP + b2 q + cz + d = 0 

eine Normalform des elliptischen Typus. Auf ahnliche Weise kann man 
leicht eine weitere Normalform des hyperbolischen Typus bekommen. 
Man verlange, daG x + y = konst. und x - Y = konst. die Charak­
teristiken seien. Dann muG (29) so aussehen: a(x'2 - y'2) = 0, d. h. 
es ist ao = - a20 = a und a1 = O. Also wird 

a (r - t) + b1 P + b2 q + c z + d = 0 

eine weitere Normalform des hyperbolischen Typus. 
Den noch iibrigen Fall, wo die beiden Scharen von Charakteristiken 

zusammenfallen, nennt man den parabolischen Fall. Jetzt nehmen 
wir x = konst. als Charakteristikenschar doppeltzahlend. Dann muG 
sich (29) auf a2 x'2 = 0 reduzieren. Also wird 

a2 t + b1 P + b2 q + c z + d = 0 

Normalform des parabolischen Typus. 

II. Kapitel. 

Hyperbolische Differentialgleichungen. 

§ 1. Die LAPLACE sche Kaskadenmethode. 
Ihr Zie1 ist es, durch Quadraturen eine hyperbolische Differential­

gleichung zu integrieren. Die Gleichung 
82 z 8z 8z . 

(1) 8x8y + a (x, y) ax + b (x, y) ay + c(x,y) z + d(x, y) = 0, 

deren Koeffizienten stetig differenzierbare Funktionen sein sollen, kann 
man auf die Form bringen 

(2) 

(3) 

8 (8Z ) (8Z) . ax "8Y.+ az +b ay+az -hz+d=O. 

Dabei ist zur Abkiirzung 
8a 

h=-+ab-c 8x 

gesetzt. Man karin dafiir auch schreiben 
8z1 

(4) ----ax + bZ1 - hz + d = 0, 

indem man 
oz 

(5) zl=ay+az 

setzt. 1st dann h = 0, so ist (4) eine Gleichung fiir Zl allein, die man 
BIEBERBACH. Ilifferentialgleichungen. 3. Aufl. 23 
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als gewahnliche line are Differentialgleichung erster Ordnung integrieren 
kann. Hat man Zl bestimmt, so erhalt man aus (5) z, da dies wieder 
eine gewahnliche lineare Differentialgleichung fiir Z ist. 

1st aber h =l= 0, so eliminiere man Z aus (4) und (5), urn eine Glei­
chung fiir Zl allein zu erhalten. Sie ist wieder vom hyperbolischen Typus 
und kann ganz analog weiter behandelt werden. Wenn ihr h Null 
ist, kann sie durch Quadratur gelast werden. Sonst fiihrt der Ansatz 
auf eine neue Gleichung usw. Es werden aber nur vereinzelte Falle 
sein, denen man so beikommen wird. Immerhin hat man noch einen 
zweiten analogen Fall zur Verfiigung, indem man die Rollen von x und 
y vertauscht. 

1st z. B. 

(I') ~ ex!!!...-~ = 0 
j)x j)y + j)x ely 

vorgelegt, so wird h = O. Man hat 

(4') 

Also wird Zl = eX'<p(y), wo <p(y) eine "willkiirliche" Funktion von y 
ist. Demnach findet man fiir Z die Differentialgleichung 

(5') elZ ( ) j)y + eX z = eX. <p y . 

Demnach wird 
y 

Z = exp (-ye x). {7j!(x) + eX f <p(?')) exp (1)Cx) d?')} 

mit einer zweiten willkiirlichen Funktion 7j!(x) die allgemeinste Lasung 
von (I'). exp (x) bedeutet dabei wieder eX. 

§ 2. Die RIEMANNsche Integrationsmethode. 

1. Existenzbeweis. Das Ziel ist es, durch einen gegebenen Streifen 
erster Ordnung ein Integral von (1) zu legen. Dabei werde angenommen, 
daB dieser Streifen iiber keiner Charakteristik liegt. D. h. also: Es 
seien langs einer stetig differenzierbaren Kurve @;: x = x(t) , Y = y(t} 
(a < t < b), die nirgends del' x-Achse oder del' y-Achse parallel sein 
mage, die Werte von z, p, q vorgeschrieben, derart, daB die Streifen­
bedingung 

z' (t) = P (t) x' (t) + q (t) y' (t) 

erfiillt ist. Die Gleichung der Kurve @; kann somit sowohl in del' Form 
y = f(x) , wie in der Form x = g(y) geschrieben werden. Diese stetig 
differenzierbare Kurve wird also von keiner Parallelen zu einer Koordi­
natenachse in mehr als einem Punkte getroffen. @; geh6re weiter einem 
Bereiche an, in welch em die Koeffizienten von (1) stetige Funktionen 
seien, und langs der Kurve seien auch z', p, q als stetige Funktionen 
vorgeschrieben. 
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Man kann z. B. den Ansatz so machen: Li.ngs der Kurve sei 
Z = 1p{x) + "P(Y), P = 1p' (x), q = "P' (y). Ein erstes Verfahren zur 
Lasung dieses Problemes wird durch die Methode der sukzessiven 
Approximationen geliefert. Zunachst ist es leicht, die Gleichung 

a~;~ + d = 0 unter der angegebenen Anfangsbedingung zu integrieren. 

Denn ihr genugt 

Zo = q;(x) + "P(y) - J J d·d;d'rj. 

Dabei ist das Doppelintegral uber den in Abb. 16 schraffierten Bereich G 
zu erstrecken. Man kann also schreiben 

x t(~) 

Zo = 1p(x) + "P(y) - J J d(~,'rj) d'rj d~. 
g(y) y 

Hieraus leuchtet ein, daB Zo = 1p (x) + "P (y) 
wird auf [, d. h. fur x = g(y), sowie daB 

r------------=~B&=fi) 

ist. 

::>2 " 

~-.Ld=O ux uy I 

Als nachsten Schritt integrieren wir 

Ci2Z1 + Cizo + b Cizo + . - - 0 
dx Ciy a Cix TJY C 40 -

A(x-«.) 

Abb.16. 

mit der folgenden Anfangshedingung: Zl soil auf [ verschwinden. Ihre 
Lasung im Punkte (x, y) ist 

(6) ff( Cizo b azo ) de 
Zl = - a a; + BY + C Zo s- d'rj , 

wo das Integral uber den in Abb. 16 schraffierten Bereich G zu er 
strecken ist. Rekurrent wird 

(7) 

gesetzt, wo wieder das Integral uber den Bereich G der Abb. 16 zu er­
strecken ist. 

Dann laBt sich beweisen, daB die Reihe 

(8) Zo + Zl + ... 
gleichmaBig konvergiert und der gegebenen Gleichung (1) unter den 
vorgeschriebenen Anfangsbedingungen genugt. 

Ich zeige zunachst, daB die Reihe (8) und die Reihen ihrer Ableitungen 
nach x und nach y gleichmaBig im abgeschlossenen Rechteck der 
Abb. 16 konvergieren. In diesem Bereich magen die absoluten Betrage 

von a, b, c, Bazo , ~ Zo , Zo unter der Schranke M liegen. F sei der Flachen-
x· uy 

23* 
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inhalt des schraffierten Gebietes G. Dann ist nach (6) 

IZll < 3M2F < 3M2(X-ex) (f3-y). 
Ferner ist I(z) 

(9) az" _ -f( aZ"_l + b aZ"_l + ) d ax - a ax ay CZn_ 1 'fJ. 
11 

Ferner ist Z 

(10) az" =f( aZ"_l + b (}Z"_l + ) dt: 
ay a ax ay C Z"-l ". 

g(lI) 

Daher wird zunachst 

I~; i < 3M2(P_y), 

I ~; I < 3M2 (x-ex) • 

Ich setze fortan 

p. = x - ex + P -y, N = max (3M,~ -=-exex~~ -=-~ 3Mf 

Dann ist in G 

IZll <MNp., 1~;t<MNP.' I~;I <MNp.. 

Wir wollen nun zeigen, daB allgemein in G 

I I MN""," laz"l MN""," laz,,11 MN""," 
z" < n I ' a x < n I ' i a y < n! 

gilt. Zum Beweis nehme ich an, diese fUr n = 1 richtige Abschatzung 
sei bereits fUr n = 'II - 1 bewiesen und schlieBe daraus auf ihre Geltung 
fUr n = 'II. Nach (7) wird namlich fUr n = 'II 

Also 

MNv-liT IZ,.I < 3M· ('/I-if! (~- ex + P - 'fJ)"-ld~ d'fJ, 
G 

MN"-lSZf
P 

< 3M ('/1-1)1 (~-ex+P-'fJ)"-ld~d'fJ, 
a 11 

M N"-l (~ - ex + f3 - y)"+l_ (~ - ex)"+l- (f3 _ y)"+1 
~3M'-'/I-I- '/1+1 ' 

MN"-l < 3M ._'/I!- (x - ex) (P - y) (x - ex + P _y),,-l, 

~ (y - ex) ({l - Cl) f t" 
-y-ex+f3-Cl • 

MN""," 
IZ"!<-'/I-I-· 

1 max (a, b) ist so definiert 

{ a wenn a>b 
max (a, b) = b . = 

wenn b>a 
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Ferner wird nach (9) 
fI 

: azp , !vI N"-l f 1 
ja;;!<3M(V_l)! (x-ex;+fJ-rJ)V- dy, 

y 

MN"-l[ ] < 3 M . ~ (x - ex; + fJ - y)v - (x - ex;}v , 

MN"p.P <--,-. - v. 

Ebenso findet man i a Zp I < M N V p." • 
lay - v! 
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Aus der gleichmaBigen Konvergenz von (8) im abgeschlossenen 
Bereich folgt sofort, daB sie den vorgeschriebenen Randbedingungen 
geniigt und folgt auch, daB die gefundene Reihe (1) geniigt. Dies er­
kennt man, indem man (1) so schreibt 

z(x,y) = -ff(a;; + b:; + cz + d)d~drJ' 
wo das Integral wieder iiber den in Abb. 16 schraffierten Bereich zu 
erstrecken ist. 

2. Die RXEMANNsche Methode. Die RIEMANNsehe Integrationsmethode, 
der ich mieh jetzt zuwende, gestattet es oft, ohne solche Reihenent­
wicklungen das Problem zu losen. Ieh kniipfe zunaehst an die homogene 
Gleichung an. leh nehme also in (1) d = 0 an, und will somit die Diffe­
rentialgleichung 

(11) s + ap + bq + cz = 0 
behandeln. Die RIEMANNsehe Integrationsmethode geht von der so­
genannten GREENschen Formel aus. Ich bezeichne den Differential­
ausdruek auf der linken Seite von (11) abkiirzend mit £ (z). Versueht 
man dann partielle Integration auf J J v £ (u) dx dy anzuwenden, so 
wird man auf die GREENsche Formel gefiihrtl: 

(12) J J (v £(u) - u rol(v)) dx dy = J (Pdy - Qdx). 

1 Man nehme einen Bereich, der in jeder der beiden folgenden Formen dar­
gestellt werden kann: 

oder 

Dann ist 

Idy):S;v < 12(Y)' a:Sy:'Sb 

rt.~x~f3. 
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Hier ist das Doppelintegral iiber einen Bereich, in dem die Koeffi­
zienten und die Funktionen u und v mit den vorkommenden Ablei­
tungen stetig sind, zu erstrecken. Es ist WC der adjungierte Differential­
ausdruck 

WC(V) = ~ __ a(av) _ a(bv) cv 
axay ax ay + 

und es ist 
P = 1_ a(uv) _ u (aV _ av) 

2 ay ay 

Q = ~ a (uv) _ u (~ _ bV) . 
2 ax ax 

Das Kurvenintegral ist iiber den Bereichrand zu erstrecken, so daB 
daB Innere zur Linken bleibt. Wir werden die Fonnel hernach aus­
schlieBlich auf einen Bereich G (Abb. 16) anwenden, der einesteils von 
einem Bogen der Kurve (£ begrenzt ist, auf dem die Anfangsbedingungen 
fiir ~t vorgeschrieben sind, und von zwei Charakteristiken durch einen 
Punkt (~, 1]), in welchem wir die Losung u zu berechnen wiinschen. 
Fiir u wahle ich die gesuchte Losung von £ (u) = 0 und fur v wahle 
ich eine noch naher zu bestimmende Losung von WC (v) = o. Dann ist 

J (Pdy - Qdx) = 0, 

mit anderen Worten ist nach Abb. 16 
A, A, A, 

f P d 1] - J Q d ~ + J (P d 1] - Q d~) = 0 
A, A, A3 

oder 
A, A, 

('UV)A, = ~ (UV)Al + ~ (1~V)A3 - J u(vy - av) d1] + J u(v", - bv) d~ 
A, A, 

A, 

+ J (Pd1] - Qd~). 
A, 

LaSt man x und y ihre Rollen bei dieser Rechnung vertauschen, so findet man 

ff' azu f au I av IS azv ,v axay = v ay dy + ~t ax dx + u axay dxdy. 
G: 

Daraus folgt 

ff( azu azv ) 1 I[( av aU) (aU aV) ] v axay-U axay dxdY=2 1{ax -v ax dx + v ay-U ay dy 
(l; 

=f[~ a(uv) -1t~1 dy -f(~ a(1tV) - u8V ) dx. 
2 ay ay J 2 ax ax 

(l; (l; 

Ferner ist 

ffva~;dXdY= faUVdY- ff~ta~a:)dXdY 
I:); 

ffVb~;dXdY=- fbUVdX- ffua~b;)dXdY. 
Ii); 

Alles zusammen liefert die Formel des Textes. 
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Nun wahle ich insbesondere v so, daB auf A2Aa 

vll - av = 0 

v",- bv = 0 
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ist. Das ist also gleichbedeutend damit, zu fordern: Auf A2A3 sei 
1(1£) g(y) 

v=exp(ja(x,1])d1]); auf AIA2 sei v=exp(jb(~,y)d~)*. Da,B es 
y 1£ 

solche Integrale von 9Jl: (v) = 0 stets gibt, wird S. 361 bewiesen wer4en. 
Somit wird schlieBlich 1 

.A1 
u(x,y) = !(UV).A1+ !(uv)Aa+f(Pdy-Qdx). 

Aa 

DaB die so gefundene Losung wirklich den Anfangsbedingungen und 
der Gleichung geniigt, bedarf keiner naheren Erorterung, weil wir ja 
gerade vorher sahen, daB man mit Hilfe der Methode der sukzessiven 
Approximationen den Existenzbeweis der Losung erbringen kann. 
Die jetzige Betrachtung fiigt den Nachweis hinzu, daB es nur eine 
solche Losung gibt. Denn jede muB durch die gefundene Formel dar­
gestellt werden. Ubrigens konnte man auch unschwp.r direkt an der 
gefundenen Formel verifizieren, daB sie die gestellte Aufgabe lost. 

Unsere Methode gestattet auch die Losung der inhomogenen Glei­
chung unter den vorgeschriebenen Anfangsbedingungen. Man tragt 
in (12) fUr u die betreffende Losung ein, und findet dann durch die 
gleiche Betrachtung diese Losung von (1) 

Al 
u (x, y) = i (UV)Al + i (UV)Aa + f (Pdy - Qdx) - f f vd ·dx dy.2 

.Aa 

Unschwer kann man iibrigens ganz analoge Formeln auch fUr die 
andere hyperbolische Normalform gewinnen. Es sei also jetzt 

(13) 
~ __ a2u _ a2u at' au 
,..., (u) - ax2 ay2 + a ax + bay + cu. 

Dann hat man 
ffi'). ( ) = a2 v _ a2 v _ a (av) _ a (bv) + 
'J,J~ v ax2 ay2 ax ay CV, 

P = a (uv) _ 2u (v - .!.av) 
ax '" 2 ' 

Q = _ a (uv) + 2u (v +.!. bV) ay !I 2 

und die GREENsche Formel (12). 

* Vgl. die Erklarung dieses Zeichens auf S.354. 
1 1m Punkte A2 ist namlich v (x, y) = 1. 
2 Man kann auch an die Bemerkung ankniipfen, daB man die LOsung der 

inhomogenen Gleichung (1) erhalt. indem man zu der L6sung gleicher Randwerte 
a2 z 

von (11) die auf ~ verschwindende LOsung von ax ay + d = 0 addiert. Letztere 

wurde auf S. 355 bestimmt. 
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Mit ihr verfahrt man genau wie eben und erhalt schlieBlich als 
Losung von .2 (u) = 0 diesen Ausdruck 

Aa !>M:r;;y) u (x, y) = (UV) A1 1 (UV)Aa + ~ f (P d y - Q dx). 

Al 

.1 An Stelle der Abb. 16 tritt jetzt die Abb. 17, 
A wo die Geraden wieder Charakteristiken sind. 

1 Ahh.17. V ist bestimmt durch die Forderung 

As 

ffil(v) =0 und f[2U(V.,-~av)d1]+2U(Vll+~bV)d~J=0 
Al 

Aa 

f[2U(V., - ~av)d1] + 2u (Vll + ~bv) d~J = O. 
A2 

Setzt man auf A l A 2 : ~ = x + t, 1] =y + t, so wird 

d~ d1] dv 
Yt = (it = 1, dt = v., + vlI • 

Auf A 2Aa aber setze man ~ = x + t, 1] = Y - t. Dann wird 

d~ dn dv 
Yt=-Tt=I, dt=v",-vlI , 

Also werden rue Integrale 

f;u[~~ -~(a-b)vJdt=O, f;u[~~ +~(a:-b)Jdt=O. 
Al As 

Man bestimme v aus den gewohnlichen Differentialgleichungen: 

v'-!(a-b)v=O auf AlA2 
bzw. 

v' + ! (a - b) v auf A2Aa' 

3. Existenzbeweise. Zum SchluB dieses Paragraphen moge noch an­
gegeben werden, wie man auch mit Hilfe der sukzessiven Approxima­
tionen das Anfangswertproblem lost, auf das wir bei der RIEMANNSchen 
Methode gestoBen sindl. Es soil sich also urn die Aufgabe handeln, die 
Gleichung (ll) unter den Anfangsbedingungen z = t ex) fUr y = Yo und 
z = cp (y) fUr x = Xo zu losen. Dabei sollen diese Bedingungen auf 
gewissen von (xo, Yo) ausgehenden Strecken der Geraden x = Xo und 
y = Yo erfiillt sein. Diese sollen in die Richtung der wachsenden x bzw. y 
weisen und einem Bereiche angehoren, in dem die Koeffizienten der 

1 Der entsprechende Existenzbeweis S.344 setzte analytische Koeffizienten 
voraus. 
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Gleichung stetig sind. Damit im Punkte (xo' Yo) die Stetigkeit keine 
Unterbrechung erleidet, soil noch vorausgesetzt werden, daB I (xo) 
= qJ(yo) ist. Dann ist jedenfalls Zo = lex) + qJ(y) - I (xo) eine Funktion, 
welche die Anfangsbedingungen erfilllt. Sie geniigt der Differential-

gleichung a ~ ~Oy = O. Alsdann bestimme man Zl aus der Gleichung 

a2 Zl + azo + b azo + - 0 axay a ax ay CZo - , 

so daB es auf x = Xo und auf Y = Yo verschwindet, setze also 
III 11 

Zl = - J J (a ZO:l: + b ZOI/ + C zo) d ~ . d'YJ . 
lila 110 

Alsdann bestimme man analog Z2 und allgemein werde Zn aus 

(14) 

so bestimmt, daB es auf x = Xo und auf y = Yo verschwindet. Dann ist 

Z = Zo + Zl + ... 
die gewiinschte Losung von (11). Dies ist bewiesen, sowie nur er­
kannt ist, daB diese Reihe samt den Reihen ihrer ersten Ableitungen 
gleichmaBig konvergiert. Es gilt doch fiir eine jede Teilsumme 
Sn = Zo + ZI + ... + Zn 

~ i/ 

Sn=Zo-ff(aa;;l +ba;;l +cSn_l)d~d'YJ 
a:o Yo 

and daraus folgt' durch Grenziibergang zu n -+ 00 

III II 

Z = Zo - f f (a ;; + b ;; + c z) dx dy 
Ill, II, 

und daraus durch Differentiation 

a2z az az I • 

axay + a7fX + bay T CZ = O. 

Auf den Konvergenzbeweis selbst will ich nicht naher eingehen. Er 
unterscheidet sich nicht wesentlich von den Betrachtungen, die wir 
bereits in diesem Paragraphen zu gleichem Zweck angesteilt haben. 
Dazu ist ja das hier zur Betrachtung stehende Randwertproblem schon 
auf S. 344 fiir allgemeinere allerdings analytische Differentialgleichungen 
gelost worden. 

Der eben besprochene Ansatz ist auf die homogene Gleichung 
besonders zugeschnitten. Man kann ihn aber durch geringe Abanderung 
so einrichten, daB er fiir die inhomogene Gleichung (1) und fiir noch 
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allgemeinere Gleichungen zum Ziel fiihrt. Man gehe nur dazu von 
der gleichen ersten Naherung Zo aus wie eben, bestimme auch jetzt wieder 
rekurrent die n-te Naherung aus der n -I-ten durch die Gleichung 

~+ iJz"_l +biJZ"-l + +d=O iJxiJy a iJx iJy cZn_1 , 

indessen so, daB sie auf x = Xo und auf y = Yo die verlangten An­
fangsbedingungen besitzt. Man hat also 

illY 

(15) zn = Zo - J J (a iJ~";l + b iJ~n;l + cZn_1 + d) dg dn 
Zo Yo 

zu setzen. Jetzt wird die gesuchte Losung nicht mehr die Summe 
der Zn' sondern vielmehr der Grenzwert der Zn oder, anders ausgedriickt, 
die Summe der Reihe 

Z = Zo + (Zl - zo) + ... + (zn - zn_l) + .. '. 
Denn es ist ja durch Grenziibergang n --3>- 00 aus (15) zu finden 

III 11 

Z = Zo - f f (az", + bzy + cz + d) dg dn 
Xo'llo • 

und daraus durch Differentiation alles Gewiinschte. 
Dieser Ansatz nun ist es, der auch fiir allgemeinere Gleichungen 

wie z. B. die in der FHi.chentheorie wichtige 

(16) 

zur LOsung des gleichen Problemes fiihrt. 
Ein Wort ist nur noch dariiber zu sagen, daB die Losungen durch 

die Anfangsbedingungen eindeutig bestimmt sind. Man kann sie im 
Rahmen der Methode der sukzessiven Approximationen durch die 
gleichen Uberlegungen gewinnen, die zum Konvergenzbeweis fiihren. 
Wenn namlich Z eine beliebige, den Anfangsbedingungen geniigende 
Losung z. B. von (16) ist, so ist jedenfalls 

III 11 

Z = Zo + f f sin Z dg dn, 
Zo'Vo 

wo wieder Zo = I (x) + <p(y) - I(xo) sei. Ferner gilt auch fiir die n-te 
Naherung 

III II 

zn=zo+f fsinzn_1dgdn; 
:Co 'Yo 

also haben wir 
III II 

Z - Zn = f f (sin Z - sin zn_l) dg dn. 
:Co Yo 



§ 3. Die Differentialgleichung der schwingenden Saite. 363 

Nun ist 
x y 

J J sin zd; dT): < Ix - xol!Y - Yol 
Xo Yo 

x y 

I Z - Zl i = if J (sin Z - sin zo) d; dT): 
Zo Yo 

Zo 1/0 

Zo 110 

Daraus gewinnt man durch voilstandige Induktion 

I Ix - xoln+1ly - Yoln+l 
Iz-znl< [(n+l)!J2 , 

so daB es also nur eine Lasung gibt, weil hifOrnach Zn -?- Z strebt. 

§ 3. Die Differentialgleichung der schwingenden Saite. 

1. Die RIEMANNsche Methode. Die freien Schwingungen einer langs 
der' x-Achse ausgespannten Saite werden durch die Differentialgleichung 

(17) 

beschrieben. t bedeutet darin die Zeit, Z die Entfernung von der gerad­

linigen Gleichgewichtslage. In a 2 = ~ bedeutet 5 die Spannung, e die e 
Masse der Langeneinheit, so daB also in dem von uns ailein zu be-
trachtenden Fail der homogenen Saite a2 eine posi­
tive Konstante ist. Die Charakteristiken sind in diesem 
Faile x + at = konst. und x - at = konst. Das be­
dingt einen geringen Unterschied gegenuber den bis­
her betrachteten Fallen. Man ubertragt aber auch 
auf ihn ohne sonderliche Schwierigkeit die angestellten 

o <X 
tibedegungen. 

Wir betrachten nun eine an ihren beiden Enden bei Abb.18. 

x = 0 und bei x = 1 eingeklemmte Saite. Es soil also fur alle t: z (0 ,t) = 0 
und z(l, t) =0 sein. Ferner ist die Anfangslage und die Anfangsge­
schwindigkeit der Saite gegeben. D. h. fUr t = 0 soil z(x, 0) = I (x) und 

~; (x, 0) = F(x) sein. Zunachst kann man die RIEMANNSche Methode 

anwenden, um in einem beliebigen Punkte (x, t) des in Abb. 18 schraf­
fierten Bereiches die Lasung zu berechnen. Dieser Bereich ist namlich 
seitlich von den beiden durch die Saitenenden gehenden Charakteristiken 
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begrenzt. In einem inneren Punkt ist nach dem RIEMANNSchen Ver­
fahren die Losung durch f (x) und F (x) allein bestimmt. Man findet 
namlich in dem Punkte (x, t) , dessen Charakteristiken t = 0 in r:t. = X - a t 
und f3 = x + at treffen mogen, 

x+at 

(18) z(x, t) = t (x - at) -; f (x + at) + 21a f F(~) d~. 
x-at 

Damit ist das Problem nun erst fUr gewisse x und t ge16stl und es gilt 
nun, unter Berlicksichtigung der an den Saitenenden vorgeschriebenen 
Bedingungen den Bewegungsverlauf auch fUr andere Zeiten zu bestim­
men. Dies erzwingt man nach RIEMANN durch einen Kunstgriff. DaB 
namlich die RIEMANNSche Methode nicht zur Berechnung der Losung 
in einem groBeren Bereiche brauchbar ist, liegt darin begrlindet, daB 
f (x) und F (x) nur fUr 0 < x < 1 gegeben sind. Man erklart nun in einer 
zweckmaBigen Weise diese Funktionen liber dies Intervall hinaus, so 
daB die zugehOrigen Losungen bei x = 0 und bei x = 1 fUr alle Zeiten 
verschwinden. Zu dem Zweck setze man fest 

f (- x) = - f (x) 

F (- x) = - F (x) 

f (x + 21) = f (x) 

F (x + 21) = F (x). 

Damit sind dann die beiden Funktionen fUr alle x erkliirt, wenn man 
sie fUr 0 < x <' 1 kennt. Die RIEMANNSche Losung (18) verschwindet 
dann, wie man sich leicht liberzeugt, tatsachlich bei x = 0 und bei 
x = 1 fUr alle t. Ahnliche Uberlegungen flihren auch zur Beherrschung 
des Falles, wo an den Saitenenden ein anderer Bewegungszustand 
vorgeschrieben ist. 

2. Superposition von Partikularlosungen. Ich will nun noch auf eine 
etwas andere Methode hinweisen. Das ist die Trennung der Variablen. 
Geht man namlich mit dem Ansatz 

z = u(x) v(t) 

in die Gleichung der schwingenden Saite hinein, so geht diese in 
1 'U" 1t" 

a2 -;;- = u 
liber. Da die rechte Seite nur von x, die linke nur von t abhangt, so 

1 Eines mcrkwtirdigen Umstandes mag hier Erwahnung geschehen. Will man 
verifizieren, daB durch (IS) die Gleichung (17) befriedigt wird, so muB man die 
zweiten Ableitungen von t und die ersten von F verwenden. Ftihrt man aber in 
(17) durch Xl = X - at, tl = X + at neue Variable ein, so wird (17) zu 

a2 z 
(17') axiai l = O. 

Dieser neuen Gleichung (17') gentigt nun (IS) auch, wenn t (x) nur einmal und 
F (x) nicht differenzierbar ist. 



§ 3. Die Differentialgleichung der schwingenden Saite. 365 

miissen beide ein und derselben Konstanten: - A2 gleich sein. Also 
erhalten wir die beiden gewohnlichen Differentialgleichungen 

1f," + AZU = 0 

V" + AZ a2 v = 0 

und sind damit in der Lage, einige Losungen der Gleichung zu be­
stimmen. Es sind die Losungen 

U = ci cos AX + czsin AX 

v = dl cos aM + dz sin aAt , 

die man so erhalt. Cl , Cz, dI , dz sind dabei Konstanten. Sollen die­
selben aber bei X = 0 und bei X = l verschwinden, so muG cl = 0 und 

A = n; mit ganzem n sein, und es bleiben nur diese Losungen als 

brauchbar iibrig: 

. nn (d ann d· ann ) 
SIll-Z-X lCOS-Z-t + zSIll-z-t . 

Da nun aber die Gleichung (17) linear und homogen ist, so kann man 
durch Addition bekannter Losungen neue finden, und somit sind auch 
die Summen 

". nn ( ann . ann ) L.; SIll -z- X d l n cos -t- t + d z n SIll -z - t 
n 

Losungen. Nunmehr ist man auch in der Lage, durch passende Be­
stimmung der Koeffizienten passende Anfangszustande der Losung VOf­

zuschreiben. Man wird namlich durch die Anfangsbedingungen auf die 
beiden Gleichungen 

" ann. nn F(x) = L.;dzn-z-SIll-yX 

gefiihrt und steht so vor dem bekannten Problem aus der Theorie 
der FouRIERschen Reihen. Freilich enthalt dieser Gedankengang nur 
dann die volle Losung des Problems, wenn diejenigen Reihen, welche 
aus den fUr t (x) und F (x) erhaltenen durch zweimalige Differentiation 
entstehen, selbst gleichmaGig konvergieren. 

III. Kapitel. 

Elliptische Differentialgleichungen. 

Die Theorie der elliptischen Differentialgleichungen ist viel gestalten­
reicher als die der hyperbolischen. Es kann sich in dieser einfUhrenden 
Darstellung nur darum handeln, einen Uberblick iiber die Probleme 
und die Wege zu ihrer Losung zu geben. Z. B. ist die Potentialtheorie 
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in der Ebene weiter nichts als die Theorie der speziellen elliptischen 
Differentialgleichung 

i}2u i}2u 
LI u = i}x2 + i}y2 = o. 

Die Potentialtheorie im Raume untersucht analog die L6sungen von 
iJ2 u i}2u iJ2u 

Llu = iJx2 + iJy2 + iJ z2 = o. 
Es ist auch nicht un sere Absicht, hier eine volle Potentialtheorie 

zu entwickeln1 . Vielmehr wollen wir, allerdings vielfach gerade an Hand 
dieser Differentialgleichung, einen Uberblick zu gewinnen suchen. Diese 
Bevorzugung der Differentialgleichung LI u = 0 rechtfertigt sich auch 
dadurch, daB der Ausdruck einer jeden elliptischen Differentialgleichung 
in der Normalform mit Llu beginnt. 

§ 1. Die GREENsche F ormel. 

1. Aufstellung derGREENschen Forme!' u(x, y) und vex, y) seien beide 
in einem gewissen Bereiche B und an seinem Rande zweimal stetig 
differenzierbar. Sein Rand bestehe aus einer endlichen Anzahl ge­
schlossener analytischer Kurven 2. Dann gewinnt man durch partielle 
Integration die folgenden Formeln 

(I) J J uLlvdxdy = J (uv",dy - uV'II dx ) - J J (u",v", + U'llVy) dxdy, 
B B 

(2) J J vLludxdy = J (vu",dy - vull dx) - J J (u",v", + ullv'll) dxdy. 
B B 

Aus (I) und (2) folgt die GREENsche Formel: 

(3) J J (uLi v - vLl u) dx dy = J {(uv", - vu"') dy - (uv'll - vU'll) dx}. 

In (I), (2), (3) ist das Kurvenintegral so iiber den Rand zu erstrecken, 
daB dabei das Innere zur Linken bleibt. 

Fiihrt man in jedem Randpunkt zwei neue Koordinaten s und n 
ein, so daB die mit der Durchlaufungsrichtung gleichgerichtete Tan­
gente s-Achse und die nach innen gerichtete Normale n-Achse wird, 
so ist im Punkte xo' Yo: 

x - Xo = cos (x s) s - sin (x s) n 

y - Yo = sin (xs) s + cos (xs) n, 

wenn man annimmt, daB das Achsenpaar (s, n) mit dem Achsenpaar 
(x, y) gleichorientiert ist. 

1 Dies kann urn so weniger unsere Aufgabe sein, als ein besonderer von O. D. 
KELLOG verfal3ter Band dieser Sarnrnlung der Potentialtheorie gewidrnet ist. 

2 Die nachstehenden Ergebnisse gelten zum Teil auch unter viel allgemei­
neren Annahmen liber u, v und B. Wir verfolgen das in dieser einfiihrenden 
Skizze nicht weiter. 
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Somit ist 

also ist 
au = _ auay + auax 
an ax as ay as . 

Fiihrt man s als neue Integrationsvariable ein, so kann man die GREEN­
sche Formel auch so schreiben: 

(4) f f (uA v -yAu) dx dy = f (v ~: - u ~:) ds. 

2. Die GREENsche Funktion. Tragt man in (4) fUr u eine beliebige 
reguHire l Lasung der Gleichung Au = 0 und v = 1 ein, so kommt 

(5) fau 
an ds = O. 

Eine weitere Anwendung ist diese: Man bestatigt leicht, daB 

1 
va = log-

r 

eine Potentialfunktion ist, d. h. der Potentialgleichung 

A Va = 0 

geniigt. Dabei ist r die positive Entfernung des variablen Punktes x, y 
von einem festen Punkte ~,1], also 

r2 = (x - ~)2 + (y - 1])2. 

Diese Potentialfunktion log ~ ist nicht durehweg regular. Sie weist 
r 

vielmehr bei (x, y) = (~, 1]) eine Unterbreehung der Stetigkeit auf. 
Ieh will nun in (4) 

1 
v = log- + VI r 

eintragen, wo VI eine regulare Potentialfunktion sein mage. Damit 
die Formel anwendbar wird, muB man einen Bereich zugrunde legen, 
in welchem der Punkt (~, 1]) nicht enthalten ist. Einen solchen kann 
man aus einem Bereich B, welcher ~,'YJ enthaIt, dadureh herstellen, daB 
man aus ihm eine geniigend kleine Kreisseheibe mit dem Mittelpunkt 
~,'YJ weglaBt, iiber deren Rand dann aueh das Kurvenintegral zu er­
streeken ist. Somit folgt aus der GREENsehen Formel 

f( au av) f( au aV) v--u- ds-L. v--u- ds=O. an an ' ar ar 
j \ 

1 Eine im abgeschlossenen· Bereich B zweimal stetig differenzierbare Losung 
von Ll1' = 0 nennen wii: eiile regulare Potentialfunktion. 



368 IV. 3. Elliptische Differentialgleichungen. 

Dabei ist das erste Integral iiber den Rand <r des Bereiches B, das 
zweite iiber den Kreis zu erstrecken (Abb. 19). Das Kreisintegral ist 
aber 

In{IOg! ~:t -u:r (log !)}rd9?+ J{Vl~: -u~v/}rd9? 
o 0 

Abb.19. 

Fiir r-';>-O ist r.log! -,;>-0. Daher wird 

fiir r -';>- 0 der erste Summand des erst en 
Integrales zu Null. Es ist aber 

- r :r log e ) -';>- 1 fill r -';>- 0 

und daher wird bei diesem Grenziibergang 
der zweite Summand des ersten Integra­
les 2 nu (g, 'Y)). Das letzte Integral endlich 
wird fUr r -';>- 0 wieder Null. Da dabei 
aber das iiber den Rand <r erstreckte 

Integral nicht beeinfluBt wird, so kommt heraus 

(6) u(g,'Y)) = -21nf(v~: -u~:)ds. 
j 

Somit sind wir in der Lage, eine Potentialfunktion im I nneren eines 
Bereiches durch ihre Werte und die Werte ihrer Ableitungen am Rande 
des Bereiches darzustellen und wir sind im Einklang mit dem Satze 
von S.340, wonach die Losung durch einen Streifen bestimmt sein 
muB. Die Funktion ist, wie wir wenigstens fUr analytische Streifen 
noch von damals wissen, durch diesen Streifen eindeutig bestimmt. 
Das hat aber hier zur Folge, daB man den Randstreifen einer Potential­
funktion, welche im Inneren von B regular sein solI, nicht beliebig 

vorschreiben kann. Denn auch die Funktion log~ mit Unstetigkeits-
r 

punkt im Bereichinneren ist ja durch ihren Randstreifen bestimmt. 
Zu diesem gehort also keine im Inneren des Bereiches regulare Potential­
funktion. Es erhebt sich also die Frage, zu welchen Randstreifen Potential­
f~tnktionen gehOren, welche im ganzen Bereichinneren regular sind. Die 
Antwort auf diese Frage gewinnt man durch weitere Spezialisierung 
der Funktion v, die bisher bis auf ihre logarithmische Unstetigkeit 
gallz willkiirlich war. Ware es moglich, sie so einzurichten, daB sie am 
Rande verschwindet, so wiirde sich die Formel 

(7) 1 f 8v u(g, 'Y)) = 2n uands 
j 

ergebell, und wir hatten den Satz, daf3 eine in 13 und an seinem Rande 
reguliire Potentialfunktion durch ihre Randwerte bestimmt ist. Eine solche 
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Funktion V wollen wir als GREENsche Funktion des Bereiches be­
zeichnen. Wir schreiben 

v=G(x,y; ~,'YJ), 

urn auch wen Aufpunkt (~, 'YJ) kenntlich zu machen. Dort wird Sle 

unendlich wie log ! ' und am Rande verschwindet sie. Die Frage ist 

aber nun, ob eine solche GREENsche Funktion stets existiert. 

3. Prinzip des Maximums. Vor der allgemeinen Erorterung dieser 
Frage weise ich auf einen besonderen Fall hin. Es sei z. B. ein Kreis 
vom Radius R vorgelegt und ~, 'YJ sei sein Mittelpunkt. Dann ist 

R 
v = G (x, y; ~,'YJ) = log -; (r2 = (x- ~)2 + (y - 'YJ )2) • 

D . d OV OV + 1 ( il di' N al') W' ann WIT on = - ar = -; we n. e ~nnere orm e 1St. IT 

haben somit fUr den Wert einer Potentialfunktion im Mittelpunkt 
eines Kreises diesen Ausdruck durch die Randwerte 

2", 

(8) u(~, 'YJ) = 21.71S u(R; p) dp. 
o 

Der Wert im Mittelpunkt ist somit das arithmetische Mittel der Randwerte. 
Er ist daher stets kleiner als der groBte Randwert und diesem nur dann 
gleich, wenn die Funktion am Rande konstant ist. Schon diese Be­
merkung geniigt nun aber, urn tatsachlich zu beweisen, daB es nicht 
mehr als eine in einem Bereiche B regulare Potentialfunktion gibt, 
welche am Rande des Bereiches gegebene Randwerte besitzt, und welche 
im Bereiche und an seinem Rande stetig ist. Denn wenn u1 und u2 

zwei in B regulare Potentialfunktionen gleicher Randwerte sind, so 
ist U 1 - U 2 eine im Bereiche regulare einschlieBlich des Randes stetige 
Potentialfunktion, welche am Rande des Bereiches verschwindet. 
Ware sie nun nicht im Bereiche iiberall Null, so miiBte sie in seinem 
Inneren ein Maximum oder ein Minimum haben und es ist keine Be­
schrankung der Allgemeinheit anzunehmen, daB es ein positives Maxi­
mum sei. Alsdann schlage man urn eine Stelle, wo die Funktion diesem 
Maximum gleich ist, einen dem Bereiche angeh6rigen Kreis. Da sie 
im Mittelpunkt dem arithmetischen Mittel der Randwerte gleich ist, 
ihren gr6Bten Wert aber daselbst annimmt, so muB sie am Rande iiberall 
diesem gr6Bten Werte gleich sein. Da dies fUr jeden Kreis urn den 
Maximumpunkt gilt, so ist sie im gr6Bten urn diesen in B schlagbaren 
Kreis konstant. Durch Heranziehung weiterer Kreisscheiben schlieBt 
man hieraus, daB die Funktion im ganzen Bereiche konstant sein muB. 
Da sie aber am Rande verschwindet und im abgeschlossenen Bereiche 
stetig ist, so muB sie auch im Inneren verschwinden. Eine im Inneren 
des Bereiches B reguliire einschlief3lich des Randes stetige Potentialfunktion 

BIEBERBACH •.. Ditferentialgleichuogen. 3. Aufl. 24 
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ist also dureh ihre Randwerte eindeutig bestimmt1 . Die gleiche SchluB­
weise fiihrt auch zu dem allgemeinen Satz, daf3 keine niehtkonstante 
Potentialfunktion im Inneren eines Regularitiitsbereiehes ihren grof3ten 
oder kleinsten Wert annimmt. Es sei hervorgehoben, daB flir diese 
letzten Ergebnisse durch un sere Beweisfiihrung die zu Beginn dieses 
Kapitels (§ 1) gemachten Annahme iiber u und B schon wesentlich 
gelockert erscheinen. 

Zur Entscheidung der Frage, ob eine Potentialfunktion durch ihre 
Randwerte bestimmt ist, haben wir die GREENsche Funktion in ihrer 
Allgemeinheit nicht notig. Sie kann aber dazu dienen, die Funktion 
in ihrer Bestimmtheit durch die Randwerte wirklich aufzuschreiben. Da­
bei erhebt sich aber dann die weitere Frage, ob etwa diese Randwerte 
willkiirlich vorgeschrieben werden konnen, ob es also Potentialfunktionen 
gibt, die im Inneren von B regular sind, und die am Rande von B ge­
gebene Werte haben 2 • 

§ 2. Die erste Randwertaufgabe. 

1. Das POISsoNsche Integral. Die eben formulierte Aufgabe nennt 
man die erste Randwertaufgabe. Sie entspricht der erst en Randwert­
aufgabe, mit der wir uns schon bei den gewohnlichen Differential­
gleichungen befaBt haben. Damals waren bei der erst en Randwert­
aufgabe die Werte der Funktion an den Randern (Enden) eines Inter­
valles gegeben. Bei anderen Randwertaufgaben kamen auch noch die 
Randwerte der Ableitungen vor. Solche Probleme haben auch hier 
Analoga. 

Am einfachsten gelingt nun die Losung der ersten Randwertaufgabe 
im Falle des Kreises. Ich wahle den Kreis I z I < R der komplexen 
z-Ebene (z = x + iy) und befasse mich zunachst mit der Konstruktion 
der GREENschen Funktion. Man wird am leichtesten durch die folgende 
heuristische Betrachtung darauf gefiihrt: Es ist aus der Funktionen­
theorie gelaufig, daB jede zweimal differenzierbare . Potentialfunktion 
Realteil einer bis auf eine rein imaginare additive Konstante bestimmten 
analytischen Funktion der komplexen Variablen z = x + iy ist 3 . So 
gibt es auch zur GREENschen Funktion G(x, y; ;, 'YJ) eine konjugierte 
Potentialfunktion H(x, y; ;, 'YJ), so daB G + iH eine analytische Funk-

1 Wird nicht Stetigkeit im abgeschlossenen Bereich verlangt, so gilt dieser 
Satz nicht, wie z. B. die Funktion u = J(z) = y, (z = x + iy) in der Halbebellf. 
y > 0 lehrt. 

2 Potentialfunktionen zu verlangen, die im abgeschlossenen B regular sind 
und die am Rande von B gegebene Werte besitzen, wilrde sich als eine zu weit­
gehende Forderung erweisen. 

3 Sie ist somit beliebig oft stetig differenzierbar. Vgl. mein Lehrbuch der 
Funktionentheorie 3. Auf I. Bd. I, S. 36. 
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tion f(z) ist. Auch e- i (z) = lP(z) ist eine analytische Funktion und dann 
ist G = -log IIP(z) I. Somit ist lP(z) eine im abgeschlossenen Kreise 
reguliire analytische Funktion, weIche an seinem Rande den konstanten 
absoluten Betrag Eins hat und weIche im Punkte C = ~ + i17 des­
selben verschwindet. Denn jeder Nullstelle von lP(x) wurde eine Un­
stetigkeitsstelle von G entsprechen. An der Stelle ~ hat IP eine einfache 
Nullstelle. Denn dort ist 

G = log ~ + reguHi.re Funktion. 
r 

Also 

t(z) = G + iH = log ~_11' + reguHire Funktion. 
z-" 

Also 
e-i(Z) = IP (z) = (z - C) (1 + ~ (z - C»). 

~ (z - C) bedeutet wieder eine Potenzreihe. 
IP (z) hat dort zudem eine einfache Nullstelle und hat keine anderen 

Nullstellen im Bereiche. Die Funktion w = lP(z) leistet so mit eine 
schlichte Abbildung 1 des Kreises auf den Kreis I w I < 1. Daher muB 

() . l' F k' . d . t '\ R (z - C) di IP z eme Ineare un hon sem, un zwar IS IP\Z} = , e ge-
R2-r;z 

wunschte lineare Funktion. Sie ist nicht die einzige, die unseren Zwecken 
genugt. Man erhhlt andere, wenn man die angegebene mit einer Zahl 
vom Betrage Eins multipliziert. Aber diese fiihren naturlich zu der­
selben GREENschen Funktion. Fur diese findet man somit die Dar­
stellung 

!z-CI.R ( R2) 
(9) G(x, y; ~,'f) = -log F=-~ C1 = C . 

Man verifiziert leicht, daB die auf diesem heuristischen Weg gefundene, 
durch (9) dargestellte Funktion wirklich aIle Eigenschaften der GREEN­
schen Funktion besitzt. Als Realteil einer analytischen Funktion ge­
nugt G der Gleichung LI G = O. Bei z = C ist 

G = log z~C + reguHire Funktion. 

Am Rande ist G = O. Denn dort ist lIP I = 1. Am Rande ist namlich 
z = Reif}. Also 

IR(Reiil-C),I_1 Reif}_C '1-; Rif}-C 1-
R2 _ C Reif} I - I (Re":'if) _ C)eif} -IRe-if} _ C - 1. 

1 Das SCHWARzsche Spiegelungsprinzip (vgl. me in Lehrbuch der Funktionen­
theorie 3. Aun., Ed. I, S.225) lehrt, daB 'P (z) durch Spiegelung in das KreisauBere 

R2 
analytisch fortgesetzt werden kann und daB es bei T einen einfachen Pol ha 

sonst aber regular ist. Also ist 'P (z) rational, wie jede bis auf Pole in der ganzer, 
Ebene regulare Funktion. Da 'P (z) nur eine dazu einfache Nullstelle hat, so ist 
es linear. 

24* 
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Denn zwei konjugiert imaginare Zahlen haben denselben absoluten 
Betrag. Zur Losung der ersten Randwertaufgabe durch die Formel (7) 
benotigen wir nun noch die Ableitung der GREENschen Funktion nach 
der nach innen gerichteten Normalen. 

S '. 8G . . h al di . Ab etzt man z = ret"', so 1st an welter mc ts 5 e negative -

leitung von G nach r, gebildet fur r = R. Da liefert aber die Rechnung 
das Erge bnis 

(10) 

Setzt man noch (; = eei ,'} , so kann man nach dem Kosinussatz der 
Trigonometrie auch schreiben: 

aG R2-e2 

an = R(R2+e2-2Recos(#-q») 

und somit wird die erste Randwertaufgabe durch das folgende POISSON­
sche Integral gelOst: 

2", 

(11) 
If (R2-e2)u(R,q» d 

u(e, {}) = 2n R2+e2-2Recos(#-q» cpo 
o 

Freilich ist diese Formel bisher nur unter der Voraussetzung be­
wiesen, daB es eine regtilare Potentialfunktion gibt, welche die ge­
gebenen Randwerte besitzt. Aber man kann nun nachtraglich unter 
ziemlich allgemeinen Annahmen uber die Randwerte zeigen 1, daB das 
POISsoNsche Integral eine wenigstens im Bereichinneren reguliire Po­
tentialfunktion dal'stellt, welche die gegebenen Randwerte besitzt. Da­
zu wurde Z. B. die Annahme ausreichen, daB die Randwerte abteilungs­
weise stetig sind. 

2. Existenzbeweis. Ich ziehe es indessen vor, auf einem etwas 
anderen Wege die Existenz einer Potentialfunktion mit gegebenen 
Randwerten nachzuweisen. Ich betrachte dazu eine analytische Funk­
tion, deren Realteil die gesuchte Potentialfunktion mit den gegebenen 
Randwerten sein solI. Da diese analytische Funktion nun im Kreise 
regular ist, so kann man sie in eine in diesem Kreise konvergente Potenz­
reihe entwickeln. Dann hat man also eine Potenzreihe dieser Form 

(12) .L: an zn (an = a~ + i a;:) • 

Ihr Realtp.il ist die gesuchte Potentialfunktion. Fur diese hat man 
daher die Reihe 

(13) .L: rn (a~ cos n cp - a;: sin n cp). 

Fur r = R ist dies eine trigonometrische Reihe, welche die gegebenen 

1 Vgl. Z. B. den in meinem Lehrbuch der Funktionentheorie Bd. II, S.71 
durchgefiihrten Beweis. 
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Randwerle darstellt, faIls sie da noeh konvergierl. Es ist aueh leicht 
zu sehen, daB jede Reihe (13) in ihrem Konvergenzkreis eine Potential­
funktion darstellt. Ohne weiteres leuehtet das in dem FaIle ein, wo 
aueh die konjugierle Reihe 

(14) i ..2 rn (a~ sin n 9' + a~ cos n 9') 

konvergiert. Dann ist namlieh die Summe beider die Potenzreihe (12), 
weIche eine analytisehe Funktion darstellt, deren Realteil jene Reihe 
ist. Nur dieser FaIl ist fiir das Folgende notig. Ieh nehme nun an, die 
Randwerle seien so besehaffen, daB die sie darstelIende FOURIER­
sehe Reihe (13) die notigen Konvergenzeigensehaften hat. Das ist 
z. B. dann der Fall, wenn die Randwerte als Funktion von 9' mit ihren 
Ableitungen der beiden ersten Ordnungen stetig sind. Alsdann folgt 
aus der IntegraldarstelIung der Koeffizienten, daB ihre Summe wie 

.2 :2 konvergiertl. Und daraus ergibt sieh, daB aueh die konjugierte 

Reihe und damit die Potenzreihe im abgesehlossenen Kreise I z I < R 
gleiehmaBig konvergiert. 

Daher konvergiert aueh die Reihe, weIche die Potentialfunktion 
darstelIt, im abgesehlossenen Kreise I z I <R gleiehmaBig und stelIt 
daher eine im abgesehlossenen Kreise stetige Potentialfunktion dar. 
Sie besitzt daher die gegebenen Randwerte, und die Randwertaufgabe 
ist fUr diesen allerdings ziemlieh spezielIen Fall gelost. Dieser Weg 
ist maneherlei Verallgemeinerungen fwig. Ieh will aber diesen Betraeh­
tungen nieht naehgehen, sondern nur noeh das weitestgehende Resultat 
erwahnen, iiber das man heute verfUgt: Wenn die Randwerte durch 
irgendeine im LEBESGUESchen Sinne integrierbare Funktion gegeben sind, 
so stellt das PmssoNsche Integral im Kreisinneren eine regulare Potential­
funktion dar, welche bei radialer Annaherung an einen, nicht einer ge­
wissen Ausnahmemenge vom Map Null angehOrigen Randpunkt den ge­
gebenen Randwerten zustrebt. 

3. Allgemeine Bereiche. Soviel iiber die Losung der ersten Rand­
wertaufgabe fUr den Kreis. Nun ist leieht zu sehen, daB damit die erste 
Randwerlaufgabe auch fiir alle diejenigen einfaehzusammenhangenden 
Bereiehe gelost ist, die man auf die Flaehe eines Kreises so konform 
abbilden kann, daB dabei der analytisehe Charakter der Abbildung 
am Rande gewahrt bleibt. Dies trifft fUr aIle von gesehlossenen ana­
lytischen Kurven begrenzte Bereiehe zu1 . Denn wenn w = 9'(z; C) 
diejenige analytische Funktion ist, weIche den Bereich so auf I wi < 1 
abbildet, daB dabei der Aufpunkt C in w = 0 iibergeht, so ist 
-log I 9' (z; C I die GREENsehe Funktion des Bereiehes, und man kann 
eine dem PmssoNsehen Integral ahnliehe Formel ansetzen2 • 

1 Vgl. meinen Leitfaden der Integralrechnung 3. Auf I. S.8l. 
2 Man vgI. hier und im Folgenden Bd. II meines Lehrb. d. Funktionentheorie 



374 IV. 3. Elliptische Differentialgleichungen. 

Man kann aber auch die Losbarkeit der Randwertaufgabe sofort flir 
aile die Bereiche erschlieBen, die sich so umkehrbar eindeutig kon­
form auf eine Kreisflache abbilden lassen, daB die Abbildung im ab­
geschlossenen Bereich stetig ist. Durch die Abbildung w = p(z; C) geht 
der Rand des Bereiches in stetiger Weise in die Peripherie des Kreises 
iiber. Die am Rande des Bereiches vorgeschriebenen Randwerte gehen 
somit in bestimmte Werte am Rande des Kreises iiber. Man lose mit 
diesen Randwerten die Randwertaufgabe fiir den Kreis. Diese Poten­
tialfunktion ist Realteil einer analytischen Funktion 'If'{W). Dann ist 
'If' {p (z; C)} eine im Bereiche analytische Funktion, deren Realteil eine 
Potentialfunktion ist, welche die gegebenen Randwerte besitzt. 

Da man nun aber heute aus der Theorie der konforn;).en Abbildung 
weiB, daB man jeden von einer JORDANSchen Kurve, d. h. einer stetigen 
Kurve ohne Selbstiiberschneidungen begrenzten Bereich auf einen 
Kreis so konform abbilden kann, daB auch am Rande noch die Stetig­
keit der Abbildung gewahrt bleibt, so ist auch flir solche Bereiche die 
erste Randwertaufgabe losbar, flir Randwerte, welche den gleichen 
Bedingungen geniigen, wie sie beim Kreise angegeben wurden. 

4. Bemerkungen. 1. Dem direkten Beweis, daB das POISsoNsche Integral 
zum Beispiel fur stetige Randwerte eine Potentialfunktion dieser Randwerte 
darstellt, liegen folgende Gedanken zugrunde. Zunachst ergibt sich durch Diffe­
rentiation unter dem Integralzeichen, daB eine Potentialfunktion vorliegt. DaB 
sie aber die gegebenen Randwerte besitzt, zeigt man so: Durch konforme Ab­
bildung wird aus einer Potentialfunktion wieder eine Potentialfunktion. SolI man 
nun in einem Punkte P, der einem Peripheriepunkte nahe liegt, die Potential­
funktion berechnen, um zu erkennen, daB sie daselbst von dem vorgeschriebenen 
Randwerte nur wenig abweicht, so mache man eine konforme Abbildung des 
Kreises, die P in den Mittelpunkt uberfuhrt. Der Wert im Mittelpunkt wird dann 
das arithmetische Mittel der durch die Abbildung abgeanderten Randwerte. Bei 
dieser Abbildung geht nun aber ein gewisses Kreisbuschel in die Geraden durch 
den Mittelpunkt uber. Es sind die Kreise, welche durch P gehen und die Peri­
pherie senkrecht durchsetzen. Die Winkel, welche sie in P miteinander bilden. 
sind den Winkeln ihrer geradlinigen Bilder im Mittelpunkt gleich. Je naher nun 
P an der Peripherie liegt, urn so groBer ist der Winkelraum derjenigen Geraden, 
welche aus Kreisen hervorgehen, welche in der N ithe von P die Peripherie treffen. 
Die verpflanzten Randwerte werden also auf sehr groBen Bogen der Peripherie 
nahezu dem Wert gleich sein. welcher in dem P benachbarten Peripheriepunkt 
vorgeschrieben ist. und das arithmetische Mittel wird also auch diesem Wert urn 
so mehr gleichkommen, je naher P an dem Rande liegt. 

2. H. A. SCHWARZ, dem die Theorie der Potentialfunktionen so viel zu danken 
hat, hat als erster die LOsbarkeit der Randwertaufgabe fur allgemeinere Klassen 
von Bereichen auf einem Wege erkannt, den wir noch kurz skizzieren wollen 
Es ist die beruhmte Methode des aZternierenden Vcr/ahrens. Sie ist auf Bereiche 
zugeschnitten, die man mit endlich vielen anderen dachziegelartig so bedecken 
kann. daB fur jeden dieser Ziegel die Randwertaufgabe lOsbar ist. Die Ziegel durfen 
dabei nicht uber den Bereichrand hinubergreifen. Die Methode ist also z. B. 
anwendbar, wenn der Rand aus endlich vielen Bogen' analytischer Kurven be­
steht. Denn dne analytische Kurve ist dadurch definiert, daB man sie durch eine 
in ihrer Umgebung analytische Funktion auf ein Stuck einer geraden Linie ab-



§ 2. Die erste Randwertaufgabe. 375 

bilden kann1 . Dadurch geht aber auch ein gewisser an einem geniigend kleinen 
Bogen derselben nach dem Bereichinneren zu gelegener Bereich in einen Halb­
kreis iiber, den man dann leicht auf einen Vollkreis abbilden kann. Nehmen wir 
also nun einen Bereich an, der von endlich vielen soIcher Ziegel bedeckt ist. Dann 
ist offen bar nur zu zeigen, daB man auch 
fiir einen aus zwei solchen Ziegeln auf­
gebauten Bereich die Randwertaufgabe 
losen kann. Und da setzt nun das alter­
nierende Verfahren ein. In Abb.20 sind 
zwei solche Dachziegel gezeichnet. Wir 
sehen vier Kurvenstiicke. Auf Ll und L4 
sind Randwerte gegeben, zu denen eine 
im groBen Bereich regulare Potentialfunk­
tion konstruiert werden soil. Man gebe 
zunachst auf La irgendwelche Randwerte Abb.20. 
vor, so daB dann auf Ll + La eine ste-
tige Randfunktion des linken Ziegels gegeben ist. Man bestimme die in diesem 
Ziegel regulare Funktion, welche die erwahnten Randwerte hat. Diese Funktion 
u1 hat auf L2 gewisse Werte, die die auf L4 schon gegebenen zu stetigen Rand­
werten am rechten Ziegel erganzen. Mit diesen Randwerten lose man fiir den rech­
ten Ziegel die Randwertaufgabe und erhalt eine Funktion u 2 , die wieder auf La 
gewisse Werte hat, die die auf Ll gegebenen zu Randwerten am linken Ziegel 
erganzen. Mit diesen lOse man wieder die Randwertaufgabe fUr den linken Ziegel 
und fahre so immer mit beiden Ziegeln abwechselnd fort. Dann konvergieren die 
so erhaltenen Potentialfunktionen in einem jeden Ziegel gegen eine Potential­
funktion, und beide Grenzfunktionen stimmen in dem, beiden Ziegeln gemein­
samen Gebiete iiberein, so daB wir also eine im groBen Bereich regulare Potential­
funktion mit den gegebenen Randwerten erhalten haben. 

3. Alter noch als diese Methode ist die Methode des DIRICHLETschen Prinzips. 
Sie beruht auf der Betrachtung des Variationsproblems 

D(u,u) =f f{(;;r+ (~;ndX dy = Min. 

B 

Die Aufgabe ist die: Man soIl eine in einem Bereich B zweimal stetig diffe­
renzierbare Funktion finden, weIche diesem Integral einen kleineren Wert erteilt 
als aIle anderen zweimal stetig differenzierbaren Funktionen, weIche am Rande 
von B dieselben Werte haben wie die gesuchte. Wenn es eine soIche Losung gibt, so 
schlieBt man ahnlich wie auf S.191/192, daB die betreffende Funktion der Gleichung 
L1 u = 0 geniigen muB. Es ist aber nicht von vornherein einleuchtend, daB es 
unter allen Funktionen gegebener Randwerte eine gibt, weIche dem Integral 
einen kleineren Wert erteHt als die iibrigen. SchluBmethoden, weIche von der 
Evidenz dieser Tatsache ausgingen, wurden durch die Kritik von WEIERSTRASS 
zu Fall gebracht. Inzwischen aber ist es im AnschluB daran HILBERT gelungen, 
den fehlenden Existenzbeweis nachzutragen. Es gibt somit unter allen in einem 
Bereiche zweimal stetig differenzierbaren Funktionen mit gegebenen Randwerten 
eine, weIche dem DIRICHLETschen Integral einen moglichst kleinen Wert erteilt. 
Das ist die Potentialfunktion, weIche diese Randwerte besitzt. Auf den Beweis 
will ich nicht naher eingehen, zumal ja ein anderes Buch dieser Sammlung sich 
ausfiihrlich mit diesen Dingen beschaftigt. (Vgl. COURANT-HILBERT: Methoden 
der mathematischen Physik.) 

Sehr einfach ist es 'allerdings, einzusehen, daB eine am Rande regulare Potential-

1 Ihre Koordinaten sind also analytische Funktionen eines reellen Parameters t. 
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funktion dem DIRICHLETSChen Integral einen kleineren Wert erteilt, als jede 
andere reguH!.re Funktion gleicher Randwerte. Denn sei u eine Potentialfunktion 
und u + v irgendeine andere regulare Funktion gleicher Randwerte, also v = 0 
am Rande, dann ist 

D(u+v, u+v) = D(u,u) + 2D(u,v) + D(v,v). 

Hier ist 
D(u,v) =SS(uz·vz+uy.v.)dxdy 

gesetzt. Nun ist aber nach S. 366 

Sf (u",v",+u.v.) dx dy =S v (u",dy -u.dx) - SS Au·v dx dy. 

Hier ist das Linienintegral uber den Bereichrand zu erstrecken. Da hier" v = 0 
ist, so ist es Null, und wegen Au = 0 verschwindet auch das Doppelintegral. 
Also ist 

D(u+v, u+v) = D(u,u) + D(v,v) > D(tt,u). 

4. Auf einem ganz anderen Wege haben kurzlich PERRON und REMAK die 
Randwertaufgabe gelost1 . Sie gewinnen die Potentialfunktion als untere Grenze 
derjenigen stetigen Funktionen, die am Rande zu groBe Werte annehmen, und 
im Inneren eines jeden Teilkreises des Bereiches groBer sind als das POISsoNsche 
Integral, das auf dem Kreis mit der Funktion ubereinstimmt. 

5. Schon 1914 hat LE Roux 2 das Problem der Potentialtheorie aus dem 
analogen fur Differenzimgleichungen durch Grenzubergang behandelt. Dazu 
wird der Bereich mit einem Quadratnetz bedeckt und werden Funktionen ge­
sucht, deren Wert in jedem Netzpunkt das arithmetische Mittel aus den Werten 
in den vier nachst benachbarten Netzpunkten ist, wii.hrend· in den am Rand 
des Netzes gelegenen Punkten vorgegebene Werte verwendet werden .. 

5. Existenz der GREENschen Funktion. Durch eine jede dieser 
Methoden erscheint nun auch die Existenz der GREENschen Funktion 
von Llu = 0 sichergestellt. Denn nach ihrer auf S. 369 gegebenen Defi­
nition lauft ihre Bestimmung auf die Berechnung einer im Bereiche 

regularen Funktion hinaus, deren Randwerte die von log.!. zu Null 
r 

erganzen. Mit der Losung der ersten Randwertaufgabe ist also auch 
die Existenz der GREENschen Funktion gesichert. Sie spielt fiir die 
Gleichung LI u = 0 eine analoge Rolle, wie die friiher eingefiihrte 
GREENsche Funktion eines Randwertproblemes einer gewohnlichen 
Differentialgleichung. Eine Anwendung mag das noch erharten. Es 
moge sich darum handeln, diejenige Losung der inhomogenen Gleichung 

(15) 

zu bestimmen, welche am Rande des Bereiches gegebene Werte be­
sitzt. Zu dem Zweck bezeichne ich mit U o die Potentialfunktion, welche 
diese Randwerte besitzt, und setze u = U o + u l . Dann geniigt 'It I 

wieder der Differentialgleichung (15) und hat die Randwerte Null. 
Nur urn die Bestimmung von u l handelt es sich also noch. Ich kniipfe 
an die GREENsche Formel S. 366 an und setze darin fiir u die gesuchte 

1 PERRON: Math. Zeitschr. Bd. 18. 1923; REMAK: Math. Zeitschr. Bd. 18. 1924. 
! Liouv. Journal t 10 (1914). 
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Losung U1 von (15) ein, fiir v wahle ich die GREENsche Funktion, die ich 

wieder in der Form G = log ! + VI schreibe. Dann muB man zunachst 

wieder um den Aufpunkt (~, 'YJ) der GREENschen Funktion einen kleinen 
Kreis schlagen, sein Inneres vom Bereich weglassen, im Doppelintegral 
iiber diesen Restbereich und im Kurvenintegral iiber seinen vollen 
Rand integrieren. Das Kreisintegral wird ganz auf dieselbe Weise wie 
S.368 berechnet, und man findet dafiir den Wert 

2nuI(~''YJ)· 

Das Randintegral wird zu Null und das Doppelintegral zu 

-:::: J J G· f dx dy, 

und so hat man diese Darstellung der Losung un serer Aufgabe 

U 1 (~,~'YJH= :-~2~ f f G(x, y; ~,'Y}) f(x, y) dxdy. 

Sie ist abgeleitet unter der Voraussetzung, daB eine regulare Losung 
existiert und daB die GREENsche Funktion am Rande regular ist. 
Man kann aber hinterher verifizieren, daB u1 der Differentialgleichung 
unter viel allgemeineren Voraussetzungen geniigt. Das gelingt durch 
direktes Differenzieren, wie der Leser selbst nachpriifen moge. 

§ 3. Die Differentialgleichung A u + ). u = o. 
1. Zusammenhang mit der Theorie der Integralgleichungen. Wir legen 

uns fiir diese Differentialgleichung wieder die erste Randwertaufgabe 
vor. Von vornherein wird man erwarten, daB wie bei der ersten Rand­
wertaufgabe bei gewohnlichen Differentialgleichungen nicht immer eine 
nicht identisch verschwindende Losung existierl. Wir konnen mit Hilfe 
der uns zur Verfiigung stehenden Methoden einen vollen Einblick in 
die Verhaltnisse gewinnen. Nach den SchluBbetrachtungen des vorigen 
Paragraphen geniigt namlich jede im abgeschlossenen Bereiche B stetige, 
am Rande desselben verschwindende Losung von 

(16) LlU+AU=O 

der linearen homogenen Integralgleichung l 

(16') U(~,!'Y}) = 2)~f f G:(x, y; ~,'Y}) u(x, y) dx dy. 
B 

Aus der Theorie derselben folgt der volle AufschluB iiber unser 
Randwertproblem. Sie ergibt ein ahnliches Ergebnis wie dasjenige, 

1 Durch Differenzieren unter dem Doppelintegral kann man hieraus den 
SchluB ziehen, daB u zweimal stetig differenzierbar ist. 
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welches uns bei der STURM-LIOUVILLEschen Aufgabe begegnete. Nur fUr 
gewisse Werte des Parameters A, die sogenannten Eigenwerte ist das 
Problem durch eine nicht uberall in B verschwindende, im Inneren 
zweimal stetig differenzierbare, im abgeschlossenen Bereich stetige 
Funktion lOsbar. DaB diese Eigenwerte samtlich positiv sind, ist von 
vornherein leicht einzusehen. Denn nehmen wir an, zu einem negativen 
Werte von A gehore eine Eigenfunktion, welche im Bereiche irgendwo 
ein positives Maximum besitze. Dann ist einmal nach den Regeln der 
Differentialrechnung in diesem Punkte LI u < 0, andererseits aber wegen 
A < 0 und u > 0 auch Au < 0, so daB an dieser Stelle die Summe 
beider nicht Null sein konnte. Also sind aIle reellen Eigenwerte positiv 
oder Null: A = 0 ist aber nach dem uns uber Llu = 0 bereits Bekannten 
sicher kein Eigenwert. Also sind alle Eigenwerte positiv. Die Eigenwerte 
.Ale sind weiter alle reell und haufen sich nirgends im Endlichen, ja sie 

sind so verteilt, daB .J) It konvergiert. Dies sowie die Existenz der 

Eigenwerte entnehmen wir der Theorie der linearen Integralgleichungen. 
Wegen der sonstigen Behauptungen lese man E. SCHMIDT: Annalen 
Bd. 63 nacho Das gilt auch fur die in dem nun folgenden Absatz ange­
fiihrten Tatsachen. Man vgl. auch COURANT~HILBERT: Methoden der 
mathematischen Physik. 

Zu jedem Eigenwert gehoren endlich viele linear unabhangige 
Eigenfunktionen, und man darf annehmen, daB dieselben zueinander 
orthogonal sind. Ebenso sind die zu verschiedenen Eigenwerten ge­
horigen Eigenfunktionen orthogonal, d. h. es ist 

J J rpn (x, y) rpm (x, y) dx dy = 0, 
B 

und man hat den Entwicklungssatz, wonach man jede zweimal stetig 
differenzierbare, am Rande verschwindende Funktion in eine nach 
Eigenfunktionen fortschreitende Reihe entwickeln kann. Denn jede 
zweimal stetig differenzierbare Funktion rp(x, y), welche am Bereich­
rand verschwindet, kann man mit Hilfe der GREENschen Funktion, also 
des Kernes der Integralgleichung, so darstellen 

rp(;, 1]) = -JJG(x,y,;,1])t(x,y)dxdy. 
B 

Dabei ist t(x, y) = LI rp gesetzt. 

2. Differentialgleichung der sehwingenden Membran. leh will nun 
diese Folgerungen aus der allgemeinen Theorie durch ein weiteres Ein­
gehen auf die Besonderheiten der Differentialgleichung (16) noch etwas 
erganzen. 

Zunachst will ich auf das physikalische Problem hinweisen, dem 
dlese Diffetentialgleichung entspringt. Es ist das Problem der Schwin­
gungert eirtet Membran, die an ihrem Rande eingespannt ist. An sich 
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werden diese Schwingungen durch die Differentialgleichung 

a2 z • at2 = c- LIz 

beschrieben. Dabei ist c2 eine von Spannungszustand und Material 
abhangige Konstante. Ahnlich ''lie S. 364 bei der schwingenden Saite 
fuhrt der Ansatz 

z=cosk(t+h)u(x,y) (k und h konstant) 

zur Trennung der Variablen. Er liefert fUr u (x, y) die Differential­
gleichung 

die also mit der hier betrachteten ubereinstimmt. 
Aus den hieraus gefundenen Einzellosungen, d. i. den Eigenfunktionen 

setzt man, genau wie bei der schwingenden Saite, allgemeinere Losungen 
additiv zusammen. Dem Entwicklungssatz entspricht wieder die Auf­
gabe, eine soIche Losung den Anfangsbedingungen anzupassen. 

3. Spezialfall des Quadrates. Des weiteren will ich in einem speziellen 
Fall die Losungen des Problems wirklich angeben. Es sei der Fall 
der quadratischen Membran. Hier liegt es nahe, in (13) den Ansatz 
~t = t(x) .g(y) zu machen. Man nimmt dabei an, daB das Quadrat 
parallel zu den Kciordinatenachsen orientiert ist. 

Dadurch findet man fUr t und g die beiden Differentialgleichungen 

t" + a2 t = 0, g" + b2 g = 0, wo a 2 + b2 = A 

und schlieBt so, daB die folgenden Losungen in Betracht kommen: 

u = (c1 cos ax + c2 sin ax)(d1cos by + d2 sin by). 

Das Quadrat sei nun von den Geraden 

x = 0, y=O, x = 1l, y=1l 

begrenzt. Sollen dann die Losungen am Rande des Quadrates ver­
schwinden, so zeigt sich, daB allein noch 

(17) c sin ax sin by 

ubrig bleibt und daB dabei a = m und b = n sem muB, wo m und n 
ganze Zahlen sind. Fur A kommen somit nur die Werte 

Am.n = m2 + n2 

m Betracht. Das sind die Eigenwerte. Freilich steht zunachst noch 
dahin, ob wir so alle Eigenwerte gefunden haben. Dies aber folgt 
daraus, daB man willkurliche Funktionen nach unseren Eigenfunktionen 
(17) entwickeln kann. Ein soIcher Entwicklungssatz gilt namlich nach 
der Theorie der Integralgleichungen nur fur das vollstandige System 
aller Eigenfunktionen. Tatsachlich aber laBt sich ganz analog wie in 
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der Theorie der FOURIERSchen Reihen beweisen, daB man jede zweimal 
stetig differenzierbare Funktion I(x, y), welche am Rande des Quadrates 
verschwindet, in eine Reihe 

/ (x, y) =~27cm." sin mx sin ny 

entwickeln kann, deren Koeffizienten 

:l:n; 

cm." = :2 J J / (x, y) sin mx sin ny dx dy 
00 

sind. Wir finden auch hier bestatigt, daB verschiedene Eigenfunktionen 
zueinander orthogonal sind, denn es ist ja 

::l:t 

f f sin:mx sin ny sin kx sin ly dx dy 
00 

~ ~ 

= f sinmxsin kx dx· f sinnysinlydy = 0, 
o 0 

falls entweder m 2 =1= k 2 oder n 2 =l= l2 ist. Zum gleichen Eigenwert 
A = m 2 + n 2 gehoren offenbar alle die Eigenfunktionen sin mx sin ny, 
fUr welche A = m 2 + n 2 den gleichen Wert hat. Zur gleichen durch 
den Eigenwert bestimmten Schwingungsdauer gehoren daher oft mehrere 
linear unabhangige Eigenfunktionen. Auch deren lineare Kombinationen 
gehoren zur gl~ichen Schwingungsdauer. Sucht man diejenigen Stellen 
der Membran auf, fUr welche wahrend der ganzen Schwingung Ruhe 
herrscht, also die Knotenlinien der Schwingung, so erhalt man die in 
der Akustik unter dem Namen Klangfiguren bekannten Kurven, deren 
mannigfaches Aussehen dem Umstande entspringt, daB zu einem und 
demselben Eigenwert verschiedene Eigenfunktionen gehoren konnen. 

4. Verteilung der Eigenwerte. Ich wende mich nun wieder allge­
rrieineren Fragen zu und stelle mir die Autgabe, Au/schl2ffJ iiber die 
Verteilung der Eigenwerte und ihre Abhiingigkeit vom Gebiet zu gewinnen. 
Es handeIt sich hier urn die Ubertragung derjenigen Ergebnisse, welche 
wir friiher anlaBlich des Oszillationstheorems iiber die Verteilung der 
Eigenwerte der Differentialgleichung y" + Aey = ° gewonnen hatten. 
Neuerdings sind in der uns hier beschaftigenden Frage durch Arbeiten 
von WEYL1 und COURANT2 erhebliche Fortschritte erzieIt worden, urn 
deren Darstellung es sich hier handeln soIl. Ich berichte iiber die von 
COURANT entwickeIte Methode der Variationsrechnung. Diese Be­
ziehungen zu einem Variationsproblem beruhen auf dem folgenden Satz: 
Denkt man sich die Eigenwerte der GrofJe nach geordnet, und dabei jeden 

1 WEYL, H.: Math. Ann. Bd. 71; Crelles Journ. Bd. 141, 143. 
2 COURANT, R.: Math. Zeitschr. Bd.7. 
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Eigenwert seiner Vieljachheitl nach aujgeschrieben Al < A2 < ... , so ist 
der n-te Eigenwert )'n der kleinste Wert, welchen das DIRICHLETSche 
Integral 

D (cp, cp) = f f {(~:r + (~~n dx dy 
B 

annehmen kann, wenn zum Vergleich alle im abgeschlossenen Bereich 
stetigen und mit stetigen ersten und zweiten Ableitungen versehenen am 
Rande verschwindenden Funktionen zugelassen werden, welche den weiteren 
Bedingungen 

(IS) (i = I, ... , n - I) 

(19) J J cp2 dx dy = I 
B 

geniigen. Die U i sind dabei die zu den Ai gehorigen durch 

JI ufdxdy = I 
B 

normierten Eigenjunktionen, wobei also jetzt jedem Ai gerade eine Eigen­
junktion zugeordnet ist. Das Minimum von D (cp, cp) wird /lir die n-te 
Eigenjunktion Un angenommen. 

Der Beweis dieses Satzes kann folgendermaBen gefiihrt werden: 
Aus (I) von S. 366 folgt2 

D(cp,cp) = -JJCPLlcpdxdy. 
BJ 

Wir bedienen uns nun der sogenannten Vollstandigkeitsrelation der 
Integralgleichungstheorie. Sie lehrt, daB 

(20) J J cpLlcpdx dy = 2J J cp~tidx dy· J J Llcp. ui dx dy. 
BiB B 

Allgemein lautet die Vollshindigkeitsrelation 

(21) J J f (x, y) g (x, y) dx dy = 2 J J j U i dx dy J J g U i dx dy. 
B B B 

Sie ergibt sich aus der Entwicklung von j nach den Eigenfunktionen 

(22) j = 2 Ci ui · 

Denn hier ist wegen der Orthogonalitat derselben 

Ci = J J j U i dx dy . 
B 

1 Das ist die Zahl der linear unabhangigen zu ihm gehorigen Eigenfunktionen. 
DaB diese Anzahl endlich ist, wird in der Theorie der Integralgleichungen be­
wiesen. Man vgl. (16'). Siehe z. B. E. SCHMIDT: Math. Ann. Bd.63. S.445. 

2 B moge wie S. 366 von endlich vielen analyt'ischen Kurven begrenzt sein. 
Daran werde in der Folge festgehalten. 
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Multipliziert man (22) mit g und integriert uber B, so hat man die 
Formel (21). Nun ist aber wegen des Verschwindens von cp und Ui am 
Rande nach der GREENschen Formel (3) von S.366 

f f Llcp· Ui dx dy = f f cp. Ll1~i dx dy = - }.J f cp Ui dx dy. 
B B B 

Somit wird 

(23) 

Nun ist aber nach der Vollstandigkeitsrelation wegen (21) 

1 =ff cp2dxdy =2{ff cpui dxdy}2. 
BiB 

Weiter aber ist nach (18) 

Daher wird 

f f cp ui dx dy = 0 
B 

D (cp, cp) > An . 

fUr i = 1,2, ... , n - 1. 

Das Gleichheitszeichen kann hierbei nur stehen, wenn in (23) nur 
eines der Integrale von Null verschieden ist, weIche zu den An gleichen 
Eigenwerten gehoren. Dann ist aber wegen des Entwicklungssatzes cp 
eine der zugehorigen Eigenfunktionen, fur die also allein das Minimum 
angenommen wird. COURANT hat diese schon langer bekannte Extremal­
eigenschaft der Eigenfunktion so umgestaltet, daB sie fUr die weiteren 
SchHisse brauchbar wird. Sie krankt namlich noch an dem Ubelstand, 
daB man zur Charakterisierung der n-ten Eigenfunktion sich auf die 
Eigenfunktionen mit kleinerer Nummer beziehen muB. Zu dieser Um­
gestaltung gelangt man durch die folgenden Uberlegungen. Statt der 
Nebenbedingungen (12), (19) wollen wir der Funktion cp die Zusatz­
bedingungen (19) und 

(24) J J cp Vi dx dy = 0 (i = 1,2, ... , n - 1) 
B 

auferlegen. Dabei sollen die Vi irgendweIche in B stetige Funktionen 
sein. Fur hiernach zulassige Funktionen cp besitzt das Integral D (cp, cp) 
eine untere Grenze, weIche von den VI." Vn - 1 abhangt und daher 
mit d(VI .•. vn - 1) bezeichnet werden 5011. Dann ist 

d (VI • •• Vn - I ) < An = d (UI ••• Un-I). 

Zum Beweise ist nur zu zeigen, daB man bei beliebiger Wahl der 
VI ..• Vn - I eine Funktion cp bestimmen kann, fUr die D (cp, cp) ~ An ist. 
Eine solche Funktion cp kann man z. B. als line are Verbindung 

(25) 

der Ui herstellen. Denn die ihr aufzuerlegenden Bedingungen (24) und 
(19) bedeuten n - 1 lineare homogene Gleichungen fur die ci(i = 1, 
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2, ... , n) nebst der Gleichung L;c; = l. Dem kann man aber durch 
passende Ci stets genugen. Die Funktion (25) verschwindet auch am 
Rande und ist wie die Eigenfunktionen U i zweimal stetig differenzierbar. 
Fur sie wird aber nach (23) 

n 
D (cp, cp) = L; Ai cy. 

i=l 

Also ist D(cp, cp) <An wegen Ai <Ai+! und ci + ... + c; = l. So­
mit haben wir den folgenden Satz: Es seien VI' .. Vn- I in B stetige 
F2tnktionen, und d(VI ... vn- I) sei die untere Grenze der Werte, welche 
D(cp, cp) annimmt, wenn cp irgendeine in B zweimal stetig differenzierbare 
am Rande verschwindende Funktion ist, welche den Bedingungen (19), 
(24) genugt. Dann ist An gleich dem Maximum, welches d(v l · .. vn_l ) 

bei beliebiger Wahl der VI' .. Vn _ 1 annehmen kann. Das Maximum wird 
erreicht fur VI = Ul> ... , Vn- I' = Un_I' cp = Un' 

In diesem Satz kann man die Voraussetzungen noch ein wenig 
erweitern. Nach einer in der Variationsrechnung viel verwandten 
SchluBweise kann man namlich eine jede stetige abteilungsweise stetig 
differenzierbare Funktion beliebig genau approximieren, und daraus 
ergibt sich die Gultigkeit des Satzes auch fur solche Funktionen­
klassen cp, die zwar stetig, aber nur einmal abteilungsweise stetig diffe­
renzierbar sind. 

Diesen Satz koppelt man nun nach COURANT mit folgendem all­
gemeinen Prinzip. Man stelle sich vor, daB man zur Konkurrenz nur 
solche Funktionen zulaBt, welche auBer den ihnen bisher auferlegten 
Bedingungen noch einigen weiteren genugen. Innerhalb dieser engeren 
Klasse von Funktionen cp werde das Maximum jener unteren Grenze 
gesucht. Fiir eine engere Funktionenklasse kann aber die untere Grenze 
nicht kleiner sein als fUr die weitere Funktionenklasse, und daher 
kann das Maximum der unteren Grenze nicht abnehmen. Ebenso 
nimmt das Maximum der unteren Grenze nicht zu, wenn die Kon­
kurrenzbedingungen fUr cp erleichtert werden, d. h. wenn umfassendere 
Funktionenklassen zur Konkurrenz zugelassen werden. 

Aus diesen Betrachtungen kann man nun den SchluB ziehen, daB 
bei Vergro/3erung des Gebietes die Eigenwerte nicht zunehmen. Betrachtet 
man namlich zwei Gebiete BI und B 2, von denen das zweite ein Teil 
des ersten sein moge, und die beide den bisher immer gemachten Voraus­
setzungen genugen mogen1 . Dann konnen die in B2 zweimal stetig 
differenzierbaren Funktionen cp, welche am Rande von B2 verschwinden, 
offenbar aufgefaBt werden als Funktionen, welche in dem groBeren 
Gebiete BI abteilungsweise stetig differenzierbar sind, dazu aber am 
Rande von B2 und in dem nicht zu B2 gehorigen Teile von BI ver­
schwinden. Das ist eine engere Funktionenklasse als die zur Definition 

1 Man vgl. z. B. FuBnote 1 auf S. 381. 
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der Eigenwerte fUr Bl benutzte. Daher sind die Eigenwerte des kleineren 
Gebietes sicher nicht kleiner als die Eigenwerte des gr6Beren. Genauer: 
der n-te Eigenwert des kleineren Gebietes ist nicht kleiner als der n-te 
Eigenwert des grofJeren Gebietes. 

Man kann diesen SchluB fUr den Fall verallgemeinern, daB jenes 
Teilgebiet von Bl nicht aus einem Stucke, sondern aus mehreren punkt­
fremden Teilgebieten von Bl besteht. Fur dieses aus mehreren Teilen 
bestehende Gebiet erhalt man aber die Eigenwerte als Gesamtheit der 
Eigenwerte der einzelnen Teilgebiete. Somit ist der n-te Eigenwert 
des groBen Gebietes nicht groBer als die n-te Zahl in der Reihe der 
der GroBe nach geordneten Eigenwerte der Teilgebiete. 

Anders gewendet kann man sagen: Die A nzahl der unterhalb einer 
Schranke A liegenden Eigenwerte eines Gebietes B ist nicht kleiner als die 
Summe der entsprechenden Anzahlen fur eine Menge irgendwie gewahlter 
punktfremder T eilgebiete. Zerlegt man insbesondere B durch stetig 
differenzierbare Jordankurven in eine Anzahl '/I von Teilgebieten und 
bezeichnet mit A (A) die Anzahl der zu B gehorigen Eigenwerte, die 
unter Aliegen, mit Ak (A) die Anzahl der zum k-ten Teilgebiet gehorigen 
Eigenwerte, die unter A liegen, so ist nach dem bewiesenen 

(23) 

Wir schlie Ben die Feststellung an, dafJ der n-te Eigenwert sich stetig 
mit dem Gebiete andert. Dabei wird unter einer "Gebietsanderung unter 
B" eine Abbildung 

x' = x + g(x, y), 

y' = y + h(x,y) 

des abgeschlossenen Gebietes B auf ein anderes B' verstanden, die jeden 
Punkt urn weniger als B aus seiner Lage verschiebt und bei der sich 
die ersten Ableitungen von g und h von den ersten Ableitungen von 
x und y selbst urn weniger als B unterscheiden. Dabei unterscheidet sich 
also die Funktionaldeterminante der Abbildung von 1 urn weniger als 
eine mit B gleichmaBig in B gegen Null strebende Zahl 0 (1)1. Jede 
in B erklarte Funktion geht bei der Abbildung in eine in B' erklarte 
uber, und das DIRICHLETsche Integral der in B erklarten Funktion cp 
unterscheidet sich von dem DIRICHLETschen Integral der in B' erklarten 
transformierten Funktion cp nur durch einen Faktor, der nach 1 strebt, 
wenn B -+ 0 konvergiert. Wenn namlich M die Funktionaldeterminante 
bedeutet, so wird 

1 Damit 5011 immer eine mit e gegen Null strebende Zahl bezeichnet werden. 
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Also 

ff[{a'P}2 {a'P}2l " ffa'P a'Pd 'd ' DB(Ijl, Ijl) = (l + 0(1») ax' + 8Y' J dx dy + 0 (1) ax' ay' x y 
B' B' 

.) ffa'Pa'P~'~' = (1 + 0(1) DB,(Ijl, Ijl) + 0(1) ax'ay'VX vy. 
B' 

Nun ist aber 

2 f f ;:; ;; dx' dy' < DB' (Ijl, Ijl). 
B' 

Also 

Ferner wird bei der Transformation 

Sf Sf dx'dy' 
1jl2 dx dy = 1jl21M1' 

B B' 

ff ff dx'dy' 
Ijlvidx dy = IjlVi~ (i = 1,2, ... , n - 1). 

B B' 

Nun ersetze man die Funktionen Vi durch Vi I M 1-1 = V~ und multi­
pliziere Ijl mit einem fUr 8 -+ 0 wenig Von 1 verschiedenen konstanten 
Faktor - so entstehe Ijl' - daB wieder 

f f 1jl'2 dx' dy' = 1, 
B' 

f f Ijl' vi dx' dy' = 0 (i = 1, 2, ... , n - 1) 

B' 
gilt. Dann wird 

DB(Ijl, Ijl) = (1 + o(I»)DB,(Ijl', Ijl'). 

Da nun aber weiter mit den Vi auch die v~ alle moglichen Systeme 
zweimal stetig differenzierbarer Funktionen durchlaufen, so kann sich 
das Maximum der unteren Grenze der rechten Seite von dem der linken 
nur urn einen Faktor unterscheiden, der nach 1 strebt, wenn 8 -+ 0 
riickt. Damit ist die stetige Anderung der Eigenwerte mit dem Gebiet 
erkannt. 

Die gewonnenen Ergebnisse werden wir nun fur die Frage einer 
Abschatzung des n-ten Eigenwertes dadurch ausniitzen, daB wir das 
Gebiet durch andere, bequemer zugangliche approximieren. Als solche 
bieten sich Quadratpackungen dar. Wir werden namlich jetzt gleich 
sehen, daB man fiir solche aus aneinandergelegten Quadraten aufgebaute 
Bereiche die Eigenwerte leicht abschatzen kann. 

Vorher muB indessen noch auf eine Verallgemeinerung hingewiesen 
werden, deren Beweis dem hier vorgefiihrten durchaus analog ist. 

BIEBERBACH, Differentialgleichungen. 3. Aufl. 25 



386 IV. 3. Elliptische Differentialgleichungen. 

Diese Verallgemeinerung bezieht sich auf die zweite Randwertaufgabe, 

bei der das Verschwinden der Normalableitung :: am Rande gefordert 

wird. Die k-ten Eigenwerte konnen auch bei diesem Problem ganz 
analog durch Extremaleigenschaften charakterisiert werden. Die be­
treffenden Satze lauten ganz analog wie bei der ersten Randwert­
aufgabe, nur daB der Funktion f{J stets die zweite Randbedingung auf­
zuerlegen isf. 

Etwas mehr Aufmerksamkeit miissen wir auf die GroBenanderung 
der Eigenwerte bei Anderung des Gebietes verwenden. In der Tat 
liegen die Verhaltnisse durCl:laus anders wie bei der ersten Randwert­
aufgabe. 

Das Gebiet B werde durch gewisse stetig differenzierbare JORDAN­

Kurven in eine Anzahl Teilgebiete Bi zerlegt. Dann ist der n-te Eigen­
wert A: der zweiten Randwertaufgabe des ganzen Gebietes nicht kleiner 
als der n-te Wert in der Reihe der der Grope nach geordneten entsprechenden 
Eigenwerte aUer dieser Teilgebiete. Wahrend bei der Bestimmung von 
A: von den Vergleichsfunktionen auBer dem Verschwinden der Normal­
ableitung am Rande von B die zweimalige stetige Differenzierbarkeit 
in B verlangt wird, lasse man jetzt zum Vergleich alle Funktionen zu, 
die zwar in den Teilgebieten Bi stetig und abteilungsweise stetig differen­
zierbar sind und deren Normalableitung an den Randern alier Teil­
gebiete verschwindet. Beim Ubergang von einem Teilgebiet in ein be­
nachbartes diirfen sie also einen Sprung erleiden 1. Das zu diesem 
erweiterten Bereich von Vergleichsfunktionen gehorige Maximum der 
unteren Grenze sei A~. Dann ist jedenfalls nach S. 383 A~ <A~. Die 
Zahl A~ erweist sich als die n-te Zahl in der Reihe der Eigenwerte der 
B i • Sie ist also nicht groBer als der n-te Eigenwert des Gesamtgebietes 
B. Das Ergebnis kann man auch so aussprechen: 

(24) At (A) + ... + At(A) > A* (A). 

Hier ist At (A) die Zahl der Eigenwerte der zweiten Randwertaufgabe 
von Bk , welche unter A liegen. ')I ist die Zahl der Teilgebiete. A * ().) 
ist die Anzahl der Eigenwerte von B, die unter A liegen. 

Was weiter die stetige Abhangigkeit der Eigenwerte vom Gebiet 
anlangt, so muB man bei der Ubertragung dieses Satzes auf die zweite 
Randwertaufgabe dafiir Sorge tragen, daB die Randkurven der approxi­
mierenden Gebiete sich auch in ihren Richtungen approximieren. Dann 
laBt sich der Satz wieder iibertragen. 

Wir sind nun auch imstande, die zu verschiedenen Randwert­
problemen gehorigen n-ten Eigenwerte miteinander zu vergleichen. Hier 

1 Die Funktionen dieser erweiterten Klasse konnen daher - anders wie bei 
der ersten Randwertaufgabe - nicht dUTCh Funktionen der engeren Klasse be­
liebig genau approximiert werden. 
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gilt der Satz, daB der n-te Eigenwert An der ersten Randwertaufgabe nie 
kleiner ist als der n-te kn der zweiten. Man nehme ein Teilgebiet B' von 
B und A~ sei sein n-ter auf die erste Randwertaufgabe beziiglicher 
Eigenwert. In dem Extremalproblem nun, welches den n-ten Eigenwert 
k n der zweiten Randwertaufgabe fUr B charakterisiert, werde der Funk­
tion rp die zweite Bedingung auferlegt, in B auBerhalb von B' zu ver­
schwinden. Dadurch wird das zugehorige Extremum nicht verkleinert. 
Es ist aber mit dem Eigenwert A~ identisch, der sich also als nicht 
kleiner wie kn erweist. Wenn man nun das Gebiet B' hinreichend 
wenig von B' verschieden wahlt, so ist auch A~ von An beliebig wenig 
verschieden. Also ist auch dieser n-te Eigenwert von B bei der ersten 
Randwertaufgabe nicht kleiner als der n-te Eigenwert von B bei der 
zweiten Randwertaufgabe. 1st A (A) die Zahl der Eigenwerte der ersten 
Randwertaufgabe unter A, A*(A) die Zahl der Eigenwerte der zweiten 
Randwertaufgabe unter A, so kann man das Ergebnis durch 

(25) A (A) < A * (A) 

a usdriicken. 
Nun sind wir geriistet, urn zur Abschatzung der Eigenwerte zu 

schreiten. 
Wir llatten schon auf S.379/380 die zur ersten Randwertaufgabe 

gehOrigen Eigenfunktionen des Quadrates von der Kantenlange 1 be­
stimmt. Durch ganz analoge Betrachtungen wiirden wir bei einem 

Q d d K t I" d" l:n;x . m:n;y al E' f k' ua rat er an en ange a Ie sm a sm -a- s Igen un honen 
2 

und die Zahlen :2 (l2 + m2), 1, m = 1, 2, 3 ... als Eigenwerte finden. 

Ais Eigenfunktionen der zweiten Randwertaufgabe findet man auf dem 

I . h W l:n;x m:n;y d:n;2 (l2 + 2) I 0 1 2 g eIC en eg cos a cos -a-' un a:r m" m = , , ... 
sind die zugehorigen Eigenwerte. Die Zahl der Eigenwerte, die kleiner 
als A sind, ist also mit der Zahl der ganzzahligen Losungen der Un­
gleichung 

identisch. Dabei sind bei der ersten Randwertaufgabe nur solche 
Losungen zu nehmen, deren ganze Zahlen beide groBer als Null sind. 
Bei der zweiten Randwertaufgabe sind dagegen aile nichtnegativen 
Werte zu nehmen. Die Anzahlen A(A) und A*(A) kann man leicht 
schatzungsweise bestimmen. Man findet 

a2 ,/1 a2 ff A (A) = 4:n;il + {}ca yA und A*(A) = 4:n;A + {}'ca 1.1. 

Dabei ist c eine von a und il unabhangige Zahl, {} und {}' liegen zwischen 
- 1 und + 1. Das erkennt man etwa so: Man denke sich in einem 
rechtwinkligen Koordinatensystem die Geraden parallel zu den Ko-

25* 
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ordinatenachsen gezeichnet, welche diese Achsen in ganzzahligen Punk­
ten treffen. Die Schnittpunkte dieser Geraden sind die Punkte mit 
ganzzahligen Koordinaten. Wir wollen sie iiblicherweise Gitterpunkte 
nennen. Die Frage ist nun, wieviele Gitterpunkte innerhalb des ersten 

2 

Quadranten im Kreise vom Radius A-; liegen, und je nachdem, ob :re 
es sich urn A * (A) handelt oder urn A (A), sind die am Rande des Qua­
dranten gelegenen Gitterpunkte mitzuzahlen oder nicht. Betrachten 
wir erst den Fall A * (A). Die Anzahl ist kleiner als der vierte Teil aller 
im Kreise gelegenen Gitterpunkte. Diese Anzahl ist nun aber gleich 
der Anzahl derjenigen Gitterquadrate, welche ganz dem Kreisinneren 
angehoren. Diese Anzahl ist aber gleich dem Kreisinhalt vermindert 
urn die Anzahl derjenigen Quadrate, welche Punkte mit der Kreis­
peripherie gemein haben. Diese Anzahl ist aber hochstens gleich dem 
Kreisumfang dividiert durch die KantenHi.nge des Quadrates, die aber 
hier Eins ist. Daraus flieBt sofort die fUr A * (A) angegebene Forme!' 
1m Falle A (A) sind auBerdem noch die auf den Koordinatenachsen ge­
legenen Gitterpunkte abzuziehen, deren Anzahl aber hochstens dem 
Radius des Kreises gleich ist, und das gibt wieder nur eine Anzahl von 
der GroBenordnung a iI. So folgt auch die fUr A (A) gegebene Forme!' 

Nun betrachten wir ein Gebiet, das aus" Quadraten der Kanten­
Hinge a aufgebaut ist. Diese Quadrate seien Qk und Ak(A} und A; (A) 
seien die zugehOrigen Anzahlen. Dann ist nach (23) , (24) 

AQl (A) + ... + AQ,,(A) < A (A) 

A~(A) + ... -+ AQ.(A) < A*(A). 

Andererseits ist nach (25) A (A) < A * (A). Also haben wir 

AQ1 (A) + ... + AQ .. (A) < A (A) < A~ (A) + ... + A~,,(A). 
Daraus folgt aber 

Hier ist t der Flacheninhalt des Gebietes, C wieder eine feste von a 
und A unabhangige Zah!. e aber liegt zwischen - 1 und + 1. 

Denkt man nun daran zuriick, daB die Eigenwerte stetig vom Ge­
biete abhangen und daB man jedes Gebiet durch eine Quadratpackung 
approximieren kann, so ergibt sich fUr jedes Gebiet vom Inhalt t bei 
der ersten Randwertaufgabe 

lim A (A) =~. 
l-+oo)' 4:re 

Erwahnt sei noch, daB diese asymptotische Formel unverandert auch 
fUr die Eigenwerte der zweiten Randwertaufgabe gilt, daB sich also 
im asymptotischen Verhalten der Eigenwerte die verschiedenen Rand-
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wertaufgaben gar nicht unterscheiden. Dieser Satz ist analog dem, den 
wir auf S. 173 fUr die Eigenwerte STuRM-LrouvILLEscher Randwert­
probleme bewiesen haben. 

§ 4. Verallgemeinerungen. 

Die im vorstehenden gewonnenen Ergebnisse sind in vieler Be­
ziehung typisch. Man kann sie zu erweitern suchen, z. B. durch Ver­
allgemeinerung der zugrunde gelegten elliptischen Differentialgleichung, 
aus der wir ja immer die Glieder mit den ersten Ableitungen weg­
gelassen haben. Ferner sind Verallgemeinerungen moglich durch Heran­
ziehung allgemeiner Bereiehe, da wir uns ja bisher wesentlich auf ein­
fach zusammenhangende, nicht zu kompliziert berandete beschrankt 
haben. Endlich kann man an die Betrachtung allgemeinerer Randwert­
probleme herantreten. Wir haben uns ja im allgemeinen auf das erste 
besehrankt und nur gelegentlich andere erwahnt. Die Ergebnisse, die 
sich in diesen anderen Fallen erzielen lassen, sind mutatis mutandis 
die gleichen, wie wir sie in unseren Fallen gewonnen haben. Methodisch 
verlangen die allgemeineren Probleme maneh ann.eres Hilfsmittel. 
Sukzessive Approximationen fUhren nun in gewissen Fallen, z. B. bei 
geniigend kleinen Bereichen, zum Ziel. Zugkraftigu ist diese Methode 
bei gewissen nichtlinearen Differentialgleichungen vom elliptischen 
Typus, aus denen ich z. B. die vielbehandelte Llu = etl nennen 
mochte. Das alternierende Verfahren bleibt gleichfalls anwendbar. 
Aber erschwert wird immer alles durch die Moglichkeit, daB ge­
rade fUr die vorgelegte Differentialgleichung das betreffende Randwert­
problem nicht losbar ist. Das hangt mit den Eigenwerten zusammen, 
die man erhalt, wenn man in die Differentialgleichung noch einen 
Parameter einfUhrt. Die Theorie der Integralgleichungen oder die 
~ethode der unendlich vielen Variablen fUhrt hier iiberall zum Ziel, 
sobald man sich nur in diesen allgemeineren Fallen ein Fundament 
geschaffen hat, das in der direkten Behandlung einer Differential­
gleichung vom Typus 

(hI au 
L (u) == Llu + a ax + b ax = 0 

besteht. Hier ist die erste Randwertaufgabe genau wie bei Llu = 0 
stets losbar, man erhalt eine GREENsche Funktion und kann dann an 
die allgemeinere Differentialgleichung 

L (u) + cu + d = 0 

beispielsweise mit der Methode der Integralgleichungen erfolgreich 
herangehen. Der allgemeinste Satz, den man bisher fUr L(u) = 0 
erhalten hat, ist dieser: Vorgelegt sei ein beschrankter irgendwie -
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nur niemals durch einzelne isolierte Punkte1 - begrenzter Bereich B. 
In einem Kreise, der diesen Bereich umfaBt, sei eine zweimal stetig 
differenzierbare Funktion cp(x, y) gegeben, die also am Rande des Be­
reichesB gewisse Werte annimmt. Dann besitzt diese Gleichung L(u) = 0 
genau eine im Bereiche B zweimal stetig differenzierbare Lasung, die 
im Bereiche und an seinem Rande stetig ist und am Rande mit der 
gegebenen cp ubereinstimmt. Man verdankt dies Ergebnis wesentlich 
LEBESGUE und LICHTENSTEIN (vgl. z. B. des letzteren zusammenfassende 
Darstellung in Bd. 15 der Sitzungsberichte der Berliner mathematischen 
Gesellschaft). Kurzlich hat FELLER 2 durch Heranziehung differential­
geometri~cher Begriffsbildung gezeigt, wie man die Theorie beliebiger 
linearer elliptischer Differentialgleichung ganz parallel zur Theorie 
der Potentialgleichungen entwickeln kann. Fur den Satz, daB bei be­
liebigen (nichtlinearen) elliptischen Differentialgleichungen jede im ab­
geschlossenen Bereich stetige Lasung durch ihre Randwerte eindeutig 
bestimmt ist, hat kurzlich EBERHARD HOPF in einer schanen Arbeit 
einen uberaus einfachen Beweis angegeben (Sitzungsberichte der preuB. 
Akademie der Wissenschaften 1927). 

Fur die zweite und dritte Randwertaufgabe laJ3t sich bei der Diffe­
rentialgleichung L (u) = 0 kein ganz so glattes Ergebnis aussprechen, 
weil fUr sie schon das Problem unlasbar sein kann. Statt dessen ist es 
dann natiirlich fur jede zugeharige inhomogene Gleichung 16sbar, wie 
das ja zu erwarten ist. 

Will man die Theorie von (1) an die von Lltt = 0 anschlieBen, 
so wird unter Verwendung der Formel (16') von S. 377 auf die Integro­
different-ialgleichung 

~t = - 2~"l:f f G (x, y; $, 1]) [a~:+ b ~~ + cu + d ]dxdy 

gefUhrt. 

1 Z. B. gibt es keine in 0 < x 2 + y2 ;S; 1 regulare Potentialfunktion, die in 
dem Kreis x2 + y2 ;S; 1 stetig ist, fUr x 2 + y2 = 1 den 'Vert Eins hat und die fur 
x = y = 0 verschwindet. Zu jedem e > 0 gehorte dann namlich ein Yo (e), so dal3 
die Funktion filr x 2 + ),2 = Y~ einen Betrag' unter e hatte. Daher ware sie in dem 
Ring 1'5 < y2 + y2 < 1 kleiner als die Potentialfunktion 

r 
10g...Q + 1] log 1'0 

l' 

(1 + 1]) log Yo ' 
und grol3er als die Potentialfunktion 

r 

wo_1]_ = to 
1+1] 

log ...Q + (f log r 0 
r -(f 

T-ta)1ogro J wo 1 + (J = s. 

Beide haben auf ;\:2 + ),2 = 1 den Wert 1. Anf x2 + y2 = r~ hat die erste den 
Wert e, die zweite den Wert - e. Filr e -+ 0 gilt Yo -+ O. Filr jedes r =!= 1 streben 
aber beide Funktionen nach Nul!. Also mul3 auch die zwischen beiden gelegene 
gesuchte Potentialfunktion an jedem inneren Punkte des Bereiches verschwinden. 

2 Math. Ann. Bd. 102 (1930). 
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IV. Kapitel. 

Parabolische Differentialgleichungen. 

§ 1. Existenz und Unitat der Losungen. 

Die Theorie der parabolischen Differentialgleichungen ist bei weitem 
nicht so durchgearbeitet und entwickelt, wie die der hyperbolischen 
oder die der elliptischen. Schon bei den einfachsten Fragen der Existenz 
und Unit at steiBt man auf unerledigte Probleme. lch will mich im 
folgenden damit begniigen, an Hand der Differentialgleichung der 
linearen Warmeleitung einen Einblick in die Verhaltnisse zu geben. 
Es ist dabei keine Beschrankung der Allgemeinheit, wenn ich die 
Differentialg1eichung 

(1) 

zugrunde lege. Charakteristiken sind jetzt die Geraden t = konst. Die 
Analogie der hyperbolischen Differentialgleichungen legt dip. folgende 
Frage nahe: Man betrachte einen Bereich B, wie ihn 
Abb. 21 zeigt. Er ist auBer durch eine Charakteristik 
noch durch einen Kurvenbogen L begrenzt. Nach den 
ailgemeinen Existenzsatzen ist eine Li:isung der Glei­
chung (1) jedenfalls bestimmt, wenn man einen nicht­
charakteristischen Anfangsstreifen vorgibt. Die Li:isung L 
muB also bestimmt sein, wenn man langs L die Werte 

von u und von :: vorschreibt. Zunachst will ich auf 

einen merkwiirdigen Umstand hinweisen, welcher der 
Stellung der parabolischen Differentialgleichung zwi­
schen den hyperbolischen und den elliptischen ent­
spricht: Es reichen namlich manchmal die Werte von 

--'------t 

Abb. 21. 

u selbst langs der Kurve hin, urn die Li:isung zu bestimmen, falls 
man noch die Zusatzforderung stellt, daB sie in dem von der Kurve L 
und der Charakteristik begrenzten Bereiche und auf seinem Rand 
zweimal stetig differenzierbar sein solI. Auf der Charakteristik hat 
man also ebensowenig wie bei den elliptischen Gleichungen etwas vor­
zuschreiben. Dort sind ja auch die Charakteristiken imaginaL Aller­
dings ist die Li:isung durch ihre Werte auf L Bur in einem besonderen 
Fall bestimmt, namlich dann, wenn die Kurve wie in der Abbildung 
links von der Charakteristik liegt. Liegt sie rechts, so ist die Li:isung nicht 
bestimmt. Nach VOLTERRA, dem man diese Bemerkung verdankt, be­
weist man die Unit at der Li:isung im ersten Falle (Abb. 21) folgender­
maBen. Man nehme an, es gabe zwei Li:isungen, die im abgeschlossenen 
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Bereiche regular sind und auf L die gleichen Werte haben1 . Dann 
verschwindet ihre Differenz u auf Lund genugt im abgeschlossenen 
Bereiche der Gleichung (1). Demnach ist 

If (a2U au) 0= u --- dxdt ax2 at 
B 

= II {aax (u ~;)-! ~~2} dxdt-II (~;y dxdt 
B B 

= -J u~;dt- !J U2 dx-JJ (~:ydXdt 
Rand Rand 

= - ! J u2 dx -J J (~;y dx'dt. 
t B 

Daher muB u = 0 sein auf der Charakteristik und ~; = 0 im Bereiche. 

Also ist u = 0 im Bereiche. 
Anders im zweiten Falle. Dann erscheinen die obigen Randintegrale 

mit entgegengesetzten Vorzeichen, und man kann daher nicht den 
gleichen SchluB ziehen. Betrachten wir z. B. die L6sung 

u = cos x e-t -! cos 2x e-4t 

der Gleichung (1). Sie verschwindet auf der Kurve 

t - ..!.. 10 ..!.. cos 2 x 
- 3 g 2 cosx • 

Ein Stuck derselben ist in der schematischen Abb. 22 zur Anschauung 
gebracht. 

In den physikalischen Proble­
men der Warmeleitung sind es an­
dere Randwertprobleme, die im 
Vordergrund des Interesses stehen. 
Dort handelt es sich urn die Warme­

---"*~~~~--+--~t leitung in einem langs der x-Achse 
t= 

Abb.22. 

erstreckten linearen Leiter. In die­
sem Leiter ist u = t(x) fUr t = 0 
vorgeschrieben. 

Handelt es sich auBerdem urn 
einen bei x = 0 und x = l begrenzten 
Leiter, so ist weiter noch der War­
mezustand an den Enden fur alle 

Zeiten vorgeschrieben, also z. B. u(O, t) = cp(t) , u(l, t) = 'IjJ(t). Durch 
diese Anfangsbedingungen ist im begrenzten Leiter die LOsung ein-

1 Sind die Voraussetzungen nur im offenen Bereich erfiillt. so gilt der Unitats­
satz nicht. Vgl. DOETSCH: Math. Zeitschr. Bd.22. S.299. 1925. 
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deutig bestimmt, falls wieder angenommen wird, daB sie in einem 
abgeschlossenen 1 Bereich 0 < x < l, 0 < t < T mit ihren Ableitungen 
der beiden ersten Ordnungen stetig ist. Ob es stets eine den Bedingungen 
geniigende Losung gibt, soil uns hernach erst, im AnschluB an die Me­
thoden zu ihrer wirklichen Aufsteilung beschaftigen. Hier soil nun erst 
die Unit at der Losung erortert werden. Man beweist sie folgendermaBen: 
Gabe es zwei Losungen gleicher Anfangs- und Randbedingungen, so 
ware auch die Differenz eine Losung, welche nun an den Leiterenden 
fiir aile Zeiten verschwindet und welche auch fiir t = 0 verschwindet. 
Diese Differenzlosung werde mit u bezeichnet. Man betrachte das 
Integral 

I 

(2) f U2 

J(t) = T dx . 
o 

Dann wird 
I l 

~~. = f14~:dX= f14~2~dX 
o 0 

I I I 

= 1t :: 1-f (::r dx = -f (::r dx. 
000 

Demnach ist ~{ < 0 und well J(O) = 0 ist, so ware J < O. Nach 

Formel (2) ist aber J :;;:: O. Also muB J = 0 sein. Also ist 14 = O. 

§ 2. Der lineare begrenzte Leiter. 

Almlich wie bei der schwingenden Saite bedient man sich am besten 
der Methode der Partikular1osungen, urn in dem letztbehandelten Rand­
wertproblem neben einem Beweis fUi die Existenz der LOsung auch diese 
selbst sofort zu gewinnen. Machen wir namlich in (1) den Ansatz 

14 = v (x) w(t) , 
so erhalten wir 

v" w' 
-=--

v w 

und daher muB es eine Konstante A. geben, so daB 

v" + ilv = 0, 

w' + ilw = 0 

ist. Somit sind die Funktionen 

1t = (al cos fIx + a2 sin fIx) e- i. t 

1 Gilt die Voraussetzung nur im gegen t = 0 offenen Bereich, so ist der Unitats­
satz nicht richtig. Vgl. DOETSCH: Math. Zeitschr. Bd.22, S.299. 1925. 
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Losungen. Sollen sie fUr x = 0 und fiir x = I bei beliebigem t ver-
. ~~ . 

schwmden, so muB a l = 0, II. = ~ (n = 0,1, 2, ... ) sem. Durch 

Addition mehrerer Losungen erhaIt man neue Losungen. Also ist 
n2 .n2 

. n n x ----z21 
U (x, t) =.2 Cn sm -1- . e 

eine Losung, immer dann, wenn diese Reihe samt ihren in der Diffe­
rentialgleichung vorkommenden Ableitungen fUr 0 < x < lund ein ge­
wisses t-Intervall gleichmaBig konvergiert. Diese Losung passe man 
nun dem Anfangszustand an. Fiir t = 0 sollte u(x, 0) = I(x) sein. Das 
Iiefert die Gleichung 

I() '\' . nnx 
X = £oJ Cn SIn -1-' 

und WIr haben wieder AnschluB an die Theorie der FOURIERschen 
Reihen. 

Wenn die Enden nicht standig auf der Temperatur Null gehalten 
werden, sondem wenn etwa an dem Ende x = 0 die konstante Tem­
peratur U o an dem Ende x = I die konstante Temperatur U l vorge­
schrieben ist, so fiihrt der Gedanke, daB sich nach hinreichend langer 
Zeit eine proportionale Temperaturverteilung einstellen wird, dazu, die 
Losung in der Form 

x 
U = Uo + T (ul - uo) + v 

anzusetzen. Da aber, wie man sofort sieht, 

x 
Uo + T (Ul - Uo) 

selbst eine Losung ist, so geniigt v der gleichen Differentialgleichung, 
und wir sind auf das gerade. behandelte Problem zuriickgekommen. 
Denn v muB bei x = 0 und bei x = I fUr alle Zeiten verschwinden. 

§ 3. Der unbegrenzte Leiter. 

Hier solllangs der ganzen unbegrenzten x-Achse eine stetige Funk­
tion I(x) gegeben sein, und es fragt sich, ob man stets eine Losung 
von (1) finden kann, fUr die U(x, 0) = I(x) ist, und weiter, ob diese 
Losung eindeutig bestimmt ist. Man bedient sich einer Erweiterung 
der Methode der Partikularlosungen und schlieBt so: Die Funktion 

1 z' 
U = --:::e--4t yt 

geniigt jedenfalls der Differentialgleichung. Daher ist auch 

I (C) 1 _ (:I: - ;)' 
s- • ---== e 4t 

2 Yn t 
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eine Lasung. Dnd daher diirfte 

- 00 

der Differentialgleichung geniigen. Tatsachlich kann man nun, wie ich 
hier nicht naher ausfuhren will, unter der Voraussetzung eines stetigen 
und beschrankten I (x) beweisen, daB diese Funktion der Differential­
gleichung geniigt und daB fur t _ 0 gilt. 

+00 

I(x) = hm ~ f(~) e--4t-d~. . 1 I (X_~)2 

t-+02 tnt 

Unser Problem ware damit gelOst. Aber die UnitM der Lasung, die 
man nach physikalischer Analogie vermuten machte, bleibt unbewiesen 
und ist auch nach der im vorigen Paragraphen benutzten Methode 
jedenfalls nicht ohne weitere Einschrankungen fur die Anfangsfunktion 
I(x) zu beweisen. 

Ahnlich gelingt es auch, das im ersten Paragraphen schon erwahnte 
Problem der durch einen Anfangsstreifen bestimmten Losung zu losen. 
Wir kniipfen also wieder an den dort in Abb. 21 dargestellten Bereich 
an und werden zunachst eine GREENsche Formel fur den Bereich ge­
winnen. Wir bezeichnen 

02U au 
B(u)=----ox2 at 

und Hennen 

den adjungierten Differentialausdruck. Dann ist 

f f (v B (u) - u WC(v)) d~ dt = f S{oox (VU., - UV.,) - O~;)}d~ dt 

= f (VU., - uv.,)dt + f uvd~ + f uvd~. 
[L [L t 

Nun wahle man als u eine Losung von B(u) = 0 und fUr v eme 
noch naher festzulegende Losung von WC(v) = o. Dann wird 

f uv d~ = f (vuz - uVz) dT + f uv d~. 
t [L [L 

Kann man nun die Lasung v so wahlen, daB 

(3) lim f uv d~ = u(x, t) 
~-+t t 

wird, so gewinnen wir eine Formel, die unser Problem lOst. Wir wahlen 
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nach den Erfahrungen zu Beginn dieses Paragraphen 
1 (!I-~)' 

V(~, -r) = -----===---= e- 4"'(t-~). 
2¥n(t-"t") 

Wirklieh HiBt sieh dann bei stetiger Funktion If(~, -r) = f(~) (3) be­
weisen. 

Daher finden wir 

u(x,t) =[(vu:x;-uv:x;)d-r + fuvd~. 
. ( (L 

au 
Es falit auf, daB hier aueh die Ableitung ax vorkommt, wahrend doch 

im Faile der Abb.21 die Losung schon dureh ihre Werte auf L be­
stimmt war. Aber unsere Formel gilt ja allgemein, also aueh fUr den 
Fall der Abb. 22, wo die Kurve L reehts von der Charakteristik liegt. 

Offen blieb bisher noeh die Frage, ob man im Faile der Abb.21 
auf der Kurve L die Werte der Losung als stetige Funktion beliebig 
vorsehreiben kann, so daB dazu immer eine im Gebiete regulare Losung 
dieser Randwerte gehort. leh fiige an, daB der Beweis fUr die Existenz 
dieser Losung unter gewissen Annahmen iiber L von HOLMGREN l , 

von E. E. LEVI 2 und M. GEVREy 3 unter Heranziehung von Integral­
gleiehungen erbraeht wurde. 

Neuerdings hat W. STERNBERG' die S.376 erwahnte PERRoNsehe 
Methode der Ober- und Unterfunktionen iibertragen 5• 

1 Ark. mat. Bd. 3, 4, 5. 2 Ann. di mat., Folge 3, Bd. 14. 
3 Liouv. Journal (6) 9. 4 Math. Ann. Bd.l01. 1929. 
5 Vgl. auch F. BERNSTEIN U. G. DOETSCH und G. DOETSCH: Math. Zeitsohr. 

Bd.22. 1925. 
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