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Vorwort zur dritten Auflage.

Mein Ziel war auch bei der dritten Aquage, ein modernes Buch iiber
Differentialgleichungen zu schreiben, ein Werk also, das neben den un-
erldBlichen Elementen die Dinge bevorzugt, denen man heutzutage in
erster Linie Geschmack abgewinnen diirfte.

Fiir die neue Auflage habe ich es mir besonders'angelegen sein lassen,
Druckfehler und sonstige Unstimmigkeiten zu beseitigen, die leider der
zweiten Auflage noch anhafteten. Uberall, wo mir das Wiedetlesen des
eigenen Buches, 3 Jahre nach dem Erscheinen der zweiten Auflage, den
Eindruck erweckte, daBl die Darstellung noch nicht zur restlosen Klar-
heit gediehen sei, habe ich getrachtet, bessernd die Hand anzulegen.

In manchem Betracht hat es die fortschreitende Wissenschaft er-
laubt, andere Wege der Darstellung zu gehen. So habe ich die Rand-
wertprobleme bei gewdhnlichen Differentialgleichungen im Gefolge
einer héchst verdienstvollen Arbeit des Herrn PRUFER neu dargestellt.
Auch einiges habe ich neu aufgenommen, so z. B. einen Abri der LiE-
schen Theorie, den PoiNcar¥schen Wiederkehrsatz, die asymptotische
Integration. An anderen Stellen habe ich wenigstens durch Verwei-
sungen auf neuste Literatur den Leser in Beziehung zu dem Wachstum
der Wissenschaft zu setzen gesucht. Denn nicht jeder auch erhebliche
Fortschritt 148t gleich eine Darstellung im Rahmen eines voraus-
setzungslosen und dazu noch umfangbeschriankten Lehrbuchs zu.

Mochte das Wohlwollen, das der Verfasser sich bemiihte, seinen
Lesern zu bezeugen, einen freundlichen Widerhall finden.

Berlin, Marz 1930.
L. BIEBERBACH.
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Einleitung.
Unter einer gewdhnlicken Differentialgleichung versteht man eine

Beziehung
dy d2y aryy
Fr9 5 T o0 g) =0
zwischen einer Funktion y (x) einer Variablen x, einer Anzahl von Ab-
leitungen dieser Funktion und der Veranderlichen ». Wenn Ableitungen
bis zur n#-ten Ordnung einschlieBlich vorkommen, so spricht man von
einer Differentialgleichung n-ter Ordnung. So ist z. B..

eine Differentialgleichung erster Ordnung.
a2 d
iy o

dagegen ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung. Die Benennung
Ordnung bezieht sich auf die Héchstordnung der vorkommenden Ab-
leitungen und ist nicht mit dem fiir einige Differentialgleichungen zu
erklirenden Begriff des Grades zu verwechseln. Wir werden z. B.

dy

Z;_._x._.y___
oder

ay %) o

linear oder:vom ersten Grad nennen, weil links lineare Funktionen
von y’ = g—g—und v stehen. Das Adjektiv gewdhnlich bezieht sich darauf,

daB es sich um Funktionen ¥ (x) einer Variablen x handelt. Es setzt
diese Differentialgleichungen in Gegensatz zu den partiellen, bei wel-
chen es sich um Funktionen von zwei oder mehr Variablen handelt.
So ist z. B.

oz | 0s
Ty =%
eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung.
Es kann auch vorkommen, daB ein Systems von mehreren Dif-
ferentialgleichungen fiir mehrere Funktionen oder auch fiir eine Funk-

tion einer oder mehrerer Variablen vorgelegt ist. Immer aber ist die
BiesErBAcH, Differentialgleichungen. 8. Auil. 1



. Einleitung.

Aufgabe det Theorie darin zu schen, die Eigenschafien derjenigen
Funktionen zu ermitieln, welche einer vorgelegten Differentialgleichung
oder einem System von Differentialgleichungen gendigen. Am ndchsten
liegt es, einen expliziten Ausdruck fir diese Funktionen zu suchen. Schwie-
riger ist es, herauszubekommen, wie der funkiionentheoretische Cha-
rakter, also z. B. der Verlauf des Kurvenbildes der losenden Funkiionen,
von den Eigenschaften der Differentialgleichung abhdngt und aus den-
selben bestimmi werden kann. Es erhebt sich die Frage, wie unter meh-
reven Losungen eine mit gegebenen Eigenschaften zu finden ist, es handelt
sich darum, den numerischen Verlauf einer als vorhanden erkannien
Lisung zu finden, und viele dhnliche Aufgaben werden der Theorie
vom mathematischen Griibelgeist, vom Interesse des physikalischen,
chemischen, astronomischen oder technischen Praktikers gestellt. Allen
diesen allerverschiedensten Aufgaben mupf eine Theorie der Differential-
gleichungen Rechnung tragen. Sie hat die Aufgaben zu klassifizieren
und die Mittel zu ihrer Bewdltigung bereitzustellen, so dap jeder Spezial-
fall dann nur noch eine mehr oder weniger grofe Einzelarbeit verlangt.

Unsere nichste Aufgabe wird es sein, die einfachsten Differential-
gleichungen erster Ordnung zu untersuchen. Sie sollen von der Form

(1) 2 =ty

sein. Dabei sei f (», ¥) in einem gewissen Bereich der x-y-Ebene als
eindeutige und stetige Funktion gegeben®.

Unter einer Losung oder einem Integral einer Differentialgleichung

verstehen wir irgendeine der

Differentialgleichung  genii-

..L —~ gende, also differenzierbare
~ AN Funktion. Thr geometrisches

/ ~— T~ Y Bild heiBit I'ntegralkurve.
/ T N \ Wir wollen uns an Hand
/ / / 4\ \ \ einer geometrischen Deutung
7 I\ zunichst eine ungefihre Vor-
E ; — F——4—+—>= stellungiiber die zu erwarten-
\ \ A A / den Ergebnisse verschaffen.
\ ~ L 7 / Das geometrische Bild einer
. / gewdhnlichen Differentialglei-
N\ =~ P chung erster Ordnung (1) ist

ein Tangentenfeld. Die Diffe-
rentialgleichung erlaubt es
Abb. 1. nimlich, in jedem Punkt des

1 ‘Wegen der Begriffe ,,Bereich” und »sstetige Funktion von zwei Variablen‘*
vgl. man z. B. meinen Leitfaden der Differentialrechnung, 3. Aufl.,, auf S. 115
und auf S.116.
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Definitionsbereiches von f(x, y) die Ableitung der gesuchten Funktion
und damit die Tangente der gesuchten Kurve zu bestimmen. Wir
kénnen uns dieselbe in jedem Punkt durch ein Geradenstiick mar-
kiert denken!. Abb.1 veranschaulicht das Tangentenfeld der Differential-
gleichung

@ & _z,

Man kann natiirlich nicht in jedem Punkt, aber doch in einigen,
die Richtung markieren und so schon eine gewisse Vorstellung iiber
den Verlauf der Losungen erlangen. Man kann dazu in irgendeinem
Punkt des Bereiches beginnen und von da ein Stiick Weges der dort
vorgeschriebenen Tangente entlang bis zu einem Nachbarpunkt gehen.
Man wird dort wieder der dort
vorgeschriebenen Tangente fol- |7
gen? bis zu einem Nachbar-
punkt, dort wieder zu der ver-
anderten neu vorgeschriebenen
Tangente iibergehen usw. So //-
bekommt man etwa das Bild
der Abb. 2. Man wird so durch
jeden Punkt des Bereiches vor- Abb. 2.
aussichtlich eine Kurve finden.

Gegen diese Uberlegung kann man einwenden, daB man ja eigentlich
schon sofort nach dem Verlassen des ersten Punktes die Tangente
andern miiBte, nicht erst nach einer Weile, wenn anders die gefundene
Kurve diberall die vorgeschriebenen Tangenten besitzen soll. Doch kann
man sich mit der — spiter durch einen biindigen SchluB zu bestitigen-
den — Vorstellung trésten, da8 man sicher eine gewisse Anndherung
an die wirkliche Lésungskurve erhalten wird, wenn man nur nie zu
lange ein und dieselbe Richtung einhilt. Eine gewisse Stiitze kann ja
auch diese Hoffnung schon vorliaufig in einer Reminiszenz aus der
Integralrechnung finden. Betrachten wir n#mlich die Differential-

gleichung

=f(x),

so haben wir es gerade mit der Grundaufgabe der Integralrechnung
zu tun, und wir wissen, daB dort tatsichlich die Niherungskurven bei

1 Den Inbegriff eines Punktes und eines durch ihn gehenden Geradenstiickes,
also analytisch das Zahlentripel (#, ¥, ¥’) nennen wir Linienelement.

2 Es konnte zweifelhaft sein, in welcher der beiden mdglichepn Richtungen
man die Tangente im neuen Punkt zu verfolgen hat. Indessen ist es doch klar,
daB man so vorgehen wird, daB die eingeschlagenen Richtungen sich halbwegs
stetig aneinanderreihen. Nimmt man auf diese Vorschrift Riicksicht, so kann
man bei geniigend kleinen Schritten nie im Zweifel sein, wie man weitergehen wird.

1*
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fortgesetzter Verfeinerung des Verfahrens gegen das Integral konver-
gieren. Die einzelnen Niherungen sind ja weiter nichts, als die geo-
metrischen Bilder der Niherungssummen, welche man bei der De-
finition des bestimmten Integrales zu benutzen pflegt. Ersetzt man
namlich die Kurve des Integranden durch ein Treppenpolygon und
zeichnet die Integralkurve dieses Treppenpolygons, so hilt diese ge-
rade in den einzelnen Teilintervallen je eine feste Richtung ein. Diese
bei der ,,graphischen Integration benutzten Kurven sind es, die als
einfacher Spezialfall dessen auftreten, was wir auch bei den Differential-
gleichungen antreffen. (Vgl. z. B. meinen Leitfaden der Integra.lrech‘-
nung, 3. Aufl. S. 50/52.)

Wir wollen aus unserer Uberlegung die Vermutung entnehmen,
daB durch jeden Punki wnseres Bereiches genau eine Infegralkurve der
Differentialgleichung gehen muf, oder analytisch ausgedriicki, daf es
genau eine der Differentialgleichung gendigende differenzierbave Funktion
v (%) gibt, die fiir x = x, den gegebenen Wert y = y, annimmi, voraus-
gesetzt, dap der Punkt mit den Koordinaten x,, v, dem gegebemen Be-
reiche angehirs, in welchem | (%, v) gewisse noch niher anzugebende Eigen-
schaften besitzt.

Wir wenden uns nun dazu, in einigen Fillen auf einem ersten pri-
mitiven Wege die Lbsungen einer vorgelegten Differentialgleichung
wirklich alle anzugeben. Wir werden dann stets das eben Gefundene
bestitigt finden, wie denn auch fiir

2= t@)
durch
y=[7Ed&+

diejenige Losung gegeben ist, welche bei ¥ = %, den Wert y = 4, be-
sitzt.

Man kann sich auch in dem vorhin gew&ihiten Beispiel der Dif-
ferentialgleichung (2), losgeldst von jeder allgemeinen Methodel, leicht
davon iiberzeugen, daB unsere Vermutung zutrifft. Denn da die Inte-

gralkurve den Punkt (x, ¥) mit der Steigung — —;i passiert, muB ihre

Tangente nach den Regeln der analytischen Geometrie auf der Ver-
bindungsgeraden dieses Punktes mit dem Koordinatenursprung? senk-
recht stehen. Da sie also in jedem ihrer Punkte den auch durch diesen
Punkt gehenden im Koordinatenursprung zentrierten Kreis beriihrt,

! Wir werden bald eine solche auf diese Differentialgleichung anwendbare
Methode kennen lernen.

% Thre Steigung ist %’— » so daB das Produkt der beiden Steigungen tatsich-
lich — 1 ist.
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so sind die Kreise Kurven, welche iiberall die verlangte Tangente be-
sitzen. Durch
(3) gt =2
miissen also Losungskurven dargestellt sein. Man rechnet nach, daB
die aus der Gleichung
22 g2 = 92

gewonnenen Funktionen tatsichlich der Differentialgleichung (2) ge-
niigen. Denn differenziert man diese Gleichung nach x, so hat man

. %+ 9y =0.
Also ist wirklich die Differentialgleichung (2) von S. 3 durch die Kreise
(8) erfiillt. DaB unsere Niherungskonstruktion eine gewisse Anndhe-

rung an die Kreise liefert, wird man nach Abb.1 nicht verkennen.
In Abb. 1 sind ja die Kreise recht deutlich zu sehen.



Erster Abschnitt.

Gewohnliche Differentialgleichungen
erster Ordnung.

I. Kapitel.
Elementare Integrationsmethoden.

§ 1. Die Trennung der Variablen.

1. Ein Beispiel. Wir wollen die Methode der Tremnung der Varia-
blen zunichst an der Differentialgleichung

(1) =Ty =

darlegen. Die Methode geht von der — vorerst unbewiesenen — An-
nahme aus, daf diese Gleichung Lésungen besitzt. Denkt man sich
dann fiir ¥ eine der Lésungen der Gleichung eingesetzt, so muB die

Gleichung
dy
Yiz = %

identisch in % gelten. Namentlich muB das Integral der linken Seite
dem der rechten gleich sein. Das liefert

— a2

@ fy(é)dydf—-

Das Integral linker Hand wird durch die Substitutionsmethode be-
rechnet, indem man durch # = ¥ (§) als neue Integrationsvariable die
Losung selbst einfilhrt. Setzt man y (%) = ,, so findet man

¥2— 93 a2

2 2
Setzt man dann 2 4+ 32 = 72, so hat man in
%2 + yﬂ = 2

eine algebraische Gleichung, welcher die gesuchte Losung geniigen mus.
Umgekehrt sieht man auch leicht, daB jede dieser Gleichung geniigende
Funktion y (¥) eine Lésung der Differentialgleichung ist. Damit ist
dann der anfinglich noch ausstehende Beweis fiir die Existenz von
Losungen nachtriglich erbracht. Da es genau einen Kreis um den
Koordinatenursprung durch den Punkt %, v, gibt, so haben wir damit
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genau eine Losung der Differentialgleichung (1) gefunden, die fiir
% = x5 den Wert y =y, annimmt. Da fiir y =0 die Differential-
gleichung (1) sinnlos wird, so tragen unsere Ldsungen sogar weiter,
als zundchst zu erwarten war. Auf S. 34 wird diesem Umstand weitere
Beachtung geschenkt werden.

Die Verwendung der Substitutionsmethode bei der Berechnung des
Integrales (1) setzt weiter voraus, daB auf der betrachteten Integral-

ay .. . .
karve —d—-ii sein Vorzeichen nicht wechselt, da3 man sich also auf dasInnere

eines durch die Koordinatenachsen bestimmten Quadranten beschrinkt.

Trotzdem haben wir in den Kreisen auch Lésungskurven durch
die Punkte der y-Achse gefunden. Es gibt also auch eine Lésung, die
fiir x =0 einen gegebenen Wert y, annimmt.

Bemerkung: Alle in diesem Kapitel zu besprechenden Methoden gehen
von der Annahme aus, daf Losungen existieren, und jedesmal kann dieser Be-
weis dadurch nachgetragen werden, daB man hinterher verifiziert, daf die ge-
fundene LYsung tatsichlich der Differentialgleichung geniigt. Wir wollen aber
diese eintSnigen Verifikationen in der Folge weder durchfithren noch erwihnen,
zumal wir auch im folgenden Kapitel einen allgemeingiiltigen Beweis fiir die
Existenz der Ldsungen kennen lernen werden.

Eine Differentialgleichung gilt stets dann als geldst oder, wie man
auch sagt, als infegriert, wenn es gelungen ist, eine Losungskurve durch
einen beliebig gewihlten Punkt des zugrunde gelegten Bereiches zu
findén. Das ist in unserem Beispiel der Fall. Verlangt man namlich

. einen Kreis durch den Punkt (x,, ¥, der oberén oder der unteren Halb-
ebene, so muB man nur 72 = 22 + 92 setzen. »

2. Die Methode. Die eben dargelegte Methode bleibt stets anwend-
bar, wenn die vorgelegte Differentialgleichung die Form

iy __ (%)
(3) T2 o)
besitzt. Dabei mége f (x) im Intervall e < x < b, ¢ (y) dagegen im
Intervall « < y < B stetig erklart sein. ¢ (y) soll daselbst iiberdies von
Null verschieden sein!. Der Bereich, in dem wir die Differential-
gleichung studieren, ist dann das Rechteck s S x =< b, a = y = .
‘Man kagpn die Gleichung so schreiben:

P =1.

Denkt man sich wieder fiir y irgendeine bestimmte Losung eingesetzt,
so kann man wie oben integrieren, und findet

fw(n)dn= [r®as
Yo Zo

1 Das sind Einschrinkungen, die wiedér die Verwendung der Substitutions-
methode gewabrleisten werden.
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als eine Gleichung fiir diejenige Losung y (%), welche fiir x = x, den
Wert y, annimmtl. Wenn die Funktionen f (x) und ¢ (y) nicht zu kom-
pliziert sind, wird man nun mit der weiteren Untersuchung der Losung
keine Schwierigkeiten mehr haben. In komplizierteren Féllen kann es
aber gescheken, daB mit diesen einfachen Schritten erst die geringste
Arbeit geleistet ist.

3. Substitutionen, die zur Trennung fithren. Hiufig tritt der Fall
ein, daB erst nach Einfilhrung einer neuen unbekannten Funktion oder
nach Einfibrung einer neuen unabhingigen Variablen der eben ein-
geschlagene Weg gangbar wird. So hat z. B.

4) =%ty

nicht die bisher zugrunde gelegte Form (3). Wihlt man aber
v=%49

als neue unbekannte Funktion, so wird die Differentialgleichung
dv
Friaaid + 1.

Nun kénnen die Variablen getrennt werden, solange nicht v = — 1
wird. Man findet dann

v 1
log v+1 =% %
oder
v= —14 (94 1)e®~%.
Also wird
(5) y=—2—1+(1+ % + yo)e®~ %.

Dabei ist noch v, = x4 + ¥, gesetzt. Tatsichlich stellt diese Glei-
chung eine Funktion dar, die fiir x = x, den Wert y, annimmt und die
der Differentialgleichung geniigt. Fiir sie wird nirgends y + % = — 1,
es sei denn, daB x4+ yo = — 1 vorgegeben wird. Dann ist aber die
Losung y = — x — 1 selbst, die also doch auch in (5) enthalten ist.

Durch die gleiche Substitution werden bei allen Differentialglei-
chungen von der Form

d
Z=fE+y
die Variablen getrennt.
Ahnlich behandelt man 3’ = f (x» + 87).

4. Homogene Differentialgleichungen. Es gibt eine weitere ziemlich
umfassende wichtige Klasse von Differentialgleichungen, in welchen

1 Der Le§er verifizieré, daB jede durch diese Gleichung definierte Funktion
der D_ﬁferenhalg]eichung (3) geniigt und daB es wegen ¢ (¥) & 0 nach dem Satz
iiber implizite Funktionen solche Lsungen gibt.
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Lo

sich durch eine einfache Substitution die Vaﬁ;’olewx trennen lassen.
Ich meine die Differentialgleichungen der Form

® 2-1(2).

Man pflegt Differentialgleichungen der Form (8) oft auch romogen zu
nennen. Hier hilft die Substitution

=2
F

durch die v als neue unbekannte Funktion eingefiihrt wird. Die Diffe-
rentialgleichung wird dann

v'x+v=Ff(v)
oder
fr)—»
¥

v =

Die Variablen sind also getrennt. Will man aber hier die Methode
von S.6 verwenden, so muB man neben x <0 auch f(v) —v =40
voraussetzen. Dadurch wird aber nicht nur das Intervall eingeschriankt,
in dem die Bestimmung der Lésung mit Hilfe des Verfahrens gelingt,
sondern es gehen auch gewisse Lésungen der Differentialgleichung

% = (%) verloren. Wenn nimlich die Zahl « der Gleichung f(e) — o
= 0 geniigt, so ist ¥ = ax eine Lésung der Gleichung (6).

Dieses Vorkommnis enthilt einen Hinweis darauf, daB es wiinschens-
wert sein kann, den Begriff der Losung weiter zu fassen, als dies bis-
her geschehen ist, namlich so, daB durch Transformationen, wie die
eben benutzte, keine Losungen verlorengehen. Wie das zu bewerk-

stelligen ist, wird spiter klar werden.

5. Substitutionen, die auf homogene Differentialgleichungen fiihren.
In anderen Fillen fithren andere Substitutionen auf homogene Differen-
tialgleichungen. Fiihrt man z. B. in
a
(x—3%) + 22952 =0
v = y2 ein, so erhilt man die homogene Gleichung
' v dv

Auf homogene Differentialgleichungen lassen sich im allgemeinen
auch die folgenden zuriickfiihren:
7 dy Ax+By+C
™ dx ax-+by-tec

Falls nimlich C = 0 und ¢ = 0 ist, so ist die Gleichung bereits homogen.
Durch eine passende Transformation kann man aber diese Gestalt oft
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herstellen. Der Gedanke ist der: Man betrachte die beiden Geraden
Ax +By+C=0, ax+'by+c=0.

Man bringe durch eine passende Verschiebung des Koordinatensystems,

also durch eine Substitution der Form:

(8) x=u-+h, y=v+k

den Schnittpunkt der beiden Geraden in den Koordinatenanfang. Das

geht immer, wenn A% — Ba =+ 0 ist, d. h. wenn die beiden Geraden

nicht parallel sind. Dies werde also zunichst angenommen.

Durch die Substitution (8) wird sowohl eine neue unabhingige
Variable wie eine neue unbekannte Funktion eingefiihrt. Man findet

leicht, daB sy
du  dx
ist. Die Substitution (8) liefert zunichst

dv __Au+Bv+(Ah+Bk+C)
du  autbu+t (ahFok+o)

Nun bestimme man % und % aus den beiden Gleichungen
Ah4+BE+C =0, ah +bk4+c=0.

Diese sind lésbar, weil A5 — Ba == 0 sein soll. Die transformierte

Gleichung ist dann homogen.

Wenn aber Ab — Ba =0 ist, so kann man die Gleichung #nicht
auf eine homogene Gleichung zuriickfiihren, aber man kann fiir b == 0
die Differentialgleichung so schreiben:

B B¢
dy S (@x+by+0)+4C——
iz ax+by4+c¢c  °

Dann fithre man durch

v=ax-+by+c
eine neue unbekannte Funktion v ein. Die Gleichung wird dann

B Be
1 =77
s \dax %)=
oder dv _ (B+4a)v+Cb—Bb
ax v *

Hier sind die Variablen getrennt. Dabei ist angenommen, daB b == 0
sei. Der Fall 5 =0 erledigt sich ja von selbst, weil dann auch B =0
oder a = 0 sein muB, wenn nicht wieder der vorweggenommene Fall

Ab—Ba =40
vorliegen soll. Im Falle B = 0 sind aber die Variablen getrennt, wihrend

im Falle 2 = 0 nach S. 8 die Substitution 4x + By = v zur Trennung
der Variablen fiihrt.
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§ 2. Lineare Differentialgleichungen.

1. Erste Methode. Die linearen Differentialgleichungen erster Ord-
nung haben die Gestalt

0] +f(x):v+¢(x)—0-

Die Koeffizienten f(x) und @(x) moégen in einem Intervall stetig er-
klart sein. Zur Integration der linearen Differentialgleichungen fiihrt
der Ansaiz y = #-v, durch den zwei Hilfsfunktionen u(x) und v(x)
eingefithrt werden. Die Gleichung wird dann

u (v +fv)+uv+<p=0.
Nun bestimme man v aus der Gleichung:
(2) . Y+ fxov=0
Dann bleibt fiir »:
wWot+p=0.
In beiden Gleichungen k&nnen dann die Variablen getrennt werden.
Man findet

—ff(&)ae
v=1ge
Daher wird
+J’f($)dE
u=——f¢(x)e % + to.

So hat man schlieBlich:

z +JZ/(E)JE
— & at
y=ve0 i f¢(x)e ax).

Dann wird

—-sz(E)dE z +ff(5)d€
y=e % {yo——ffp(x)e o dx}
E )

dasjenige Integral unserer Differentialgleichung, welches fiir x = x4 den
Wert y, annimmt. Es ist ¢n jedem Iniervall stetig und mit stetiger erster
Ableitung versehen, in dem die Koeffizienten von (1) stétig sind.

2. Zweite Methode. Wir wollen die Integration der linearen Glei-
chung (1) noch etwas anders darstellen. Zwar ist es im Grunde genau
das gleiche, doch wollen wir die Gelegenheit benutzen, um an einem
einfachen Beispiel die Methode der Variation der Konstanten kennenzu-
lernen. Wenn in der Gleichung

Y+1@y+e@=0
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@ (%) = 0 ist, die Gleichung also, wie man sagt, homogen® ist, so sind
die Variablen getrennt und man findet als allgemeines Integral
— f 1 dE
y=ce %
Dabei ist ¢ eine beliebige Konstante?, die Integrationskonstante. Der
Grundgedanke der neuen Methode ist es nun, in der snhomogenen
Gleichung
Y+i®y+ e =0,
in der also nun ¢ (x) nicht identisch verschwindet, den Ansatz
- F & as

y=c(x)e *
zu machen, also die Konstante ¢(#x) zu variieren, d. h. durch eine noch
zu bestimmende Funktion von x zu ersetzen. (Man erkennt jetzt wieder
das Produkt von zwei Funktionen, das bei der ersten Darstellung
den Ausgang bildete.) Man findet dann

- j? 1&g
c-e @ +@x)=0
und berechnet daraus c¢(x). So findet man dann die schon vorhin
angegebene Auflésungsformel wieder.

3. Die Bervouriische Differentialgleichung. Auf die linearen Glei-
chungen 148t sich die BErRNouLLische Differentialgleichung

Y +i@)y+ @@y = (n+1)
zuriickfithren. Man hat sie nur so zu schreiben:
y ey (%) + @ (%) =0,

um zu erkennen, daB die Substitution v = - auf die lineare Gleichung

Ly vef(2) + p(x) =0

1—=n

fithrt.

Oft erweist es sich als niitzlich, von der Differentialgleichung fiix
die unbekannte Funktion y(x) zur Differentialgleichung fiir die Um-
kehrungsfunktion x(y) iberzugehen. Ist nimlich x(y) bestimmt, so

! Das Wort homogen wird also jetzt in anderem Sinne gebraucht als bei
den Differentialgleichungen
2 _ ¢ (l
dx x

auf S.9. Jetzt bezieht es sich darauf, daB die linke Seite eine homogene Funktion
von ¥’ und y ist, wihrend es sich frither darauf bezog, daB die rechte Seite eine
homogene Funktion von # und y war.

2 Sie war vorhin it v, bezeichnet.
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ist natiirlich damit auch implizite y(x) bekannt; jedenfalls sind zu
seiner Bestimmung keine Differentialgleichungen mehr zu 15sen. Oft
ist aber die Differentialgleichung der Umkehrungsfunktion leichter an-
greifbar.

Wenn z. B. die Gleichung

d N B
a—;(x’smy —yz)=1
vorgelegt ist, so wird daraus
;:—:+ yx—siny-x2=0.

Das ist eine BERNOULLIsche Gleichung fiir x, die wir integrieren kénnen.

§ 8. Einparametrige Kurvenscharen.

1. Kurvenscharen. In einem Bereich B sei die Funktion o (x, y)
eindeutig und stetig erklirt. Thre Werte im Bereich B erfiillen dann
eine gewisse Strecke einer Zahlengeraden, der c-Achse. Versteht man
dann unter ¢ irgendeinen Wert aus diesem Intervall, so definiert die
Gleichung
(1) vix,y)=c
eine Kurve des Bereichs B. Kurven, die zu verschiedenen c-Werten
gehoren, treffen sich nicht im Bereiche B, weil in diesem Bereich
v(x, y) eine eindeutige Funktion ist. Die Gesamtheit dieser Kurven

bildet eine einparametrige Kurvenschar. ¢ heiBt der Parameter der
Schar. Eine solche Schar kann auch durch eine Gleichung der Form

@(x,y,¢0)=0
definiert sein. Es wird dann im allgemeinen nicht zu jedem x-y-Paar
nur ein c-Wert gehéren. Es werden vielmehr im allgemeinen durch

jeden Punkt des Bereiches B mehrere Kurven der Schar gehen. Die
Aufldsung kann dann mehrere Funktionen

c=1yp(x,7)

ergeben. Wir wollen voraussetzen, daB ¢@(x, y,c) in einem gewissen
Gebiete G der x, ¥, ¢ eine eindeutige stetige Funktion von %, v, ¢ ist,
die stetige partielle Ableitungen nach x, nach y und nach ¢ besitzt;

% sei in G von Null verschieden. In der Umgebung eines jeden solchen

der Gleichung ¢ (x, ¥, ¢) = 0 geniigenden Wertetripels x,, ¥,, ¢, werden
dann die bekannten Sidtzel iiber implizite Funktionen verwendbar,

und man hat daher in der Umgebung einer jeden solchen Stelle (x,, o)

1 Vgl. z. B. meinen Leitfaden der Differentialrechnung, 3. Aufl., S. 125ff.
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eine oder mehrere eindeutige und stetige Auflésungen
c=p(%.9), 6=y (% %),
den verschiedenen Werten ¢, entsprechend, die zusammen mit x,, ¥,
Stellen x,, ¥,, ¢y aus G ergeben, fiir die ¢ (%, ¥, ¢) = O ist.
2. Differentialgleichungen. Wir setzen nun weiter voraus, daB

(%, y) mit stetigen ersten Ableitungen versehen sei und nehmen an,
daB ¢y, %4, ¥ ein der Gleichung (1) geniigendes Wertetripel sei, fiir das
-gg—’(xo, ¥,) == 0 ist. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen gibt es
dann in der Umgebung von x = x, eine stetige mit stetiger erster Ab-
leitung versehene Funktion y (), die der Gleichung ¢, = ¥ (x, y) geniigt,
und fiir die y(%,) = y, ist. Das gleiche gilt aus Stetigkeitsgriinden
fiir alle c-Werte, die von ¢, hinreichend wenig verschieden sind. Dann

gilt der Satz:
Die Kurven einer jeden einparametrigen Kurvenschar geniigen (in

einem, wie vorsichend beschricbenen, gemiigend kleinen Bereich) einer
Differentialgleichung erster Ordnung.
Wenn man nimlich die Gleichung
c=y(x,y)
nach x differenziert, so bekommt man
_ Oy  oydy
T 8x | By dx’
und dies ist schon die gewiinschte Beziehung zwischen x, y, y der
durch unsere Gleichung dargestellten Kurven.
Ist die Schar in der allgemeinen Form
2) P (x5, =0
gegeben, so wird analog
¢ , dpdy
@) EX +3y dydx 0
Eliminiert man dann ¢ aus den beiden letzten Gleichungen (2) und (3),
so erhilt man die gewiinschte Differentialgleichung.
3. Beispiele. Zwei Beispiele werden die Dmge vollends klarlegen.
Die Tangenten einer Kurve

=f(£)
machen eine einparametrige Kurvenscha.r
2" y=5H&+F (&) (x—§

aus. & ist der Parameter der Schar (vorhin ¢ genannt). Differenziert
man nach x, so findet man natiirlich

(3" y =71
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fiir die Richtung der Tangenten. Nun hat man & aus beiden Gleichungen
(2) und (3’) zu eliminieren, wenn man nicht die beiden Gleichungen
y=1@&)+1 & @x—8&
y =1
etwa als eine Parameterdarstellung der Differentialgleichung selbst
ansehen will. Tatsichlich werden wir uns spiter mit Differential-
gleichungen befassen, die in dieser Form gegeben sind oder auf diese
Form gebracht werden kénnen.
Wenn z. B.
. n =&
die vorgelegte Kurve ist, so hat man

y=§+25(x—§)

¥y =2¢&.
So erhilt man die Differentialgleichung

72

y= - +y(x—%) oder yr—dxy+4y=0

und

der Parabeltangenten.

Durch , .
: Pt y=r
ist die Schar der konzentrischen Kreise gegeben. Also wird
x4+ 9y =0

die Differentialgleichung der Schar.
Ebenso wird
2y —1=0
die Differentialgleichung der Parabelschar
y:i=x4 C.

§ 4. Exakte Differentialgleichungen.

1. Die Methode. Die Betrachtungen des vorigen Paragraphen
fiithren uns zu einer weiteren Integrationsmethode. :

Wenn nimlich die Koeffizienten P(x, y) und Q(x, ¥) einer Diffe-
rentialgleichung

(1) P+QF=o0

in einem einfach zusammenhingenden Bereich B stetige mit stetigen
ersten Ableitungen versehene Funktionen sind, welche der Integra-

bilititsbedingung -
aP a9
By ~ ox
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geniigen — solche Differentialgleichungen heiBen e¢xaké —, so gibt
es nach bekannten Sdtzen der Integralrechnung eine in B eindeutige
und stetige Funktion ¢(x, ), deren Ableitungen P und @ sind. Dann
besagt aber die Differentialgleichung, die man dann in der Form

¢ , dpay _
) v Toyan—0

schreiben kann, weiter nichts, als daB lings einer jeden Integralkurve
der Differentialgleichung die Funktion ¢(x, ) einen konstanten Wert
annimmt. Dann ist ¢ (%, ¥) = C eine Schar von Integralkurven.

2. Beispiele. Wenn z. B. die Gleichung
%% 4 yzj—: =0

vorliegt, eine homogene Gleichung, die man auch nach S. 9 behandeln
konnte, so ist die Integrabilititsbedingung fiir die Koeffizienten er-
fiillt. Man berechnet dann bekanntlich die Funktion ¢(x, 3) so: Da
die x-Ableitung von ¢ den Wert a2 besitzt, so findet man

¢ =[xz + () =f3i+w(y)-

Hier bedeutet y(y) eine Funktion von ¥, die nun aus der Bedingung
zu bestimmen ist, daB ,

dg o
3y y
sein soll. Das liefert aber
¥ () =y
Also wird
3
p = +ec.
So finden wir
ks

-+ c.

DaB die Ableitungen dieser Funktion die richtigen Werte haben, be-
stiatigt man leicht. So sind also
2448 =C
Losungen unserer Differentialgleichung. Wiinscht man insbesondere eine
Integralkurve durch den Punkt x,, x,, so wird
%4yt =]+ 58

deren Gleichung.

Alle Differentialgleichungen, in denen die Variablen getrennt sind,

konnen sofort als exakte Differentialgleichungen geschrieben werden.
Aus



§ 5. Der integrierende Faktor. 17

folgt ja sofort
a
Fx) —p ) = =0.
Man erkennt, daB die Integrabilititsbedingung erfiillt ist.

- § 5. Der integrierende Faktor.

1. Begriffspestimmung. Wenn die Koeffizienten der Differential-
gleichung

(1) P(%.3) + Q%) 32 =0

nicht der Integrabilititsbedingung des § 4 geniigen, so kann man doch
hoffen, dieselbe diirch Multiplikation mit einer geeigneten Funktion
M (x, y), in eine exakte Differentialgleichung zu verwandeln. Man
nennt diese Multiplikator oder auch integrievender Faktor. Wenn man an-
nimmt, daB die Differentialgleichung Lésungen besitzt, und daB die
Schar ihrer Losungskurven durch

pxy) =c
gegeben ist, und daB ¢ partielle Ableitungen erster Ordnung besitzt,
so muB3 die Differentialgleichung auf die Form

o¢
dy ox
ax ~ d¢
3y
gebracht werden konnen. Daher mufl
d¢
P 3%
2 e
a9y
sein. Daraus folgt
@ iX
ox _ oy
=5

Setzt man den gemeinsamen Wert dieser beid
M (x, ), so findet man, daB

o9 _ dp __
= MP. Gy=M0

ist, daB also tatsichlich die Differentialgleichung
MP+MQE =0
exakt ist.

2. Auffindung eines Multiplikators. Wie kann man aber eine
solche Funktion M wirklich bestimmen ? Wiy setzen voraus, daB M, P

BiepErBACH, Differentialgleichungen. 3. Aufl. 2
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und Q stetige partielle Ableitungen erster Ordnung besitzen, betrachten
also weiterhin nur Differentialgleichungen, die dieser Voraussetzung
geniigen, und nennen auch nur Funktionen der angegebenen Art Multi-
plikatoren. Da. dann die Funktionen M P und M Q der Integrabilitits-
bedingung geniigen miissen, so findet man fiir M die partielle Diffe-
rentialgleichung
o(MPp) oWQ)
ay —  ox °

Man kann sie auch so schreiben:
aM oM oPr ag\
Poy — 0% + M (55 —5;) =0

Man mag geneigt sein, die Integration dieser partiellen Differential-
gleichung fiir schwieriger zu halten, als die der urspriinglich vor-
gelegten gewdShnlichen Differentialgleichung. Indessen muB man be-
denken, daBB man fiir unsere Zwecke nur irgendeine, lange nicht die
allgemeinste Losung der partiellen Differentialgleichung braucht. Und
tatsidchlich ist es oft leicht, aus dem bloBen Anblick dieser Gleichung
eine ihrer Lésungen zu finden.

Wenn z. B.
1@z _ o)
0 \dy ~ o=
nur von x abhingt, so kann man der partiellen Differentialgleichung

durch eine Funktion geniigen, die nur von x abhingt. Denn macht
man die Annahme

3y =0

so reduziert sich die partielle Differentialgleichung auf

oM dP  aQ

0% =M (55 —5%)

oder

M P, —Q

M o
Daraus findet man sofort

. B

8. Beispiel. Die linearen Differentialgleichungen kénnen auf diese
Weise integriert werden. Doch sind djes natiirlich nicht die allgemeinsten
hierher gehorigen Differentialgleichungen. Denn auch

y+xy+siny+(x+cosy)%=0

kann so integriert werden. Ein Multiplikator ist e®. Das allgemeine
Integral wird
e®(xy + siny) =c.
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4. Mehrere Multiplikatoren. Manchmal kann man Vorteil aiis der
Kenntnis des Zusammenhanges zwischen den verschiedenen Multi-
plikatoren ein und derselben Differentialgleichung ziehen.

Wenn namlich M (x,y) ein Multiplikator, und f(x,y) =c ein all-
gemeines Integral, einer gewshnlichen Differentialgleichung (1) sind, so
ist auch M-f ein Multiplikator. Denn man rechnet nach:

a(MfjP)y A(M[Q)

az Mp— 2L MQ+f8(MP) fa(MQ)

dy ox ox
—-MPaf MQﬂ wegen a(J‘;IyP). -2%49—0
dy 0
“'MQ(d:a;'l'ax) wegen P+Q———-—-0
=0 wegen ot dy

5; + 35y oy dx =0.
Da weiter ein allgemeines Integral auch in der Form
p() =C

geschrieben werden kann, wenn man unter ¢ (w) eine willkiirliche-
nirgends konstante differenzierbare Funktion versteht, so ergibt s1ch

daB auch

. M-9(f)
ein Multiplikator ist.

Wenn wumgekehrt der Quotient zweier Multiplikatoren M, und M,
nicht von x und y unabhingig ist, so stellt

ein  allgemeines Integral der Diffeventialgleichung dar. Wenn nimlich
f und g in einem gemeinsamen Bereich erklirt sind, und wenn langs be-
liebiger Kurven y =y (x), die dem Bereich angehéren,

a
I — M P+ MQF
und
dy
28 _ M,P+ M,QF

ist, so stellen sowohl
f(x,y)=c wie g(x,y) =C

fiir einen gemeinsamen Bereich ein allgemeines Integral dar. Lings
einer jeden Integralkurve des Bereiches haben sowohl f wie g konstante
Werte. Die Werte von g sind also bestimmt, wenn die von f gegeben sind.

1 Vorbehaltlich einer spiteren schirferen Begriffsbestimmung werde unter
einem allgemeinen Integral eine mit stetigen partiellen Ableitungen erster Ordnung
versehene Funktion f(#, y) verstanden, derart, daB man alle einem gegebenen
Bereich B angehorigen Integralkurven durch f(#, y) = ¢ darstellen kann.

2%
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Daher kann g als Funktion von f dargestellt werden. Nun hat man aber
langs einer beliebigen Kurve

af T My(P+Qy) M,
Da aber weiter, wie wir eben sahen,

g=F(f)
ist, so ist auch
g 1
5= F(f.
Daher ist wirklich

H=F()=c

ein allgemeines Integral. Denn M—: hat lings einer jeden Integralkurve
des Bereiches einen konstanten Wert und besitzt auch stetige partielle
Ableitungen erster Ordnung, weil dies nach der Begriffsbestimmung
des Multiplikators fiir M; und M, der Fall ist.

5. Beispiel. Man kann von diesen Bemerkungen auch auf die

folgende Weise zur Integration von Differentialgleichungen Gebrauch
machen. Es sei z. B. ein Multiplikator von

PB+x)+@E+y)y=0
zu bestimmen. Wir schreiben die Differentialgleichung so:
¥+ 2y)+(x+yy)=0.
Betrachtet man dann erst einmal die beiden Differentialgleichungen
¥+ 23y =0 und x+yy =0

gesondert fiir sich, so ist man leicht in der Lage, die simtlichen Multi-
plikatoren einer jeden derselben zu bestimmen. Die erste besitzt den
Multiplikator x~3y—% und x~2 4 y~2 = ¢ ist ein allgemeines Integral.
Also ist
x-3 y—-s F (x—z + y—2)
der allgemeinste Multiplikator der ersten Gleichung. Ein Multiplikator
der zweiten ist 1 und x% 4 ¥ = ¢ ist ein allgemeines Integral.
Also ist ‘
F (2 + 5%

ihr allgemeinster Multiplikator. Wenn es wun gelingt, eine Funktion
2u finden, die als Multiplikator der beiden Differentialgleichungen zu-
gleich brauchbar ist, so ist dieselbe auch ein Multiplikator der urspriinglich
gegebenen Differentialgleichung. Es kommt also darauf an, der Bedingung

YR F (0 4y = (4 + %)
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zu geniigen. Man sieht leicht, daB es hinreicht
J@ + )= (2 4 y)~% und F(r? 4y %)=+ + y9)~h
zu wihlen. Daher ist
(%% + 9%~
ein Multiplikator der gegebenen Differentialgleichung. Man priife die

Richtigkeit dieser Angabe durch Betrachtung der Integrabilitiits-
bedingung nach.

§ 6. Die CLAIRAUTsche Differentialgleichung und
Verwandtes. '

1. Allgemeine Vorbemerkung. Die Differentialgleichungen
y=F1(x79)
y =1
x=F(y)
x=F(yy)
werden am zweckmiBigsten dadurch behandelt, daB man
Y =p .
als neue unbekannte Funktion einfithrt. Xennt man nidmlich erst ein-
mal 3 als Funktion von x, so setze man diese in die gegebene Dif-
ferentialgleichung ein, um damit eine Gleichung zwischen x und y

allein zu erhalten. Man verifiziert dann, daB sie ein Integral der Dif-
ferentialgleichung liefert.
2. Die Craravtsche Differentialgleichung. Den Verlauf des Verfahrens
wollen wir uns jetzt am Beispiel der CLaAIRAUTschen Differentialgleichung
y=2xy +/10) ‘
etwas niher ansehen. Wir denken uns in die Differentialgleichung
irgend eine Ldsung derselben eingetragen. Von den Losungen wird vor-

ausgesetzt, daB sie eine stetige Ableitung ¥’ haben. Um eine Differential-
gleichung fiir die neue unbekannte Funktion

y =2
zu bekommen, setzen wir voraus, daB y’ eine Ableitung nach x und daB
(") eine Ableitung nach ¥ besitze. Wir differenzieren
y=2xp+71(p)
nach 2 So finden wir
p=p+xp +7 @)D

oder

p(x+71(@#)=0.
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Diese Gleichung ist erfiillt, wenn entweder
=0

oder wenn

x+1()=0.
Ist in einem Intervall ' =0, so folgt

p = ¢ = constans.

Daher wird dann

y=2xc+[(c)
ein Integral. Man erhilt.so eine Schar von geraden Linien. Man wird
dazu bemerken, daB

y=xc + f(c)
fiir konstantes ¢ ein Integral der CLaIRAUTschen Differentialgleichung
ist, unabhingig von jeder iiber die Eindeutigkeit hinausgehenden Vor-

aussetzung iiber f(c).
Im zweiten Falle aber sei in einem Intervall

x=—f(p)-
Dies mit

y=xp+ @),
d. h, mit

y=—2f®)+10®)

zusammen gibt, falls /*'(p) <= 0 ist, eine Parameterdarstellung einer be-
stimmten Kurve der x-y-Ebene mit  als Parameter, die gleichfalls der
Differentialgleichung geniigt. Denn auch fiir diese Kurve wird, wie man
leicht ausrechnet,

y=2.

Allerdings muB8 man dazu, wie gesagt, noch voraussetzen, daB f eine
zweite nicht verschwindende Ableitung besitzt.

8. Singulidres Integral. Diese Einzelkurve, die zu der Geraden-
schar noch hinzutiitt, nennt man ein singulires Integral, wihrend man
im Gegensatz dazu die Geraden als partikuldre Integrale bezeichnet. Im
Falle der CLaRAUTSchen Differentialgleichung ist das singulire Integral
die Enveloppe der einparametrigen Schar der partikuliren Integrale.
Will man namlich die Enveloppe der Geradenschar

y==x¢+f(c)
bestimmen, so hat man bekanntlich! diese Gleichung nach dem Para-

1 Ohne jetzt auf eine allgemeine Theorie der Enveloppen einer beliebigen
Kurvenschar eingehen zu wollen, sei hier nur so viel gesagt. Bei den Geraden-
scharen

y=xc471(0)
mdgen vorab die folgenden Bemerkungen Platz haben. Da wegen der Eindeutig-
koit von f(c) keine zwei Schargeraden einander parallel sind, so schneiden sich
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meter ¢ zu differenzieren und dann aus beiden Gleichungen ¢ zu eli-
minieren. So findet man hier fiir die Enveloppe

=—7(
y==x¢+[().
Das ist aber gerade die Parameterdarstellung des singuliren Inte-
grales. Da aber nun die Enveloppe von den Kurven des allgemeinen

Integrals beriihrt wird, so geniigen auch ihre Linienelemente der Dif-
ferentialgleichung. Unter einem Linienelemente verstanden wir ja ein

je zwei derselben. Wenn man eine Kurve sucht, die von den Geraden der Schar
beriihrt wird, so kann man sich gegenwirtig halten, daB zwei geniigend benachbarte
Tangenten sich in der Nihe ihrer Berithrungspunkte schneiden und da8 der Be-
riithrungspunkt der Geraden ¢ als Grenzlage des Schnittpunktes der beiden Geraden
¢ und ¢ + A fir k= 0 aufgefaBt werden kann. Der Sch.mttpunkt aber bestimmt
sich aus den beiden Gleichungen

y=zxc+1()
y=x(c+H) + @+ h

oder auch aus den beiden Gleichungen
y==xc+f(c)
0y LEER=10)

Geht man nun zu 4 - 0 iiber, so erhilt man, wie im Text angegeben wurde, zur
Bestimmung des Punktes, in dem die Gerade ¢ die Enveloppe beriibrt, die beiden
Gleichungen

y=zxc+f() oder =—cf )+ 1)

0=x+f(c), #=—f(),
die man als eine auf den Parameter ¢ bezogene Darstellung der Enveloppe auf-
fassen mag. Man setze also wieder f/(¢c) = 0 voraus. Man iberzeugt sich dann
leicht, daB die Enveloppe in ihrem Punkt ¢ von der Schargeraden ¢ beriihrt wird.
Denn die Gleichung der Tangente an die Enveloppe im Punkte ¢ wird ja

y=xc+f(c).
Bei diesen letzten Darlegungen ist durch §’(c) + 0 angenommen, da8 die

beiden Gleichungen

x=—=F)

y=—cf )+ 1)
tatsachlich eine Kurve bestimmen. Von Interesse ist aber auch der Fall, daB8 /' (c)
von ¢ unabhingig ist. Sei etwa f'(¢) = a. Dann wird f(¢) = ac -+ b, also die
Enveloppe durch den Punkt

¥=—a, Y= b
geliefert. Tatsichlich bestehen dann ja auch die Lésungen der Differentialgleichung
=xy'+ay 4 b
aus den geraden Linien
y=xc-+4ac-tb,
die alle durch den Punkt
x=—a, y=0b

hindurchgehen.
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Wertetripel %, v, ¥° oder geometrisch einen Punkt x, y vereinigt mit
einer ihn passierenden Geraden. Da dann aber alle Linienelemente
der partikuliren Integrale der Differentialgleichung geniigen, so ge-
niigt auch ein jedes Linienelement, das ein solches partikulidres Integral
mit der Enveloppe im Berithrungspunkt gemeinsam hat, der Diffe-
rentialgleichung. Da aber die Enveloppe nur solche Linienelemente
besitzt, so ist es nicht verwunderlich, daB die Enveloppe der parti-
kuldren Integrale der Differentialgleichung geniigt. In diesen Bemer-
kungen ist schon das allgemeine Gesetz begriindet, daB stefs auch bei
anderen Differentialgleichungen die Enveloppen der partikulirem Inte-
grale als singulire Integrale der Differentialgleichung gentigen.

4, Weitere Integralkurven. Zum Schluf8 méchte ich nun noch auf
eine sehr merkwiirdige Tatsache aufmerksam machen. Man kann
nimlich aus geradlinigen Stiicken und einem Bogen der Enveloppe
noch weitere Integralkurven zusammensetzen: Man gehe von einem
Punkte aus und verfolge eine ihn passierende Gerade der Schar bis zu
ihrem Beriihrungspunkte mit der Enveloppe und verfolge dann diese
in der Ankunftsrichtung weiter bis zu einem beliebigen ihrer Punkte
und gehe in diesem wieder auf die dort beriihrende Schargerade iiber.
Eine solche Kurve besitzt in jedem Punkte eine stetig sich indernde
Tangente und ist aus lauter Linienelementen der Differentialgleichung
zusammengesetzt, ist also eine Integralkurve. Wir haben so drei Arten
von Integralkurven der Crairaurschen Gleichung kennengelernt. Die
.Geraden, die Enveloppe und Kurven, die aus Geraden und einem
Enveloppenbogen bestehen. Fiir die Existenz der Enveloppe mufBten
wir auBer der Eindeutigkeit noch die zweimalige Differenzierbarkeit
von f und f” 4= 0 voraussetzen. KAMKE! und LieBMANN? haben ge-
zeigt, daB es weiter keine Integrale gibt. Die Beweise konnten dort
sogar unter geringeren Voraussetzungen iiber f gefithrt werden.

5. Die Lacrancesche Differentialgleichung. Auch bei der LAGRANGE-
schen Differentialgleichung

2+ yf0)+ o) =0
erlaubt es die Einfithrung von
y=2,
die vorzunehmenden Aufldsungsprozesse erst nach der Integration aus-
zufithren. Fithrt man nimlich 3" = ein und differenziert nach «,
so erhilt man
L+210) +2/' @) ¢ + ¢ ()¢’ =0.

Fiihrt man nun noch y statt x als unabhingige Variable ein, so erhilt

man
144/ + 9/ OV P e+ ¥ B)pee =0

1 Math. Zeitschr. Bd. 27. 2 Math. Zeitschr. Bd. 29.
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fiir p (y). Geht man zur Umkehrungsfunktion y(p) iiber, so wird
A +p1B) +ypl B)+ DY B) =0

und das ist eine lineare Differentialgleichung fiir y(p).

Hat man aus ibhr y als Funktion des Parameters p bestimmt, so
liefert die Differentialgleichung selbst auch x als Funktion dieses Para-
meters. DaB man so wirklich die Losungen in Parameterdarstellung
gefunden hat, -verifiziert man durch Einsetzen in die Differentialglei-
chung.

Ganz #hnlich verfihrt man auch bei den anderen Differential-
gleichungen, die zu Beginn dieses Paragraphen aufgefiihrt wurden.

§ 7. Ziel und Tragweite der elementaren
Integrationsmethoden.

Nach unseren Erfahrungen kann man es wohl als das Ziel der
elementaren Integrationsmethoden bezeichnen, geschlossene Ausdriicke
fiir die Losungen von Differentialgleichungen zu finden. Als Hilfs-
mittel werden dabei die elementaren Funktionen und die Quadraturen
d.h. die bestimmten Integrale zugelassen. Es ist ja ein bekannter
Satz von LiouviLiEe?, dafl man nicht alle Integrale elementarer Funk-
tionen durch elementare Funktionen ausdriicken kann. Elementar
heiBen dabei alle Funktionen, die sich durch endlich oftmalige Anwen-
dung algebraischer, exponentieller und logarithmischer Prozesse expli-
zit darstellen lassen. Ebenso sollen jetzt noch endlich viele Quadra-
turen zugelassen werden. Es ist wieder ein Satz von Li1oUVILLE, daB3 man
nicht alle Differentialgleichungen erster Ordnung, die durch Null-
setzen elementarer Funktionen gegeben sind, auf diese Weise ldsen
kann. Die Beispiele, an denen das LIouvILLE gezeigt hat, gehéren dem
Gebiet der sogenannten RiccaTischen Differentialgleichungen an. Dar-
unter versteht man Differentialgleichungen von dieser Gestalt:

(1) ¥ = ag(%) + o (%) ¥ + ag(x) y2.

EULER, dessen , Institutiones calculi integralis’* auch heute noch die
reichste Sammlung elementar integrierbarer Differentialgleichungen
enthalten, hatte sich damit befaBt, elementar integrierbare Fialle der
speziellen RiccaTischen Gleichung

(2) Y 4 y2 = axm (a = Konstante)

zu finden. Sein Ergebnis ist dieses: Es lifSt sich Trennung der Variablen
stets dann erreichen, wenn der Exponent m unter Verwendung einer

1 CreELLES Journal Bd. 13.
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ganzen positiven Zahl k in einer der beiden Formen
— 4k — 4k
m=g,i1 Y Mm=gz 3
geschrieben werden kamm. Im ersten der beiden Fille macht man die
Substitution

—_ -1
’ y=i14

und gelangt so zu der Differentialgleichung

=qm T

’ a . _ 4k
zZ +Za=(1n—-l-T)§t” mit n—-——-m.
In einer solchen geht man dann mit der Substitution

1 1 z
=3 Z=7—7%

weiter und gelangt zu

/ ‘ v mit pe—= — 21

R | A TS FS
Somit kommt man durch mehrmalige Verwendung solcher Substitu-
tionen in allen erwihnten Fillen nach endlich vielen Schritten zu
einer Differentialgleichung

y+y=a

mit konstantem «, in welcher also die Variablen getrennt sind. Als
Grenzfall 2 -+ 0o ist unter jenen RiccaTischen Gleichungen auch noch

y +y=ax?
enthalten. Hier fithrt die Substitution y = —zl— zu einem der schon be-

handelten Typen. LIOUVILLE hat nun gezeigt, daB3 die hier aufgefiihrten
die einzigen Fille sind, in welchen spezielle RiccaTische Gleichungen (2)
elementar integrierbar sind. Damit hat er Beispiele von Differential-
gleichungen gegeben, welche nicht elementar oder durch Quadraturen
integrierbar sind. Die LiouviLLEsche Arbeit, auf die wegen des Beweises
verwiesen werden mu8, steht in LIOUVILLES Journal de mathématiques,
Bd. 6 (1841).

Der Leser wird noch ein Wort iiber die allgemeine RiccaTische
Gleichung (1) vermissen. Sie wird durch die Substitution

. 1 dlogu
3) e P
in die lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung
4 a1’ — (o + oty 0tp) %" + xgafu = 0

iibergefiihrt!. Der von EULER behandelte spezielle Typus (2) fiithrt auf
| % —axmu=0,

1 Jede lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung kann durch
Umkehrung dieses Prozesses auch in eine RiccaTische verwandelt werden.
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die also fiir m = 5.;—1% elementar integriert werden kann. Elementar
sind weiter diejenigen dem allgemeinen Typus (1) angehorigen Glei-
chungen zu integrieren, in welchen

4
@y o == Cq, E—:— + oy = ¢, ist (wo ¢, und ¢, Konstanten sind).

Denn dann bekommt die lineare Differentialgleichung (3) konstante
Koeffizienten und kann daher, wie wir S. 153 sehen werden, elementar
behandelt werden. Bei Betrachtung der linearen Differentialgleichungen
zweiter Ordnung werden wir nochmals auf die RiccaTtischen zuriick-
kommen und dann noch einen allgemeinen Satz iiber dieselben kennen-
lernen (S. 156).

II. Kapitel.
Die Methode der sukzessiven Approximationen und
verschiedene Anwendungen derselben.

Die bisher verwendeten Methoden sind recht primitiv und dem-
entsprechend ist ihre Tragweite gering. Natiirlich kann man in hin-
reichend einfachen Fillen ErsprieBliches mit denselben erzielen, aber
in komplizierteren Fillen werden die Resultate rechnerisch recht um-
stindlich. Daran 4ndern auch nichts die Uberlegungen, durch die
Lie die Theorie der elementaren Integrationsmethoden auf eine syste-
matische Basis gestellt hat!. Aber die Ausbeute dieser an sich schoénen
Uberlegungen ist fiir die Untersuchung der funktionentheoretischen
Natur der Losungen und ihres numerischen Verlaufes gering. Immerhin
soll im Kap. ITI ein knapper Uberblick iiber diese Gedankenginge ge-
geben werden.

Wir wollen nun zunichst eine bequeme, gut konvergente Methode
zur niherungsweisen Integration von Differentialgleichungen kennen
lernen. Wir werden uns dabei auch gleichzeitig vergewissern, daB3 in
der Tat jede Differentialgleichung Losungen besitzt, und damit auch
die S. 4 ausgesprochene Vermutung beweisen.

f
§ 1. Das Verfahren der sukzessiven Approximationen.

1. Existenzsatz. Zunichst wollen wir den folgenden Satz beweisen.
Existenztheorem: In der Differentialgleichung

) 2 fxy)

1 SorHUs LIE hat in seinem gemeinsam mit GEORG SCHEFFERS herausgegebenen
Buch: Voylesungen uber Differentialgleichungen mit bekannten infinitesimalen Trans-
formationen (Leipzig 1891) eine eingehende Theorie der elementaren Integrations-
methoden gegeben. Man vergleiche auch den Bd. III der gesammelten Abhand-
‘lungen von LiE, sowie L. BIaNcHI: Lezioni sulla teoria dei gruppi continui di
trasformazioni. Bologna 1928.
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sei f(x, y) in einem gegebemen Bereiche' B der xy-Ebene stetig und gentige
flér jedes dem Bereiche amgehovige Punkiepaar (x,y,) und (x,y,) der
Lipscurrzschen Bedingung

2) !f(”,yﬂ—f(x»%)]éM,yl"‘yz,’

wo M eine passende, von x, von y, und von y, unabhingige positive Zahl
ist. In B sei ferner® |f(x,y) | < M. Es seien weiter a und b zwei posi-

tve Zahlen, die der Bedingung?

3) aM<b

gendigen, und fiir die das Rechteck R:
[x—x|<a,  |y—5|L0

dem Bereiche B angehdrt. Dann gibt es genau eine samt ihrer ersten Ab-
leitung in | % — %, | < a stetige Funktion y = @ (x), die der Differen-
tialgleichung (1) gewdigt, fiir die also in |x — x, | < a

P’ (x) = (%, @ (x))
gilt, und die zugleich durch den Punkt (x4, y,) hindurchgeht, fiiy die also
P (%0) = o 2st. _

Die im Satz genannte LipscHirzsche Bedingung ist sicher dann
erfilllt, wenn f (x, y) eine in B stetige und beschrinkte partielle Ab-
leitung nach y besitzt. Denn wenn diese dann in B der Ungleichung
I
‘ g—; I < M geniigt, dann lehrt der Mittelwertsatz, daB die LrpscuITzsche
Bedingung erfiillt ist. :

Zum Beweis verwende ich das Verfahren der sukzessiven Approxi-
mationen. Um es einzuleiten, geht man von irgendeiner stetigen Fun-

1 Unter einem ,,Bereiche der xy-Ebene’* werde ein fiir allemal eine Punkt-.
menge dieser Ebene verstanden, derart, daB es um jeden ihrer Punkte eine Kreis-
scheibe gibt, die ganz zur Menge gehort. AuSerdem soll die Menge aus nur einem
Stiick bestehen, so daB man je zwei ihrer Punkte miteinander durch einen dem
Bereiche angehérigen Polygonzug verbinden kann

2 Diese Bedingung entfillt, wenn der Bereich B so definiert ist: « ¥ < B,
¥ beliebig. Dies ist der Fall fiir lineare Differentialgleichungen

Y =f(x+gxy,

aber auch z. B. fiir

¥’ = siny
Denn ist im ersten Fallin « < # < 8
lem =M,

so folgt
‘ If(x:yﬂ"'f(”:yz)IﬁMlyl—yal'
Im zweiten Fall aber ist
siny; — sinyy = (y, — v,) cos @1+ 2 (y,— ).
Also
-~ lsinystinyzrélh—yzl-
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tion y = Yo (%) aus, die nur der Anfangsbedingung v, (xo) &= y41 genugen
und der eine dem Rechteck R angehérige Kurve entsprechen moge.-
Man kann als solche erste Niherung y,(x) etwa die Konstante y,(x)
= y, wihlen. Man kann aber auch, und das wird, wenn man eine rasche
Anniherung an die Losung anstrebt, zweckmiBiger sein, den Polygon-
zug nehmen, den wir schon aunf S.3 erwihnt haben und der den be-
kannten Niherungssummen der bestimmten Integrale entspricht. Aus-
gehend von y = y,(x) werden die weiteren Niherungen auf folgende
Weise gewonnen. Falls

o — f(x, 90 (%))

ist, so ist y,(x) eine Ltisung Anderenfalls setze man

Iy — 1 (2, 30 (%)

und bestimme hieraus y, (x) so, daBl y,(x,) = y¢ wird. Wie man aus
der Integralrechnung weiB, ist hierdurch y,(x) eindeutig bestimmt,
und zwar ist ,

Y (%) =30+ [F(E 30 (€))dE .

Nun bestimmt man ¥y, so aus %— f(x, y1(x)), daB y,(x,) = o Wi
und findet

V2 (%) ——yo+fi($, y1()dE .
Allgemein wird ¥y, durch.

ay, N
dyx =f(% Yn-1)s ¥Yn (%) =%

definiert, so daB
Yo (0) = 9o + [1(EVns (&) dE

ist. Falls eine der hierbei vorkommenden Niherungen.selbst Lésung
ist, falls also z. B. y, (%) = f(x, ¥,(%)), ¥a(x) =, ist, so wird
VYnap (%) =y, (x) fir =0. Anderenfalls ist zur Bestimmung einer.
Lésung noch die Konvergenz der y,(x) zu untersuchen. Dabei wird
sich dann auch ergeben, daB die {ibrigen Behauptungen unseres Satzes
zutreffen.

Wir wollen zeigen, daB der lim y, (%) existiert und daB die Grenz-

#->00

funktion y(x) = hm Ya(x) eine Losung der vorgelegten Differential-

gleichung ist. Zu.nachst erhebt sich aber die Frage, ob man die an-
gegebenen Schritte tatsichlich ausfiihrenkann. Das geht dann und nur
dann, wenn die Kurven y = y,(*) fir das Intervall |x — %, | < a
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alle dem zugrunde gelegten Bereich angehoren. Dies ist ohne weiteres
der Fall, wenn der Bereich B so definiert ist: « < x < 8, y beliebig.
Liegt aber ein allgemeinerer Bereich vor, so muBB man unter Heranzie-
hung der Bedingung (3) so schlieBen: Wir nahmen an, daBl y = y,(x)
fir | x — x, | < a eine Kurve aus dem Rechteck R ist. Nehmen wir im
Sinne der vollstindigen Induktion an, daB y =y, , (x) eine Kurve
aus B ist. Dann wird

[72(8) = 30| S 1/ (€, -0 |46 <M| 2 — 2.
Nun ist n
|[#—x|<a und Ma<bd.
Also ist
,yn(x)‘ "yol <b.
Daher liegen fiir | % — %, | < a alle Naherungskurven y = y,(x) im
Rechteck R
Weiter bemerkt man, daB firr [x — %, | < a

Ji"z(’) —Yo(#)
x — %,

beschrinkt ist. Wihlt man also N passend, so ist

. [91(%) — 90 (%) | SN |2 — x,|.
Ferner wird

3808 =001 [ = | 10 50 =18, 300 a1 < 3 f 33 6) — 3o @ 1

SMN|[ |6 —n|ag| = My L

Allgemein wird, wie man durch vollstindige Induktion nachweist,

In
o i

lyn(x) — Yn1(%) l § M"—l-N.if;ni__.

Denn nimmt man
lyn—l(x) - yn—z(x) ! g Mn2. N
als I‘lChtlg an, so folgt aus

Yu®) = Yn1(®) = S {FE, Yur) — (£, yaa)} dE,

(n—1)1 "

daB
192(®) = Yua () [ S M| S |90y — 90y || < Moma N LE= S0
ist. ' ’

-1} Dies ist die einzige Stelle, wo von der Voraussetzung (3) oder von| f (#, )| < M
Gebrauch gemacht wird.
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Die Reihe

y(x) = limy, ()

=y0(%) + (30 (%) —yo (%)) + - + (Yu(®) — Vpa(#)) + - -

konvergiert hiernach absolut und gleichmaBig fiir alle ¥ mit |x — %, | < a.
Die Konvergenz ist mit der der Reihe fiir die Exponentialfunktion
vergleichbar. Sie ist also sehr gut. Wegen der gleichmiBigen Kon-
vergenz ist y(x) stetig in |x — x| <a. Da y,(x) in R verlduft, ist
f(%,y,) erklirt und eine stetige Funktion von x. Aus der LipscHITZ-
Bedingung folgt
|7, 9) —F (%, ) | S M|y —ya|

und daher existiert auch

Hm f(x, y,) = f(%, ) -
gleichmiBig. Aus
Yal®) = o + [ 1(E, ya) 3¢
ergibt sich daher fiir n— oo '

(%) =% +,,f fE, y)dE.

Daraus folgt
Z‘f‘:' =f EFY ) .

So haben wir also eine Ldsung der Differentialgleichung gefunden,
die der gegebenen Anfangsbedingung geniigt. Fir | x — %, | <agilt!
fir dieselbe |y(x) — 3, | <aM < b.

Wir wollen uns noch iiberzeugen, daB sie tatsichlich die eimzige
Losung ist, die die im Existenzsatz ausgesprochenen Eigenschaften
besitzt. Nimmt man an, Y (x) und y(x) seien zwei Losungen, die der
Bedingung

y (%) = ¥ (%) = yo

geniigen. u sei das Maximum der Differenz | Y (x) — y(x)| fir
%y = ¥ = %y + . « ist dabei eine Zahl, iiber die wir gleich noch néher
verfiigen werden. Dann ist .

[f(x, Y) —f(x, 9) | S M|Y —y].
Aus

Y —y =f(x,Y)—[x9)

folgt weiter

Y —y|SMulz—xn|<Mp-a.

1 Diese Aussage entfallt in den Fillen, wo M nicht eingefithrt wurde.
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Sei nun weiter a << 537 SO ist
(V) —y@) | <% fir x<x<x+oa,

was nur dann keinen Widerspruch gegen die Definition von u be-
deutet, wenn g = O ist. Dann fallen aber zwischen ¥ = xyund ¥ = %, 4+«
beide Ldsungen zusammen. Ebenso schlieft man im Intervall x, — «
< x < x, usw. Tatsichlich existiert also nur eine Losung bei gegebener
Anfangsbedingung?l. Anfangsbedingung heifft dabei die Bedingung, daB
fiir y (%,) = ¥, sein soll. Es ist also am Anfang eines Intervalles, in dem
eine Losung gefunden werden soll, ihr Wert vorgeschrieben. Der ein-
gangs ausgesprochene Satz ist nun in allen Teilen bewiesen. Die Ge-
samtheit der nach ihm vorhandenen Integrale machen das allgemeine
Integral der Differentialgleichung aus. Jedes einzelne derselben heiBt
ein parttkulires Integral. (Vgl. dazu die vorliufige Erklirung S. 19.)

2. Bemerkungen: 1. Unsere Beweisfilhrung 148t nicht erkennen, inwieweit
die gemachten Voraussetzungen fiir die Rlchtxgkelt der Behauptungen notwendig
sind. In dieser Hinsicht hebe ich folgendes hervor. Fiir die Existenz der Lésungen
reicht die Stetigkeit von f(#, ) hin. Erst fiir die Einzigkeit der Losung, d. h.
ihre eindeutige Bestimmtheit durch die Anfangsbedingungen muB eine weitere
Bedingung wie die LipscHitzsche gefordert werden. Dies hat zuerst PEaNoO er-
kannt2. Einen besonders durchsichtigen Beweis hat PERRON? gegeben. Einen
Beweis dafiir, daB (1) bei bloBer von f(#, y) vorausgesetzter Stetigkeit stets
Lésungen besitzt, findet der Leser auf S. 46ff. dieses Buches. DaB die Einzigkeit
der Losung ohne LipscHrTz-Bedingung verlorengehen kann, sieht man schon bei
der Differentialgleichung ’

+V1y fir x>0
Y= 0 fir x =0

=VIy] far <0

an der Stelle ¥+ =y =0. Denn y =0 und y = = '4 lsind zwei Losungen durch

diesen Punkt. Vgl. auch S. 70ff.
2. Die Giite der Konvergenz unseres Verfahrens, d. h. die Zahl der Schritte,
welche man né6tig hat, um eine gewisse Anniherung an die Integralkurve zu er-

zielen, hangt wesentlich von der Zahl M, d.h. von dem Maximum von ?-3-{- in

dem Rechteck ab. Man kann sich geometrisch leicht iiberlegen, da8 man es in
einem gewissen MaBe in der Hand hat durch eine passende Substitution, die
geometrisch auf eine Drehung des xy-Koordinatensystems hinausliuft, hier

! Man kann unschwer unser Ergebnis dahin erginzen, daB es auBer der ge-

fundenen keine Lésung gibt, fiir die lim f(#) = y, ist. Wenn man also von einer
EETS
Lésung f(#) nur voraussetzt, daB sie fir %, < x < #, + a differenzierbar ist,
und daB lim f (%) = y, ist, so ist sie schon mit der im Existenztheorem angegebenen
x> X

identisch. ’

2 Math. Ann. Bd. 37. 1890. Vgl. dazu G. MiE: Math Ann. Bd. 43. 1893.

8 Math. Ann. 76.
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einigermafen giinstige Verhiltnisse zu schaffen. Schon S. 2 war von der geo-

metrischen Deutung der Differentialgleichung die Rede. Ihr geometrisches Aqui--

valent war ein Feld von Linienelementen. Man kann demselben eine gewisse

Ubersichtlichkeit dadurch verschaffen, daB man die Linien einzeichnet, in deren

Punkten Linienelemente gleicher Richtung liegen. Wir wollen sie die Isoklinen
. 1 of .

der Differentialgleichung nennen. Wenn nun 0—;— einen groBen Wert hat, so be-

deutet das geometrisch, daB sich auf den Parallelen zur y-Achse die Richtung
der Linienelemente rasch andert, daB also diese géraden Linien die verschiedenen
Isoklinen in rascher Folge durchsetzen. Wenn man also das Koordinatensystem
so legt, daB die Isoklinen einigermafBen senkrecht zur Richtung der x-Achse

o of . . . .
stehen, so wird im neuen System 5—5{- einigermaBen klein werden und dann wird

die Konvergenz unseres Verfahrens besser. Das wiirde auch bei der zeichnerischen
Durchfiihrung der Methode der sukzessiven Approximationen zur Geltung kommen.

3. Integralkurven in Parameterdarstellung. Durch eine Differential-
gleichung wird jedem Punkte des Bereiches B eine Gerade zugeordnet.
Dabei ist es gemidB den iber f(x, y) gemachten Voraussetzungen aus-
geschlossen, dafB die gegebenen Geraden der y-Achse parallel werden.
Die geometrische Auffassung 148t somit als willkiirlich erscheinen, was uns
wohl bisher als verniinftige Annahme erschien. Drehung des Koordinaten-
systems kann bewirken, da3 f(x, ¥) an einzelnen Stellen unendlich wird,
und umgekehrt kann man ein solches Unendlichwerden von f (x, y) durch
Anderung des Koordinatensystems in der Umgebung eines Punktes viel-
fach beseitigen, indem man durch Drehung des Koordinatensystems zu
einer anderen Differentialgleichung iibergeht, die auch in dem bisherigen
Ausnahmepunkt unseren Voraussetzungen geniigt, die aber in seiner
Umgebung dieselben Geraden vorschreibt, wie die gegebene. Ein Un-
endlichwerden von f(x, y) braucht also nicht notwendig ein singulires
Vorkommen im Geradenfeld zu bedeuten. Es kann einfach auf der Lage
des XKoordinatensystems beruhen, und bedeuten, daB eine Integral-

kurve des Geradenfeldes® der y-Achse parallel wird: Wenn z. B. }‘—fxl—y)

stetig bleibt, kénnen wir durch Vertauschung von x und y zum Ziele
gelangen. Am besten entspricht aber der Ubergang zur Parameter-
darstellung der geometrischen Sachlage. Man kann durch irgendeine

Gleichung% = @ (%, y) mit stetigem ¢ (x, y) den Parameter ¢ eip-

fiihren. @ (x, v) soll dabei lings einer Integralkurve nirgends verschwin-
den. Trigt man nimlich rechts die Gleichung y = f(x) einer L&sung
ein, so gewinnt man hieraus durch Quadratur ihre Parameterdarstel-
lung?, wobei noch der ¢ = 0 entsprechende Punkt auf jeder Losung
beliebig wihlbar bleibt, wie es der noch auftretenden Integrations-
konstanten entspricht. Durch Einfiihrung dieses Parameters ¢ kann

1 d. h. eine Kurve, die in jedem ihrer Punkte die Feldgerade beriihrt.
dx dx

2 wi 27— == .

Es wird also i = @ (%, f(#)), also ¢ f«p(x, )

BieBERBACH, Differentialgleichungen. 3. Aufl.
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man dann statt g—i = f(%, y) auch schreiben % =f- ¢ und so diese
eine Differentialgleichung durch das System %' = @, ¥* = f- ¢ ersetzen.
Ein entsprechender Existenzsatz lehrt dann wieder, daB es unter ent-
sprechenden Bedingungen fiir f und ¢ genau eine Losung gibt, die fiir
t =1t, die Werte x, und y, annimmt. Denkt man noch an die Will-
kiir in der Wahl des ¢ = 0 entsprechenden Punktes, so kann man auch
sagen, es gehe nach wie vor durch jeden Punkt x,, y, genau eine Inte-
gralkurve des Geradenfeldes, d. h. jetzt eine Losung des angegebenen
Systems!. Diese Betrachtungen legen es nahe, den Existenzsatz auf
Systeme von Differentialgleichungen auszudehnen.

4. Systeme, Man kann nunaberauchauf Systeme direkt die Methode der
sukzessiven Approximationen ohne jede nennenswerte Anderung iiber-
tragen und so auch noch allgemeinere Systeme betrachten wie 2z B.

iy
d’;—f(x’y»z)»

2 —glvy.).

Hier wird man dann «x,y,z als drei Raumkoordinaten deuten.
Geometrisch bedeuten dann diese Gleichungen wieder, daB8 jedem Raum-
punkt aus einem gewissen Bereich ein Linienelement zugeordnet wird.
Und dann geht wieder durch jeden Punkt eine Losung. Ich formuhere
nun gleich den Satz fiir das allgemeinste System:

d -
H=hEyn ey G=12...m).

Die Funktionen f;(%, ¥y, . . ., ¥n) Séien in einem gewissen Bereich der
%, ys, also z. B. in dem Bereich R: |x — %, | <a, |y, —30 | < b; ein-

1 Die durch einen Punkt gehende Integralkurve des Geradenfeldes andert
sich nicht, wenn man vom Parameter # zu einem anderen iibergeht. Denn ist
dx
=7
weist, so ist auch

d
(#,9), -Ejz' = g(#, y) ein System, das jedem Punkt eine Feldgerade zu-

d
=1ENhE ), =g e )
fiir jedes nicht verschwindende (¥, ¥) ein ebensolches System. Es geht aus dem

: ai
ersten hervor, wenn man durch Iz = h{x, ) den neuen Parameter 7 einfiihrt.

Istdann z = (1), y = y(¥), #(t) = 5, ¥ (t,) = ¥, eine Integralkurve des ersten Sy-
stems, so ist ¥ = x(¢(7)), ¥ = y(t(v)), #(xy) =, offenbar dieselbe Kurve, aber
auch Integralkurve des zweiten Systems, da f(z) durch

geliefert wird.
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deutig und stetig erklivt. Es sei davin
4 |F:) < M, und es sei b, >aM,.
Endlich sei in R die L1psCHITZ-Bedingung

(5) |75+ vn) — FE AL ) | <MLy, —97 | + - - - +|vh —yal}
erféillt. Dann gibt es genau n in | x — x,| << a stetige und mit stetigen
ersten Ableitungen versehene Funktionen vy;(x), welche diesen Diffe-
rentialgleichungen gemiigen, fiir welche vy,(x,) = v ist, und die in
| 2 — %4 | < a stetig sind*. |

5. Zusatz. Kommt insbesondere auf der rechten Seite x nicht vor,
so kann man x lings vielen Integralkurven als Parameter auffassen
und zu einem eine Gléichung weniger umfassenden System iibergelren.
Durch jedenPunkt des x,y,-Raumes geht dann genaueineLdsung, die das
urspriingliche System in Parameterdarstellung liefert. Denken wir ins-
besondere an das ebene System zuriick, wo also zwei auf einen Para-
meter ¢ bezogene Differentialgleichungen ' = f(x, ¥), ¥’ = g(», ¥) vor-
liegen, so ist dieser Riickgang auf eine Gleichung nur dann nicht még-
lich, wenn an einer Stelle x,, v, sowohl f (x,, ¢} Wie g (xq, ¥,) verschwin-
den. Dann wollen wir diese Stelle eine singuldre nennen. Wir werden
solche singuldre Stellen bald noch ausfiihrlicher behandeln. Hier sei
nur einiges angefithrt, was aus unseren bisherigen Darlegungen von
selbst sich ergibt. Der fiir Systeme ausgesprochene Existenzsatz ist
auch hier ohne weiteres anwendbar. Es gibt genau eine Losung, welche
fiir ¢ = £, die Werte x, und y, annimmt, das ist eben die Losung ¥ = x,,
&y = 4,, der geometrisch in der x-y-Ebene keine Kurve, sondern eben
nur der singuldre Punkt entspricht. Auch hier ist wieder? zu bemerken,
daB unsere Beweisfilhrung die Behauptung mit umfaB8t, daB es auch
keine weiteren Loésungen gibt, die bei endlichem £, fiir # — £, gegen x,
und y, konvergieren. Wohl aber kann es weitere Losungen geben,
welche fiir £— oo gegen x, und y, konvergieren. So sind ja z. B. fiir die

Differentialgleichung iy y

ax x ’
deren singuldrer Punkt x = y = 0 ist, alle Geraden y = m x Losungen.
In Parameterdarstellung kann man das System x" = x, y’ = y wihlen,

und % = et %, y = ety,

1 Es sei dem Leser als niitzliche Ubung iiberlassen, die fiir eine einzelne -
Differentialgleichung in dieserm Paragraphen vorgetragene Beweisfiihrung auf
Systeme zu iibertragen. Besonders mag aber fiir spitere Anwendung hervor-
gehoben werden, daB3 auf die Bedingung (4) dann verzichtet werden kann, wenn
der Bereich R so erklart ist: |* — %, | < @, alle ¥ beliebig. Das trifft insbesondere
fiir Systeme linearer Differentialgleichungen zu, d.h. dann, wenn die f; lineare
Funktionen der y sind. Ebenso entfallen die Voraussetzungen (4) fir alle die-
jenigen unter den f, die z. B. in den y linear sind.

2 Vgl. die FuBnote * auf S.32.

3g*
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werden Losungen, welche fiir #— — 0o gegen # =0 und gegen y =0
streben, obwohl x =0 und y =0 die einzige Lésung des Systems ist,
welcher der Koordinatenursprung angehort.

Eine jede Differentialgleichung héherer Ordnung kann als Spezial-
fall eines Systems aufgefaBt werden. Betrachten wir z. B. die Differential-

gleichung zweiter Ordnung

(6) y”=f(x’ylyl)l
so kann man y’ = z setzen. Dann ist (6) dquivalent mit dem System
™ V Y=z

Z=f(x,y,2).
So folgt aus dem Existenzsatz fiir Systeme auch ein Existenzsatz fiir
Differentialgleichungen héherer Ordnung. Wir kommen S. 140 darauf
zuriick. .

§ 2. Die graphische Darstellung der Differentialgleichungen.

Fir unsere Zwecke ist die Darstellung vermittels der Isoklinen
die wichtigste. Wir haben oben schon dargelegt, daB eine Differential-
gleichung i

=19

oder ein System von Differentialgleichungen
a d
Z=ewy), F=h(xy)

, Jjedem Punkt eines Bereiches B, in
E7) /| dem f(x,),g(x, 3), h(x, ) ein-
/ deutig, stetig und mit stetigen Ab-
! leitungen erster Ordnung versehen
% / sein sollen, und in dem g und %
g ! nirgends gleichzeitig verschwinden,
z /- eine Gerade zuordnet, und daB also
;s eine Differentialgleichung durch ein
7 /" 13 Feld von Linienelementen gra-
- , Phisch dargestellt wird. Um nun in
%:’_ diese Darstellung eine gewisse Uber-
Abb. Sa. Abb.gp.,  sichtlichkeit zu bringen, verbanden
wir die Punkte des Bereiches,
welchen die gleiche Richtung zugeordnet ist, durch Kurven, die wir
Isoklinen nannten (vgl. S. 33). Wir versehen die einzelnen Isoklinen
mit Nummern und merken uns in einem nebenan verzeichneten Ge-
radenplan die zugehdrigen Geraden anl.

1 Man kénnte natiirlich auch gerade Linien der verlangten Stellung an die
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In Abb. 3 verzeichnen wir das Bild der Differentialgleichung

ay x
dx v
Abb. 4 zeigt die Differentialgleichung
iy
T =X+ A\

wobel der kleinste Kreis-
radius als Lingeneinheit
gedacht ist.
Eine besondere Eigen-
timlichkeit weisen die
Linienelemente der line- / \x

aren Differentialgleichun-
gen auf. Diejenigen Li- & /
nienelemente  ndmlich,
welche zu Punkten mit
gleicher Abszisse gehdren,

sind auf einen festen
Punkt hingerichtet. Wenn
namlich die Differential-
gleichung
yY4+fxy+gx)=0

gegeben ist, so gehort das Linienelement des Punktes x, ¥ der Geraden
n=y—(Fx)y+g)E—=)
an. Das Linienelement des Punktes x, y, aber liegt auf
n=y—_F@)y+g) (E—2x.

Beide Geraden schneiden sich im Punkt

—_ &
w1 T m

Abb. 4a.

dessen Koordinaten also nur von x, nicht von y oder y, abhingen.
Man kann daher die Leitkurve
= - _8®
E=sti. 1=
statt der Isoklinen verwenden, wenn man zu jedem ihrer Punkte die.
zugehdrige Abszisse x derjenigen Linienelemente x,y,y’ anmerkt,
welche auf diesen Punkt hingerichtet sind. Natiirlich kann man von

Isoklinen selbst zeichnen. Es wiirde aber Wirrwarr geben, wollte man sie hier
so lang wihlen, dal man mit einiger Sicherheit dann durch andere Punkte Parallelen

dazu ziehen kann.
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hier aus auch leicht das Isoklinenfeld selbst z¢ichnen. Abb. 5 zeigt das

Bild der Differentialgleichung

V=yx+1

vl

mit der Leitkurve

n=—=

sz*—‘;;
oder
7 —nE—1=0.

Will man also z. B. das
zum Punkt (2, 3) gehérige

Abb. 5.

Linienelement finden, so
sucht man den Punkt der
Leithyperbel, dessen Ordi-
nate n = — % ist und ver-
bindet ihn mit (2, 3). Dies
liefert die Richtung des Li-
nienelements. (Vgl. Abb. 5;
an die Hyperbelpunkte sind

die Abszissen ¥ angeschrieben. In unserem Beispiel ist also der

Hyperbelpunkt zu nehmen, an dem 2 steht.)
Will man ausgehend von der Leitkurve die Isoklinen zeichnen,
z. B. die zu 3’ = 2 gehorige, so lege man durch alle Punkte der Leit-

EREED

Abb. 6.

kurve Parallele zu der ge-
wiinschten Richtung der Li-
nienelemente und bringe diese
mit den zu den einzelnen Kur-
venpunkten gehorigen Par-
allelen zur y-Achse zum
Schnitt. So erhilt man zu
jeder, Abszisse denjenigen
Punkt, dessen Linienelement
die gewiinschte Richtung hat.

Sowohl Isoklinenfeld wie
Leitkurve konnen auch mit
Vorteil wverwendet werden,
wenn es sich darum handelt,
in der schon angedeuteten

‘Weise eine erste Naherungslosung der Differentialgleichung zu zeichnen.
Abb. 6 zeigt eine solche fiir die Differentialgleichung
y'= x4y
Man kann die Niherungen dadurch verbessern, daB man die Iso-
klinen dichter wihlt. Auch empfiehlt es sich, in dem Streifen zwischen
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zwei aufeinanderfolgenden Isoklinen die Niherungskurve nicht mit
einer der auf den Isoklinen vorgeschriebenen Richtungen zu zeichnen,
sondern dazu das arithmetische Mittel der auf beiden vorgeschriebenen
Richtungen zu verwenden. DaB dies Verfahren bei geniigender Ver-
feinerung gegen die wahre Losung konvergiert, werden wir bald be-
weisen und dabei gleichzeitig auch die Giite der bei jedem Schritt er-
reichten Nzherung abschitzen.

§ 3. Wie beurteilt nian die Giite einer Niherung?

Wenn man fragt, wie gut eine Niherung mit einer Ldsung iiber-
einstimmt, so verlangt man damit eine Abschitzung der Differenz
zwischen der Niherung und der Ldsung. Oben, bei der zeichnerischen
Behandlung der Differentialgleichung, waren wir in Versuchung, schon
zufrieden zu sein, wenn wir nur sahen, daB die betreffende Funktion
angenshert der Differentialgleichung geniigt, oder anders ausgedriickt,
wenn sich herausstellte, daB die Tangenten der Losungen angenihert
mit den in den Punkten der Kurve im Feld vorgeschriebenen Geraden
iibereinstimmten. Und hier erhebt sich das Problem. Ich formuliere es
so: Man hat zwei Differentialgleichungen

(1) 22—,

@) =Y +467).

f(x, y) soll in einem Bereich B stetig und beschrinkt sein und einer
LipscHiTzschen Bedingung geniigen. 4 (x, y) soll in B beschrinkt sein®.
Dazu kommt noch eine gleich zu nennende weitere Voraussetzung.
Man wiinscht zu wissen, wie gro8 die Differenz zweier Losungen der
beiden Gleichungen sein kann, wenn diese Losungen den gleichen
Anfangsbedingungen geniigen. Man wird natiirlich erwarten, daB ein
kleines A4 (x, ) einen geringen Unterschied der Losungen bedingt, oder
mit anderen Worten, daB8 die Ldsungen sich stetig mit der Differential-
gleichung dndern. Es soll sich aber auch darum handeln, den Unter-
schied der Losungen abzuschitzen.

Man braucht nur wieder die Lésungen nach der Methode der suk-
zessiven Approximationen zu konstruieren; dabei ergibt sich die Be-
antwortung unserer Frage mit Leichtigkeit. Zur Vereinfachung der
Rechnung wollen wir bei beiden Differentialgleichungen die gleiche
erste Niherung verwenden. Als solche Niherung benutzt man eine
Losung Y (x) der zweiten Differentialgleichung, weil man sonst an-.
gesichts der wenigen {iber 4 (x, Y) gemachten Voraussetzungen nicht
sicher ist, daB das Verfahren konvergiert. Ich setze neben der Existenz

1 Stetigkeit wird nicht vorausgesetzt.
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dieser Losung voraus, daB diese Losung stetig und mit einer Ableitung
verseben sei, die bis auf endlich viele Spriinge stetig ist. Diese erste
Niherung sei

Yo () =7 (x).

Die Lésungen sollen so bestimmmt werden, da8 sie fiir x = x, den Wert
y =y, erhalten. Namentlich ist also y,(%,) = Yo(%p) = ¥o. Ich setze
|4(2,9)] <.

Dann finde ich zunichst die beiden Niherungen

91(3) =0+ J1(E.30(E) s
und
z . @
Y0 =yo+ [1E0 @)+ JAE v @) as .
Iur Unterschied kann sofort abgeschitzt werden:
| Y (%) — 9, () | <d|x—x,].
Daher wird weiter?!
[Fx,Y)—fx,p) | <M|Y — 9| <M |x — x,].
So erhilt man dann die Abschitzung
| Y (%) — 92 (%) | =
=1 Jr e v —repmias+ [ag vasi<omEZ00 15—z
Daraus ergibt sich wieder
. — 2
[F(%, %) —f(%,9) | < M|Y —y,] <5Mz|i'3£°’l‘ +OM|x —x,].
Und daraus findet man
|Y — g < oaZ 0l L gprlEm el gy ).
Durch vollstandige Induktion bestitigt man, daB allgemein

]Y——y,,[<6M"—1|"' xol +6M”-2Ix(_xoll.5-'_- .. '+6|x—xo|'

Da aber nun fiir die Lésungen Y (x) und v () selbst
Y()—y(x) = llm {Y(x) — ¥ (%)}

wird, so findet man aus unseren Abschatzungen.
(3) 'Y(x)“3’(%)'<3|x——xo’eﬂlz—z, .

1 Unsere Annahme tiber Y, (%) hat zur Folge, 'da8 alle Y, (¥) mit Y(x) iiber-
einstimmen. M hat die auf S.28 angegebene Bedeutung.



§ 3. Wie beurteilt man die Giite einer Naherung? 41

Diese Formel ist es, die wir gewinnen wollten. Sie gilt fiir jedes Intervall,
in dem nach S.27ff. das Verfahren der sukzessiven Approximationen
konvergiert. Die Linge dieses Intervalles hiingt daher nur vom Bereich
B und vom Maximum des absoluten Betrages von f(%, y) ab.

Sie bringt u. a. zum Ausdruck, daB sich bei festen Anfangsbedin-
gungen die Lisungen stetig mit der Differentialgleichung dndern.

Ich wende dies insbesondere auf den Fall an, da3 die rechte Seite
einer Differentialgleichung

iy .
S =1Ey.n

stetig von einem Parameter u abhingt, genaver, daf sie eine stetige Funk-
tion von x,y und dem Parameter u ist, solange %,y einem Bereich B
und p einem Intervall I angehoren. Dann hidngen auch die Lisungen
bei fester, d. h. von u unabhingiger Anfangsbedingung stetig von u ab.
Wenn auferdem f(x,y, p) erste Ableitungen nach y und nach u besitzt,
die ihrerseits stetig von x,y, u abhingen, so besitzen auch die Losungen
erste Ableitungen nach u, die stetig von x und u abhingen.

Die erste Hilfte der Behauptung, welche sich auf die stetige Ab-
hangigkeit der Lésungen von x# und g bezieht, ergibt sich unmittelbar
als Anwendung der voraufgegangenen Betrachtungen. So bleibt nur
noch der auf die Differenzierbarkeit beziigliche Teil der Behauptung
zu beweisen. Dazu bilde man den nach u genommenen Differenzen-
quotienten auf beiden Seiten der Identitit

d ,
(4) 2By (w0, ).
Man erhilt
_é_(y(x,u—i-dﬂ)-—y(x,u))_f(x,y+Ay,ﬂ+A;a)——f(x,y,ﬂ)
dx Ap - " Adp )
Dafiir kann man kurz schreibenl
a 14 ] 4
(5) E(ﬁ)=£—(x,y+wy,p+mmz%
tolwy+ o4y, u+ 04 ©O<o<.

Das ist bei festem p und Ay eine lineare Differentialgleichung fiir den
Differenzenquotienteng—z— , eine Gleichung, deren Koeffizienten an der

Stelle Ay = 0 noch stetig von dem in die Losung eingehenden Para-
meter Au abhingen?. Fiir Au — 0 gehen die Koeffizienten der Dif-

1 Im Falle, wo f(#, ¥, #) analytisch von y, u abhingt, entwickle man rechts
nach Potenzen von 4y und Ay (statt der Anwendung des Mittelwertsatzes).

2 Unter den Ableitungen denken wir uns die Funktion y(#, u), also auch
Ay eingetragen. Ebenso denken wir uns # als Funktion von » und x und 4 u ein-
gesetzt. Die Koeffizienten der linearen Differentialgleichung konnen also als
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ferentialgleichung (5) in die der linearen Differentialgleichung

6) %—f;=g—;(x,y,ﬂ)z+%(x,y,ﬂ)

iiber. Fiir y ist nimlich eine feste Zahl zu nehmen, so daB y(x, u)
eine wohlbestimmte Funktion von x ist. Daher ist auch bei festem
Au, Ay eine wohlbestimmte Funktion von %, die fir 4y — 0 gleich-
miBig in x gegen Null geht. Daher unterscheiden sich bei festem Ay
die Koeffizienten von (5) von denen von (6) um Funktionen von x,
die fiir Ay~ 0 gleichmiBig in x gegen Null streben. Man wird ver-
mauten, daB die bei x, verschwindende Losung von (5) bei diesem Grenz-
iibergang Au — O stetig in die bei %, verschwindende Lésung von (6)

iibergeht. Falls dies richtig ist, so besitzt % fir Ap—0 einen Grenz-

wert, und somit ist die bei x, der Bedingung y(x,) = y, geniigende
Lssung von (4) eine differenzierbare Funktion von y, deren Ableitung
nach g stetig von x und u abhingt. Den Beweis erbringt man am besten
durch direkte Integration der linearen Gleichungen (8) und (6) (vgl.
S. 11). Die dort gegebene Auflésungsformel 148t die Richtigkeit unserer
Vermutung sofort erkennen. Man kann den Beweis aber auch dadurch
fithren, daB man das iiber die Differentialgleichungen (1) und (2) ge-
wonnene Ergebnis (3) auf die Differentialgleichungen (6) und (5) an-
wendet, wobei also (1) durch (6) und (2) durch (5) zu ersetzen ist.
Wendet man die gleiche Betrachtung auf (6) an, dessen Losung
z= -g—% ist, so erkennt man, daB aus der Existenz und Stetigkeit der
Ableitungen von f nach y und g bis zur s#-ten Ordnung einschlieflich

die Existenz und Stetigkeit von gz: folgt.

Bemerkung: Alle Ergebnisse lassen sich auf Systeme iibertragen. Der
Leser iiberlege sich, welche der vorgetragenen Beweismethoden man zweck-

‘maBig verwendet.

§ 4. Abhidngigkeit von den Anfangsbedingungen.

1. Stetigkeit. Der naiven Anschauung liegt die Auffassung nahe,
daB eine geringe Anderung der Anfangsbedingungen eine nur geringe
Anderung der Losung nach sich zieht. Wir wollen die Richtigkeit
dieser Ansicht bestitigen und zugleich eine Abschitzung der Lésungs-
inderung gewinnen. Auch hierzu leistet die Methode der sukzessiven
Approximationen gute Dienste. Es sei

(1) 2 = fx9)

) dy .
gegebene Funktionen von # angesehen werden. Der Differenzenquotient 2% ist

zwar auch bekannt. Doch soll gerade die lineare Differentialgleichung benutzt
verden, um N#heres iiber ihn zu erfahren.
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die Differentialgleichung®. Die Anfangsbedingung fiir die Lésung Y (x)
derselben sei
Y (%) = yo; )
fiir die Losung y () aber sei y (%) = yo + &, wo | ¢ | < 7 sei. 7 bedeutet
eine vorgegebene positive Zahl.
Dann seien

Y, (%) = ¥, ' Yo(x) =y + ¢
Yy (%) = yo + j FEYo(x)dE  y (%) =y + & +?f F(E v0(£))dE

(%) =yo+ [F(& Yy)dE e (%) = yo + &+ [ F(& 91 (H) d§

Folgen von Niherungsldsungen.
Daraus gewinnt man
[Yy(®) — 9 (0)| <5+ Mn|x— o]
[ Ve (%) — 92 (#0)| <7+ My|x — x| + M2y
Volistindige Induktion lehrt allgemein
1Y) =9 (0) | <+ Molx—zo] + Mg E2l o poppagl

Durch Grenziibergang folgt
@ Y (0) —y (#) | S g e¥lxml.

Wir haben damit zugleich auch die GroBe des Einflusses ab-
geschitzt, welchen eine Anderung der Anfangsbedingungen auf den
Verlauf der Integralkurve ZuBerstens haben kann. Hitte es sich uns
lediglich darum gehandelt, aufzuweisen, daB die Losung stetig von y,
abhingt, so hitte die Bemerkung geniigt, daB die Niherungslésungen
stetig von y, abhingen und daB8 die Reihe -

yo + 2 (yn —yn—-l)
gleichmiBig in v, konvergiert. Das folgt einfach daraus, daB die Ab-
schitzungen auf S.80 von der speziellen Wahl von sy, unabhingig
sind, wofern nur (x4, y,) ein Punkt aus dem S. 28 eingefiihrten Recht-
eck ist. Man gehe nur unter diesem Gesichtspunkt die Betrachtungen
von S. 28ff. erneut durch!
Die Losungen sind also stetige Funktionen der Anfangsbedingungen:

y =9 (%)
Zu einem zweiten Beweis dieses Ergebnisses gelangt man durch
Anwendung des auf S.40 gewonnenen Satzes. Man mache, um das

|:c—:c,,‘2

1 Wir kniipfen an die Voraussetzungen und die Bezeichnungen der S. 27 ff. an.
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einzusehen, in (1) die Substitution y(x) = z(x) + ¢. Dadurch geht
(1) in .
3) = =fmz+e

iiber. Die Losung y (x) von (1) mit der Anfangsbedingung y(%o) =,+¢
geht in eine Losung von (3) mit der Anfang;bedingung 2(%g) = 3,
iiber. Man hat also eine Lésung Y (x) von (1) und eine Losung z(x)
von (3) mit gleicher Anfangsbedingung zu vergleichen. Daher liefert
die Abschitzung (3) von S. 40
V() —2 ()| <7 M| =z M5
Daraus folgt
Y @) —y @) | <n+nM|x—x|eMl===l,

ein Ergebnis, das je nach den Werten von 7, M | x — #x, | besser oder
schlechter sein kann, als das oben auf direktem Wege gewonnene (2).

Die Linge des Intervalls, in dem die gefundenen Abschitzungen gelten,
ist allein dadurch bestimmit, daB das benutzte Verfahven der sukzessiven
Approximationen konvergiert. Nach S. 40[/41 hingt daher die Intervallinge
nur vom Bereich B und vom Maximum des absoluten Betrages von | ab.

2. Differenzierbarkeit. Die eben verwendete Methode hat aber
den Vorteil, daB sie auch AufschluB iiber die Differenzierbarkeit der
Lésungen als Funktionen der Anfangsbedingungen liefert. Wir kénnen
nimlich ¢ in (3) als einen Parameter x auffassen, von dem die Ldsungen
abhingen. So liefert der auf S. 41 bewiesene Satz unmittelbar das Er-
gebnis, daf die Losungen von (1) eine stelige erste Ableitung nach y,
besttzen, falls f(x,y) eine stetige erste Ableitung nach y besiizi, sowie
daf die Ableitungen der Liosungen nach vy, bis zur n-ten Ordnung ein-
schlieflich existieven unmd stetig sind, wenn die Ableitungen von f(x, v)
nach y bis zur n-ten Ordnung einschlieflich stetig sind.

8. Zusatz. Die Betrachtungen dieses Paragraphen lassen sich wieder
auf Systeme iibertragen. Hieraus oder auch direkt kann man weiter
schlieBen, daB die Losungen auch stetig von dem Anfangswert x, ab-
hingen. Man kann sie also in der Form
4 Y= @ (x; %0, ¥o)
schreiben und hat dann, falls noch die ersten Ableitungen von f(x, y)
nach x und y stetig sind, in @(x; x,, ¥,) eine samt ihren Ableitungen
erster Ordnung stetige Funktion vor sich. Man kann diese Gleichung
nach y, auflésen und schlieBen, daB die Auflésung

Yo =p(x, ¥, Xo)
selbst samt ihren ersten Ableitungen stetig von x, y, x, abhingt. Die
Auflésung von (4) ist namlich durch

Yo = @ (Xp; %, )
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gegeben. Wenn man namlich mit (x, ) einen Punkt der durch (%,, ¥,)
gehenden Losung bezeichnet, so ist diese Losung auch durch diesen
Punkt bestimmt. Demnach mu8l insbesondere die durch x, vy bestimmte
Lésung durch x,y, gehen. Also ist

Yo = @ (%0; %, %),

und diese Funktion ist samt den ersten Ableitungen stetig in den
mehrerwihnten Rechtecken.

4. Bemerkung: Die Uberlegungen dieses Paragraphen erlauben es auch, den
EinfluB einer gleichzeitigen Anderung von Anfangsbedingung und Differential-
gleichung zu beurteilen. Wenn man dies z. B. auf Differentialgleichungen anwendet,
deren rechte Seite

&, 0)

stetig von #, y und einem Parameter ¢ abhingt, so erkennt man, da3 die Ldsung.
welche fir ¥ = x, den Wert y, annimmt, stetig von den beiden Variablen y,
und x abhingt. Denn eine gleichzeitige geringe Anderung von y, und # zieht eine
geringe Anderung von f(#, ¥, #) und also eine geringe Anderung der L&sung y
nach sich.

§ 5. Die EULER-CAUCHYsche Polygonmethode.

1. Die Methode. CAUCHY hat die bekannte zur Definition des be-
stimmten Integrales dienende Methode auf Differentialgleichungen iiber-
tragen. Wir haben den Ansatz dieser Methode schon mehrfach zur
niherungsweisen Integration verwendet. Schon EULER lehrte ein ge-
nihertes Integral dadurch finden, daB man vom Anfangspunkt aus in
der dort vorgeschriebenen Richtung ein Stiick weit vorgeht, in einem ge-
wissen Punkte dann zu der dort vorgeschriebenen Richtung iibergeht,
um diese ein Stiick weit einzuhalten usw."Aber erst CAucHY hat be-
wiesen, daB die Polygone gegen Integralkurven konvergieren. Dafl dem
so ist, kann man mit den uns zu Gebote stehenden Mitteln am raschesten
folgendermaBen einsehen. Die durch das Polygon dargestellte Funktion
ist die genaue L&sung einer allerdings unstetigen Differentialgleichung

Y —F(xY).
Man definiere namlich F (x, Y) = f(x, Y) iiberall auBer in den Punkten
des Polygons. In den ihm angehérigen Punkten setze man F (x, Y)
gleich dem Richtungskoeffizienten der oder einer der hindurch gehenden
Polygonseiten.
Ich schreibe dann die Hilfsdifferentialgleichung so

Setze ich dann noch F — f = A, so werden die Betrachtungen von
S.39ff. anwendbar. Jedenfalls soll f(x,y) der Lripscurrzschen Be-
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dingung geniigen. Daher konvergieren die auf
. iy
P f (x 2y )
beziiglichen Niherungen y,. Die auf
ayYy

beziiglichen Niherungen Y, sind aber offenbar alle identisch, wenn
man wie S.39 fiir Y, die genaue Losung Y (x) dieser Differentialglei-
chung, das bekannte EULER-CAUCHYsche Polygon, nimmt. Diese Tat-
sachen geniigen aber, um die Betrachtungen von S.39ff. anwendbar
zu machen. Man findet daher fiir den Unterschied zwischen der genauen
Lésung durch (%, yp) und der EvLER-CAUCHYschen Niherung

Y (1) —y ()] <] — x| M 1=l

Dabei ist offenbar & weiter nichts als eine obere Schranke fiir den
absoluten Betrag der Differenz zwischen dem in einem Punkte des
Polygons durch die Differentialgleichung vorgeschriebenen Richtungs-
koeffizienten und dem im gleichen Punkte vom Polygon innegehaltenen
Richtungskoeffizienten. § kann daher wegen der gleichméBigen Stetig-
keit von f(x, y) dadurch beliebig klein gemacht werden, daB man die
Polygonseiten hinreichend kurz wihlt. Man hat also das Resultat:

Wenn lings einer jeden Seite des EULER-CAUCHYschen Polygons
die Schwankung von f(x,%y) kleiner als & blesbt, und wenn ferner im
ganzen Bereich f(x, y) der LipscHITZschen Bedingung von S. 28 gendigt,
so ist der Unterschied zwischen der gemawen Ldsung von

2 = (m9)

und der EULER-CAUCHYschen Niherung kleiner als
8| x — xo | MIr—l,

2. Verallgemeinerung des Existenzsatzes. Ich will noch eine An-
wendung der EULER-CAUCHYschen Methode angeben. Es soll sich darum
handeln — wie schon S. 32 in Aussicht genommen wurde — zu be-
weisen, daB der Existenzsatz von S.27/28 fiir Differentialgleichungen

&) Y =1 (%)

mit einer gewissen Einschrinkung schon dann gilt, wenn nur f(x, y)
in einem gewissen Bereich B stetig ist. Die Einschrinkung legt darin,
daB jetzt durch jeden Punkt von B zwar mindestens eine Lésung von (1)
geht, daB es aber jetzt, wie schon S. 32 bemerkt wurde, im allgemeinen
mehr als eine Losung durch einen gegebenen Punkt gibt. Ich werde
also folgendes beweisen:
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Wenn f(x,y) im Bereiche B stetig ist und wenn %4, yo ¢in Punkt
aus B ist, so gibi es eine Zahl a > 0 derart; daf mindestens eine fiir
|  — %o | < a stetige Funktion y (x) existiert, fiér die (1) in [ x — x| < a
identisch erfillt ist, und fiir die vy (%) = vy, ist.

Zum Beweise grenze ich um x,, y, ein B angehériges Rechteck
|2 — 2% | = a, |y — 5| =p ab und ersetze alsdann (1) durch eine
Differentialgleichung

) S =g(x9),

deren rechte Seite im ganzen Streifen | ¥ — %, | < « stetig ist, und wo
im Rechteck und an seinem Rande

g(x,9) =[(x,y)
gilt. Eine solche Funktion erhilt man, wenn man auBlerhalb des Recht-

ecks g(x,9)=1(x,50£B)
definiert, wo das obere oder das untere Zeichen gelten soll, je nachdem
¥ — ¥ > f oder y — y, < — B ist. Dieser Kunstgriff hat den Vorteil,
daB wir fiir die neue Gleichung (2) im ganzen Intervall |5 — %, | <
eine Losung erhalten, die dann fiir alle die x-Werte der Gleichung (1)
geniigt, fiir die sie im Rechteck verlduft. Dadurch ist dann die Zahl a des
Satzes bestimmt. Diese ist wegen der Stetigkeit der Losung sicher positiv.

Zur Konstruktion einer Ldsung bedienen wir uns der Polygon-
methode. Zur Herstellung des #-ten Polygones teilen wir das Intervall
| # — %4 | = « in 27 gleiche Teile ein, so daB die zum #-ten Polygon ge-
horige Einteilung durch Halbierung aller der Intervalle entsteht, die
beim # — l-sten Polygon auftraten. Ausgehend vom Punkte x,, ¥,
konstruieren wir dann das #-te Polygon, indem wir stets in dem zwi-
schen zwei x-Teilpunkten gelegenen Streifen eine feste Richtung ein-
halten, nimlich diejenige, die iibér dem x, zunichst gelegenen Teil-
punkt vorgeschrieben ist.

7= 9a (%)

sei die dem z-ten Polygon zugehorige Richtungsfunktion, so daB das
n-te Polygon selbst durch

(3) Y (%) =y + [y () a2
£
gegeben ist!. Wir betrachten noch
4) ya(®) =50+ [g(tya(®)dt.
%o

1 Die fiir y,(#) vorhin durch Worte gegebene Definition 148t sich dann so
in Formeln ausdriicken. Ein Teijlintervall sei von #, und #,, , begrenzt. x, sei
der x, zunachst gelegene Teilpunkt. Dann ist g, zwischen #, und #;,, so erldart:
Yo (%) = g (%3, ¥n(#,)) und in den an #, anstoSenden Intervallen ist g, (#) = g (%, ¥)-



48 I. 2. Die Methode der sukzessiven Approximationen.

Alle bei den verschiedenen Polygonen vorkommenden x-Teilpunkte
bilden eine abzihlbare Menge. Die Funktionen |, (x)| liegen alle
unter einer festen Schranke M, denn das sind Werte, die g(x, ) in
geeigneten Punkten annimmt. Daher sind nach (3) und (4) auch die
| ya (%) | und [ 92 (%) | unter einer festen Schranke-gelegen. Daher kann
man aus der Folge der y,(x) eine Teilfolge auswihlen, derart, daB an

allen Teilpunkten der
limy,, (x)
existiert. Man numeriere, um das einzusehen, die Teilpunkte und be-
trachte die Werte der y,(x) am ersten Teilpunkte. Da sie beschrinkt
sind, kann man eine konvergente Teilfolge auswihlen. Die dazu ge-
hérigen Funktionen y, (¥) betrachte man am zweiten Teilpunkte und
wihle daraus eine auch dort konvergente Teilfolge aus usw.
So mége man nacheinander die Folgen

Yig (%), Vg (%) .-
Ver (%)s Vg (%) - -

erhalten, deren jede eine Teilfolge der vorhergehenden ist, und die
derart beschaffen sind, daB die #-te Folge an den # ersten Teilpunkten
konvergiert. Die Diagonalfolge

Vig (%), Vg (%) ...

konvergiert dann an allen Teilpunkten.

Ich werde nun zeigen, daB diese Diagonalfolge sogar fiir alle x aus
| # — %, | =< o konvergiert.

Sei namlich #, eine beliebige Stelle mit | x; — %, | < «, so gibt es
zwischen x, und #, beliebig nahe bei x, Teilpunkte. x, sei ein zwischen
%o und x, gelegener Teilpunkt, iiber den wir nun gleich passend ver-
fiigen werden. Jedenfalls ist

1
Y (%1) — Yy (%) =;f¢,, (x)dx.

Daher ist
[V (%) — Y (22) | < M |23 — 2, |

fiir alle n. Man gebe eine Zahl ¢ >0 vor und wihle %, SO0 nahe an
%y, daB
M|x— x| < ':jT
wird. Dann ist also
[¥n (#1) — ¥ (x2)] <—'

emerlel, wie sonst %, und x, gewihlt sein mégen.
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Ferner wihle man alsdann # so groB, daB fiir alle » > 0

Yo (%) — ¥ (72) | < "g‘

ist. Da auch
&

| Varp (%) — Vnro (%) | < )
ist, so wird
Iyn-l-r (xl) —Y¥a (xl) I <ée,
woraus die Konvergenz folgt. Es gibt also eine Grenzfunktion y(x),

fiir die
y (%) = limy, (%)

in |x — x| < o gilt. Ich zeige, daB diese Grenzfunktion stetig ist.
Dies folgt daraus; daB, wie eben schon bemerkt wurde, fiir srgend
zwei Werte x; und x,, fiir die
Mlxy- %l <e
ist, auch fiir alle »
A [¥n (%2) — Vp (%) | < &
ist. Daher ist auch
|y () —y(x) | Z e,
sobald
Mix,— x| <e
ist.
Weiter streben die durch (4) erklirten y* (x) derselben Grenzfunktion
¥ (%) zu, wie die y,,(x). Denn aus (3) und (4) folgt

Y (%) — 9 (%) =@f (g (2, ¥a () — va (1)1 d2.

Nun aber sind die Werte von #,(¢) in den einzelnen Teilintervallen
konstant, und zwar stets gleich dem Wert, den g(¢, y,(¢)) in der am
einen Ende des Teilintervalles gelegenen Ecke des Polygones ¥y, (x)
annimmt. Daher ist wegen der gleichmiBigen Stetigkeit von g(x, ¥)

Ig(t:yn (t)) —‘wn(t) I <7,
sobald nur # grof genug ist, d. h., sobald alle Teilintervalle klein genug
sind. Daraus folgt sofort, daB3

Hm (y; (2) — ¥, (%)) =0

7>

gleichmiBig fiir | x — % | < « gilt.

Ich zeige noch, daB die y,(x) gleichm#B8ig gegen y(x) konvergieren.
Dies kann den vorausgegangenen Betrachtungen sofort entnommen
werden. Denn wir haben folgendes bewiesen: Wenn

lxl—x,|<m

BiEBERBACH, Differentialgleichungen. 3. Aufl.
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ist, so folgt aus
&
Iyn+p (%2) —¥n (%3) I < 3

daB
[Vt (1) — Vn (%1) |<e.

Man gebe daher ein ¢ > 0 beliebig vor und teile das Intervall
|2 — % | S
in endlich viele Teilintervalle ein, deren Linge kleiner als E%istl, Zu
jedem Teilintervall gehdrt dann eine Nummer N derart, daB im ganzen

Intervall
Iyn+a (x) — Vn (x) ‘ <é

ist fiir beliebiges > 0 und #» > N.
Das groBte dieser endlich vielen N sei N’. Es hat die Eigenschaft,

daB fiir # > N’ und $ > 0 in jedem der Intervalle, also auch im ganzen

Intervalle
Iyn+9 (x) — ¥n (x) l <é

ist. Daher folgt aus
@
@ =+ ety () at
in Verbindung mit der gleichmiBigen Existenz der Grenzwerte -
y (%) = lim y, (x),
7~y co
und
y (%) = lim y; (%)
n-»co
und in Verbindung mit der Stetigkeit von g(x, y), daB

y (%) =y +£g(t,y)dt

ist, und daraus folgt durch Differentiation, daB y(x) eine Losung von
(2) ist, fiir die y(x,) = ¥, gilt.

! Dann 148t sich némlich in jedem der Intervalle eine Stelle #, finden, so daf
{fiir alle anderen Stellen #,; des Intervalles

&
|#1— %3 | <g77

ist. An jeder Stelle, also auch bei x,, existiert lim y,(#,). Also gibt es ein N, so
daB fiir alle # > N und alle » >0 e

| Vars (#2) — ¥a (#2) | < -;'
ist. Also ist fiir alle Stellen %, des Intervalles, fiir » > N und alle p > 0

[Yues (%) —3a () | < 6.
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‘Wir haben schon S. 82 bemerkt, daB es im allgemeinen noch weitere
dieser Anfangsbedingung gentigende Losungen gibt. Man vgl. auch noch
die Bemerkungen auf S. 70ff.

§ 6. Integration durch Potenzreihen.

Wenn f(x,y) eine analytische Funktion seiner Argumente ist, so
werden auch die Losungen der Differentialgleichung

%=f(x, y)

analytische Funktionen. Wir wollen uns davon iiberzeugen.

Ich setze voraus!, daB f(z,w) in dem durch |z — 2| = 4 und
| w — wy | = B bestimmten Bereich eine eindeutige analytische Funk-
tion der beiden komplexen Variablen z und w sei?. In diesem Bereich

seil weiter ‘
[7(z, )| <M.

Ferner seien a < 4, b =< B so gewihlt, daB
b>aM.
Es soll eine Losung der Differentialgleichung

=1 )

gefunden werden, die fiir z =2z, den Wert w = w, annimmt. Man
kann auch jetzt die Losung nach der Methode der sukzessiven Appro-
ximationen finden. Nur miissen jetzt einige Abschitzungen etwas an-
ders gewonnen werden. Wir bendtigen vor allem eine Abschidtzung

If(za w;) — f (z, w2)|§M|w1—wzl-

Diese gewannen wir S. 28 aus dem Mittelwertsatz3. Hier muB etwas
anders geschlossen werden. Man muB ja nur erkennen, daB

[f(2, wy) — f (2 wi)] <M

Wy — Wy

ist bei passender Wahl von M. Nun ist aber
w, o
flz,w) —flz,wg) = J‘-a—; (2, w)dw
w;

1 Man vgl. die Voraussetzungen auf S.27/28.
2 Sie soll also nach z und nach w differenzierbar und als Funktion der beiden’
Variablen -z und = stetig sein.
3 Der Leser vergleiche zum folgenden stets die entsprechenden Darlegungen
von S. 29ff. .
4%
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In [z—2|X4, lw—wolgBist%(z,w) gleichfalls analytisch.
Daker gibt es eine Zahl M > 0, so daB fiir alle diese z, w
T ew)| <M

ist. Also ist | f(z,wy) — f(z, o) | = M |w; —w; |, da man geradlinig
von w, nach w, integrieren kann. Also gibt es eine Schranke M, wie wir
sie suchen. Wir kénnen nun wie auf S. 29£f. die Methode der sukzessiven
Approximationen ansetzen. Wir wihlen nur aus bald ersichtlichen
Griinden als erste Naherung w,(z) eine analytische Funktion. Ich setze
z. B. wy(2) = w,. Dann wird

wl(z)=wo+;{f(€.wo)dc.

Hier kann die z, mit z verbindende Gerade als Integrationsweg gewihlt
werden. Dann erkennt man, daB
1) |1(2) —wo| < M|z — 2|

ist. Genau wie auf S. 80 kann man nun die weiteren Niherungen ab-
sch#itzen, wofern man nur geradlinig von z, nach z integriert. Wir
miissen uns nur noch dhnlich wie auf S. 30 vergewissern, daB das Ein-
setzen der gefundenen Niherungen w,(2) in f(z, w) zu analytischen
Funktionen f(z, w,(2)) fithrt. Dazu ist erforderlich, daB die Werte von z
dem Kreise |z —2,| < 4, und daB die Werte, die w,(z) annimmt,
dem Kreis |w — w, | < B angehéren. Setzt man |z — 2z, | =< a vor-
aus, so ist nach (1) |#y —w,| <aM < b. Wir wollen zeigen, daB
fir alle # und |z — 2, | < @ auch |w, —w,| <b ist. Wir nehmen
dem Verfahren der vollstindigen Induktion entsprechend an, daB
| Wpy —wy | < b fiir |z — 2z, | < a. Dann ist wegen

w,(2) = wo+ [ (L, 0, y) AL

ersichtlich, daB
|, (2) — 10| M2 — 2| <Ma<b.

So gelangen wir zu einer Folge von analytischen Niherungsfunktionen
w,(2), die fiir |2 — 2z, | < @ gegen eine gleichfalls analytische Grenz-
funktion konvergiert. Der Konvergenzbeweis ergibt sich genau so wie
S. 80. Es sei eine niitzliche Ubung fiir den Leser, das niher durch-
zufiihren. Die Grenzfunktion w (z) ist dann die gesuchte Losung der Dif-
' ferentialgleichung. DaB es keine weitere gibt, die denselben Anfangs-
bedingungen geniigt, erkennt man, wie auf S. 31.
Als analytische Funktion kann man sie in eine in |z —z,| <4
konvergente Potenzreihe

2 w(z) =wy + ¢, (2 — 2) 4 -+ -
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entwickeln. Da man nun einmal wei3, daB man ihre Koeffizienten
so wihlen kann, daB sie eine Losung der Differentialgleichung dar-
stellt, so kann man ihre wirkliche Bestimmung auch auf anderem
bequemeren Wege vornehmen. Dazu bietet.sich die Methode der un-
bestimmten Koeffizienten dar. Man geht mit der Reihe (2) in die Dif-
ferentialgleichung hinein und bekommt dadurch gewisse Bedingungs-
gleichungen fiir die Koeffizienten, aus welchen man sie berechnen kann.

Wenn nimlich der Differentialgleichung
a .
i;: = [(z, ) = Sa;(z — 2)* (w — wo)*

die Funktion
W= wy + ¢;,(z — %) +
geniigen soll, so sind zur Bestimmung ihrer Koeffizienten ¢, nur die
Ableitungen von w an der Stelle 2, zu berechnen. Denn es ist ja
_ 1ad*w
Il T

Man entnimmt aber sofort der Differentialgleichung, daB

d

€y = E;L_“' = f (20, ®o) : 400

ist. Differenziert man die Gleichung einmal nach z und setzt z = z,,
so findet man

d2w of af dw

{ = P —_— ' — =3
2! C2 ds2 aa’{w=uu, ow dz %10 + @04Cy-

So kann man nacheinander die Koeffizienten berechnen. Denn jede
neue Gleichung erlaubt es, einen weiteren Koeffizienten durch die
vorher schon bestimmten auszudriicken.

Auch die weiteren Betrachtungen von S. 39ff. lassen sich nun un-
verindert iibertragen. Insbesondere lehrt die Uberlegung von S. 41ff.,
daB die Losungen analytisch von den Anfangsbedingungen abhingen
und analytische Funktionen eines selbst' analytisch in die Differential-
gleichung eingehenden Parameters sind.

Auch auf Systeme lassen sich die Betrachtungen ohne weiteres

iibertragen. .

§ 7. Ubertragung der SIMPSONschen Regel.
In der Integralrechnung lernt man verschiedene Formeln zur nu-
merischen Quadratur kennen. Die bekannteste ist die SimpsoNsche

Regel. Sie lehrt, daB das Integral
a-+h

Jh) = [{(x)dx
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angenihert durch die Formel
1,00 = 2li@ +41(a +5) T 1+ n)

ausgewertet werden kann. Die Giite der Ubereinstimmung kommt
darin zum Ausdruck, da8 die Entwicklungen von [ (%) und von J; (%)
nach Potenzen von % bis zu den Gliedern vierter Ordnung einschlieBlich
iibereinstimmen. Auch kennt man Formeln zur Abschitzung des
Fehlers.

Es ist ein gemeinsamer Zug aller dieser Formeln, den Integral-
wert niherungsweise durch eine lineare Funktion geeignet gewihlter
Funktionswerte auszudriicken. RUNGE hat es zuerst unternommen,
nach diesem Gedanken N#herungsformeln zur Auflésung von Diffe-
rentialgleichungen zu gewinnen. KuTra® hat in Verfolg dieser Unter-
suchungen durch eine lingere Rechnung folgendes Ergebnis gefunden.

Dasjenige Integral der Differentialgleichung

%=f(x’y):

welches fiir x = x, den Wert y, besitzt, wird fir x = x4 + % an-
gendhert durch die folgende RUNGE-KuUTTAsche Formel dargestellt:

Y (%o +h) =y + 5 (BEy+ 2K; + 2Ky + K,) .
Hier ist

Ky = (%0, Y0),
Kz=f("o +’;L: Yo + Kéh),

K3=f(x0+%: yo"l‘K;h);
Ky=Ff(xo+ %, yo+ K3h).

Entwickelt man sowohl die Lésung, wie diese Naherung nach Potenzen
von %, so erhilt man Ubereinstimmung bis zu den Gliedern vierter
Ordnung einschlieBlich.

Was nun die Abschitzung des Fehlers anlangt, den man bei An-
wendung dieser Regel begeht, so gewinnt man durch einige Rechnung
auf Grund des TAvLoRschen Satzes das folgende Ergebnis: Der Unter-
schied zwischen der wahren Losung y,, und der Niherungsldsung 7y,
durch den Punkt (x,, ,) geniigt der Ungleichung

BMN|# — 2, [F|N5—1
'yw""yn|< lIN_OLII l

Dabei ist folgendes vorausgesetzt: Im Gebiete B: |x — %, | < a,
|¥ — ¥ | < b geniigt f(x,y) samt seinen partiellen Ableitungen der

1 Zeitschr. fiir Math. u. Phys. Bd. 46. 1901.
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vier ersten Ordnungen den folgenden Bedingungen:
[ (x9)]<M,

QU+ f N .

Ferner soll

x—x|N<1

aM<b
sein. Ich will die dazu filhrenden Rechnungen nicht reproduzieren.
Auf eine Aufstellung dhnlicher Fehlerabschitzungen im komplexen Ge-
biet kann verzichtet werden.
Ich will z. B. fiir x = 0,2 dasjenige Integral von
y=x+y

berechnen, welches fiir ¥ =0 verschwindet. Die N#aherungsformel lie-
fert 0,0214, die genaue Lsung

y=e* —zx—1

ergibt auf vier Dezimalen genau gleichfalls 0,0214.
Die Approximation ist also besser, als sie die allgemeine Abschitzung
erwarten lieB. Denn diese liefert fir M =1,N=1,2=0,1,5=10,2

.o
immerhin als duBersten moglichen Fehler noch -6—1% Hitte man fiir

% =0,1 gerechnet, so hidtte man als moglichen Fehler nur -1%; gefunden.

Will man auch fiir 0,2 eine groflere Genauigkeit erreichen, so kann
man erst den Wert der Losung fiir 0,1 berechnen und dann mit dem ge-
fundenen Wert als Anfangswert nochmals die RUNGE-KuTTAsche Regel
anwenden. Man hat dann auBer dem zweimal vorkommenden Fehler

von T(:z;‘- noch den Fehler zu beriicksichtigen, der davon herriithrt, da

man am Anfang des zweiten Intervalles einen um héchstens -1%,; falschen
Anfangswert verwendet hat. Das macht aber nach S. 43 fiir den Wert
der Ldsung bei 0,2 hochstens i%i aus. Daher findet man durch zwei-
malige Anwendung der RUNGE-KUTTAschen Regel in der eben an-
gegebenen Weise die Losung fiir x = 0,2 bis auf einen Fehler von
auBerstens -l—g—; .

Wer sich nzher fiir praktische Ihtegration interessiert, mége zu
dem in dieser Sammlung erschienenen Buch von RuNGe und Kénic
ilber numerisches Rechnen greifen.
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III. Kapitel.
Die Liesche Theorie.

§ 1. Die Transformationsgruppe und ihre infinitesimalen
Transformationen.

1. Die Transformationen. Ist ein System von Differentialgleichungen

d
() P Pimm), S =Py, %)
vorgelegt?, so kann diejenige Losung, welche fiir £ =/, die Werte
%y = %39, ¥y = Xy annimmt, in der Form

2) % = fy (£ — to, %10, %20) » %g = fa (¢ — to, %19, %20)
geschrieben werden. Die genannte Losung geht nédmlich durch die
Substitution 7 = ¢ — #, aus derjenigen Losung von

a;x; P{ (%, %4) (E=1,2)

hervor, welche fiir 7 =0 die Werte %; = %;4(i =1, 2) annimmt. Es
ist also
3) %0 = [ (0, %y9, ¥20) (2=1,2).

Fiir jeden einzelnen Wert von ¢ stellen die Gleichungen (2) eine
Transformation dar, welche den Punkt (%4, #5) aus B in den Punkt
(#,, %;) desselben Bereiches iiberfiihrt, solange | — #, | nicht zu gro8
ist. Wir wollen, um diese Annahme nicht immer erwihnen zu miissen,
lieber voraussetzen, da8 die P,(x,, x,) samt ihren ersten Ableitungen
in der vollen (%, x,)—Ebene stetig seien. L48t man £ von #, an sich #n-
dern, so erhilt man eine Schar solcher Transformationen. Jede der-
selben transformiert den Punkt P, (%9, %3) in einen Punkt P, der
durch Py bestimmten Losungskurve der Differentialgleichungen (1).
Man nennt daher diese Integralkurven auch Bahnkurven der Trans-
formation und denkt sich den Parameter # als Zeitparameter gedeutet.

2. Die Gruppe. Diese einparametrige Schar von Transformationen (2)
bilden eine Gruppe. Um das einzusehen, haben wir zu zeigen, daB 1. die
aus zwei Transformationen zusammengesetzte zur Schar gehort, und
daB 2. die inversen Transformationen zur Schar gehéren.

Sind

Ty 1 xp=fi(ts— 1o, %10, %g) (#=1,2)
Tt w=fi(la—1t, 27, %) (r=1,2)

1 Die P,(#;, #y) mogen in einem Bereich B samt ihren partiellen Ableitungen
erster Ordnung. stetig sein.
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zwei Transformationen der Schar, so ist nach (2)

z3: xi'=fi(t2“—td:x]:onxzo), (i'—"—" 1,2)
so daB also hierdurch die zusammengesetzte Transformation T;=%,%,
gegeben ist.

Insbesondere ist daher
x¢0=fi(to—t:x1:xg) (f=1,2)

die zu (2) inverse Transformation.
Dies erkennt tnan nach (3), wenn man in der vorausgegangenen

Betrachtung £, = {, setzt.
Will man die Transformation T; =2,%,; haben, so schreibe man
Ty 1 ai=1F;(ta— b1, %10, %20)
zlz —x—izfi(tl—to:x;:x;)
Tyt Fy=/[i(la— %, %10, %a0) -
Es ist somit T3 = T;. Die Transformationen sind also vertauschbar.
Es liegt eine ABELsche Gruppe vor. Die Parameterwerte ¢ — #,, welche
die einzelne Transformation der Schar festlegen, werden bei der Zu-
sammensetzung addiert und die Summe der Parameter ist der Para-
meter der zusammengesetzten Transformation.

8. Infinitesimale Transformationen. Ist nun eine Funktion F (x,,%,)
vorgelegt, so wird es interessierer, ihren Wert in einem Bildpunkt
(%4, x4) mit dem Wert im Originalpunkt (9, %) zu vergleichen. Trigt
man (2) in F (%,, %,) ein, so findet man
4 F#) = F(fy (¢ — to> %105 %20)»  f2 (¢ — 0> %10, %m)) -

Es wird
aF . oF
F () =5, ("10: o) Py (%10, %a0) + XN (%10, %20) Py (%10, %20) -

Will man F (f) nach Potenzen von ¢ — ¢, entw1cke1n so wird der An-
fang der Entwicklung

F () =F () + (t — %) F' (o) + - -
Also .
®) F (%1, %) = F (%10, %a0) + (¢ — #0) UF (%19, %a0) A
wenn man in iiblicher Weise zur Abkiirzung

oF oF

setzt. Nimmt man die P; als geniigend oft differenzierbar an, so werden
die weiteren Koeffizienten der Entwicklung erhalten, indem man die

Operation U mederholt anwendet. So wird dann der Koeffizient von
(E—12)*

U!F=U(UF) = (UF) P+ a (UF) P,.
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In erster Anniherung ist die Anderung von F unter dem EinfluB einer
Transformation der Gruppe durch die in (5) angeschriebenen Glieder
gegeben. Diese Anniherung wird um so besser sein, je kleiner £ — ¢,
ist, d. h. je weniger die Transformation von der identischen abweicht.

Denn letztere kommt ja heraus, wenn man ¢ = #, nimmt. Die in (5)
angeschriebenen Glieder wiirden den EinfluB der Transformation genau

wiedergeben, wenn diese durch
(6) %; = %z + (¢ — fo) P (%19, ¥30) (t=12)
dargestellt wire, d. h. wenn es sich um die Integration von Differential-

gleichungen
dx;

ar
mit konstanten rechten Seiten handelte. Man hat sich gewdhnt, die
Transformationen (6) iufinitesimale Transformationen zu nennen und
zu ihrer Bezeichnung UF zu verwenden. Insbesondere wird nimlich
Ux; = P; (%, %),
so daB man statt (6) auch schreiben kann
% = %0+ (E — 1) Uy (¢t=1,2).
Die Kenntnis von UF lehrt nach (4), den EinfluB der Transformation
auf irgendeine Funktion zu ermitteln. Den ungefihren Ort des Bild-
punktes kann man durch mehrmalige Anwendung von (8) wie folgt
ermitteln. Man bilde nacheinander
%51 = %o + (8 — to) P (%19, Xgo)
Xip = %gy + (fg — #1) Py (%yy, %)

= P; (%19> %20)

Tin = Fina F (In — bpg) Pi (%1515 Xp ny)-
Dann wihle man die #;, — #,_,, geniigend klein. Je kleiner sie sind, um
so genauer wird (#;,, #,,) die Lage von
‘ %; = [i (b — %y %19, %ao) (1=1,2)
besitzen. Man wendet also sukzessive immer Transformationen an, die
wenig von der Identitit abweichen. Die dabei herauskommenden
Zwischenpunkte sind weiter nichts als die Ecken eines der S. 45 betrach-
teten EuLERschen Polygone, die die Lésungskurven der Differential-
gleichungen (1), d. h. also in unserer jetzigen Sprechweise, die Bahn-
kurven der Transformation approximieren.
4. Invariante Kurvenscharen. Es mége nun durch
F (x,, x,) = const
eine Kurvenschar gegeben sein. Wir wollen feststellen, unter welchen
Bedingungen durch die Transformation (2) jede Kurve der Schar
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wieder in eine Kurve der Schar iibergeht. Dafiir ist notwendig und hin-
reichend, daB aus allen den Punkten, wo F einen festen Wert hat,
wieder Punkte werden, in denen F wieder einen festen Wert hat, mag
dies nun derselbe oder ein anderer sein. Dafiir wieder ist notwendig
und hinreichend, daB das F (f) von (4) eine Funktion von ¢ und von
F (%49, %g) allein ist. Nun ist

F(t+4 )= F{fL(t + b —ty, %10, %20), o (¢ + b — by, H10, %a0)}
= F{f1 (B, %1, %), [2 (B, %4, xz)} ’
wenn man
#; = [ (£ — by, %105 %20) :
setzt. Dies folgt aus dem oben iiber die Zusammensetzung der Trans-
formationen Gesagten Also wird

F' ()= 5— (xlx %) Py (%4, %2) + il (%1, %3) Py (%1, %) = U (F).
axl 0z,

Ist dann F (¢ + A) eine Funktion von % und von F (¥, %) allein, so
folgt, daB U (F) eine Funktion von F allein ist. Diese notwendige Be-
dingung fiir eine invariante Kurvenschar erweist sich nun aber auch als
hinreichend. Denn ist U (F) = @ (F), so wird

dF
d—t=¢'(F).
Also
dF ;
Also )

F=w(Fyt—ty).

Wir haben somit das Ergebnis:

Dafiir, daf die Kurvenschar F = const durch die Transformationen (2)
in sich tibergefiihvt wird, ist notwendig und hinveichend, dap U (F) = @ (F)
ist, wo @ (F) eine passende Funkiton von F ist.

Ist insbesondere @ (F) = 0, so folgt F’'(¢) = 0. D.h. F bleibt un-
geandert. Dann geht jede Kurve der Schar in sich {iber. D. h. F = const
stellt die Bahnkurven der Transformation (2), d. h. die Integralkurven
der Differentialgleichungen (1) dar. Dies Ergebnis ist uns in der Tat
schon S.15ff. in etwas anderer Fassung begegnet. '

§ 2. Die erweiterte Gruppe.

1. Erweiterte Gruppe. Die KurvenF = const werden im allgemeinen-
die Integralkurven einer von (1) verschiedenen Differentialgleichung
sein. Es ist der Grundzug der Lieschen Theorie, zu ermitteln, welchen
Nutzen fiir die Integration einer Differentialgleichung die Kenntnis der
infinitesimalen Transformationen einer Gruppe besitzt, welche die In-
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tegralkurven derselben ineinander dberfiihrt. Um dies darlegen zu koén-
nen, wird es zunichst notig sein, festzustellen, ob man nicht einem
System von Differentialgleichungen

1) 22— 0, (21, %) (i=1,2)

schon vor der Integration, d.h. bevor man die Integralkurven in der
Form F = const kennt, ansehen kann, ob seine Integralkurven eine
Transformationsgruppe (2) gestatten. Zu dem Zwecke wollen wir zu-
nichst feststellen, welchen EinfluB die Transformationen (2) auf ein

Linienelement haben. Ist
%9 = %40(7)

eine stetig differenzierbare Kurve, so wird nach (2)

8 % (¥) = f1 (8 — by, %10 (), %go (7))
ijhre Bildkurve bei festem #. Also wird
ti:b‘, af‘ dxlo af; dz,o .
dr By dr gy dt (=12
oder abgekiirzt
(2" %y =F;(t— 1y, %19, %ag, %195 %s0) -

Die Transformationen (2) zusammen mit den (2’) bilden wieder eine
Gruppe, die sogenannte erwesterte Gruppe. Die Funktionen F; von (2)
sind namlich die Integrale der Differentialgleichungen
) =+ St (=12
Wegen (8) ist. namlich fir jedes v
d

0P ), % @).
Also

dx, aP‘ iy + 0P,

2. Differenﬁalgleichuﬁgen mit Transformatxonen in sich. Nun kann
man die Betrachtungen des vorigen Paragraphen auf das von den Dif-
ferentialgleichungen (1) und (1') .gebildete System ohne weitere Um-
stinde iibertragen. Insbesondere wollen wir die Frage beantworten,
wann das Vektorfeld einer leferentlalglelchung (7) durch die Trans-
formationen der erweiterten Gruppe in sich {ibergefiihrt wird. Dies ist
gleichbedeutend mit der Frage, wann durch eine Transformations-
gruppe die Richtigkeit der Gleichung

F(%y, %, %y, %g) = ’.«;103 — %30, =0

nicht gestért wird. Nach den Darlegungen des §1 ist dafiir notwendig
und hinreichend, daB fiir die erweiterte Gruppe UF = 0 ist immer dann,
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wenn F=0 ist. Es ist aber jetzt

P aP
UF_-ax P1+8x P’+6x( . 1+ T )

Oder
. 0 . 0 . d . 4
UF= (x1 aQ* %4 afl) P+ (x1 af' xZa—f;‘) P,

+Q2(6P1-1+6P1 X ) Ql(ap: 1+ ax % )

An_ nicht singuliren Stellen der Differentialgleichung (7) ist die
Bedingung, daB UF mit F gleichzeitig verschwinden soll, damit gleich-
bedeutend, daf3

©) (@22 —0 i) P+ (052 — 0. 0% P,

8P, 8P aP a P,
+0s (55 101+a,;ea) 0 G +5520)=0
ist. Wenn P, Q, — P, Q, == 0 ist, so kann man hierfiir schreiben

8 O 8 Oa

w  a(grogE) ton aE—ar)

Dafiir also, daB die Integralkwrven der Differentialgleichung (7)
-durch -die zu (1) gehorige Tramsformationsgruppe in Integralkurven von .
(7) #bergefithri werden, ist notwendig und hinreichend, dafB entweder
PQ, — P,Q;i =0 oder daf (10) erfidlit ist. Die erste Moglichkeit ent-
spricht natiirlich dem Fall, daB die Integralkurven von (7) bei den
Transformationen der Gruppecjede einzeln in sich selber iibergehen.

~

' § 8. Differentialgleichungen mit bekannter Transformations-
gruppe oder mitbekannten infinitesimalen Transformationen.

1. Ermittiung von Multiplikatoren. Die Form '(10) der Bedingung
.dafiir, daB die zu (1) gehorige Transformationsgruppe, die die Integral-
kurven von (7) untereinander vertauscht, ohne sie einzeln festzulassen,
zeigt, daB aus der Kenntnis dieser Transformationsgruppe, ja schon
ihrer infinitesimalen Transformation, die Kenntnis eines Multiplikators
folgt. Denn die Gleichung (10) besagt ja unmittelbar, da

1

R Q1 Py — Qs Py

ein Multiplikator des Differentialausdruckes

(1) 02—
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ist. Ist also @ (%, %,) eine Funktion, fiir die

00 o so_ -0
ox, Q1P —Qu Py’ 07y Q, Py —Qy P

ist, so ist lings den Integralkurven von (7)
@ (x,, %) = const .

Das sind also die Integralkurven von (7).

2. Die Lizsche Theorie der elementaren Integrationsmethoden. Die Lie-
sche Theorie der elementaren Integrationsmethoden besteht nun in der
Bemerkung, da8 es in all den im Kap.I besprochenen Fillen relativ
leicht ist, infinitesimale Transformationen anzugeben, die die betreffende
Differentialgleichung in sich iiberfilhren (ohne daB dabei die Integral-
kurven derselben einzeln festbleiben). Alle Beispiele von § 1 erscheinen
so dls Spezialfille des allgemeinen Falles, in dem man infinitesimale
Transformationen kennt, die die Differentialgleichung in sich iiber-
filhren. Die allgemeine Aufgabe, alle infinitesimalen Transformationen
von-(7) zu finden, ist mit der Aufgabe identisch, alle Funktionenpaare
P,, P, anzugeben, welche die partielle Differentialgleichung (9) be-
friedigen. Es geniigt aber fiir die Integration von (7) ein solches Funk-

tionenpaar zu kennen.

Die Schreibweise (10) der Gleichung (9) lehrt, daB aus der Kenntnis
eines Multiplikators von (7) die Kenntnis eines Funktionenpaars ent-
nommen werden kann, das (9) geniigt. Ist ndmlich M ein Multipli-

kator von (7’), so ist
a 2
a'_,}:(MQI) + 3. (MQ,) =0.

Man bestimme zwei Funktionen P, und P, so, daB M 0y Py — Q ist.
2
Dann geniigen diese beiden (10) und daher (9), und daher bestnnmen
P, P, eine nichttriviale infinitesimale Transformation von (7). Damit
sind die Ausfiihrungen von § 4 und 5 aus Kap. I der allgemeinen Theorie
untergeordnet. ‘
8. Beispiele. Betrachten wir noch einige weitere Fille aus Kap. I.
‘Wir haben damals nicht bemerkt, daB man iin Falle der linearen
Differentialgleichung

Y +ix)y+ ¢(x) =0
leicht einen Multiplikator angeben kann. Fiir die Liesche Theorie
schreiben wir diese Differentialgleichung so:

Z () — e (m)

dx,
e 1.
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Es ist also Q; =1, Q, = — (%) %, — @(#,). Macht man den Ansatz
P, =0, so bleibt fiir P, nach (9) ibrig:
o P, o P.
—f(x1)P2“—‘2+(f("1)xz+‘P(xl)) =

Es liegt nahe, a—li— =0 zu nehmen. Dann bleibt fiir das nur noch von

x, abhingige P, ubng:

F (%) Py + aPz =0.

Man kann also
P, = e—Jt)dxn

nehmen. Somit ist
é f f(x1)dz,

ein Multiplikator. Die Differentialgleichungen

axy dxg _ D
=0, T=elern
liefern Transformationen der linearen Differentialgleichung in sich.

4. Eine allgemeine Substitutionsmethode. Im ersten Kapitel wur-
den mehrfach Substitutionsmethoden herangezogen, die zur Trennung
der Variablen fiihrten. Auch diese lassen sich von der Lieschen Auf-
fassung her systematischer verstehen. Betrachten wir z. B. die homo-
gene Differentialgleichung

4y y
= 1)
oder als System geschrieben
adxy
==
(11)

dxy Xy
ar (;{) '
Die Gruppe von Transformationen
X, =6t x4
Xy = € Xy,
die sich aus der Integration der Differentialgleichungen

axy dxy |
7t M1 Ty T %

ergeben, fithren offenbar die Differentialgleichungen (11) in sich iiber.
In der Tat geniigen ja auch

1 =%, Py=1x

O1=1, szf(::_i)
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der Differentialgleichung (9). In

x,
1)
hat man also einen Multiplikator. Wir arbeiteten aber auf S. 9 mit
der Substitution

*2

V=

Anders ausgedriickt: Wir fiihrten durch

Y1=1%
¥
Y2 =7

neue Variablen ein. Die Kurven ¥y, = const und y, = const sind dabei
die Niveaulinien des neuen Koordinatensystems. Die Linien y, = const
sind die Bahnkurven der Transformationsgruppe, und die Linien
4, = const stellen eine Kurvenschar vor, die durch die Operationen
der Gruppe in sich iibergefiihrt wird.

Damit haben wir eine allgemeine Substitutionsmethode erkannt:
Man fiihre die Bahnkurven einer Transformationsgruppe, welche die
Differentialgleichung in sich iiberfiihrt, sowie eine weitere, bei dieser
Gruppe invariante Kurvenschar als neue Koordinatenlinien ein. Dann
sind in dieser neuen Verinderlichen — die man kanomische nennt —
die Variablen getrennt. ‘

In den neuen Verinderlichen erhalten wir ein Paar von Differential-
gleichungen fiir die Operationen der Transformationsgruppe, deren L&-
sungen x, = const sind und die zugleich Bahnkurven der Transfor-
mationen sind. Ferner sind die #, = const eine invariante Kurven-
schar der Gruppe.

Damit
% = Py (%, %,)

d
% = P, (%, %)

durch %, =const befriedigt wird, muB Ux, = P,(x,, %) = 0 sein.
Damit x, = const eine invariante Kurvenschar ist, muB nach S. 59
U %y = Py (%1, %)

eine Funktion von #, allein sein. Die Gruppe ist also durch

d d

T =R, G0
definiert. Diese Gruppe muB nun die transformierten Differential-
gleichungen in sich iiberfithren. Die Q; und Q, miissen also der par-
tiellen Differentialgleichung geniigen, die sich ergibt, wenn man in (10)
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P, = P,(x,), Py = 0 -eintrigt. Das hefert

G

Alsg ist
@ _ 1
Qa P, @ (%9
eine Funktion von x, allein. D.h. '
Ql Py (%y)
Qa . @ (xy) T

65

Also Q, =A(%y, %5) Py (%), Q5 =A{%;,%,) @ (x,) fiir ein passendes A.

Die transformierten Differentialgleichungen werden also
dzy
rZa
d %

v = A (%, %) @ (%)

= A (%, %g) Py (%y)

Fihrt man durch
ar 1
dzy A(%y %)
einen neuen Parameter 7, ein, so kann man auch schreiben
dxy
at. Pl (xl)i _—1'- @ (%)

oder auch dx’ ; (:;1)) Die Variablen sind also g‘etren.nt.

5. Bexspxel. Diese allgemeine Bemerkung erklirt auch den Erfolg,

den die Substitution

v=x-4 9
auf S. 8 bei der leferentlalglelchu.ng
=f(x+y)

-hatte. Denn schreibt man

dx dxg
==Ll Z=/ln+x),

so erkennt man, daB die Operatlonen
L m =y, Xy = Ky — ¢

die Differentialgleichung in sich iiberfilhren. Diese Transformations-

gruppe entstammt den Differentialgleichungen

dxy __
- =—1

dxl
ri

Bahnkurven sind die Geraden

%3 4+ %, = const,
BiesersAcH, Differentialgleichungen. 3. Aufl. 5

=1,
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eine invariante Kurvenschar die Geraden

x, = const .
In der Tat wird auch (9) bzw. (10) von S. 61 durch Py =1, P, = — 1,
Q, =1, Q, =[(x, + x,) befriedigt.

§ 4. Projektive Transformationen.

Besonderen Reiz diirfte es haben, die voraufgegangenen Betrach-
tungen mit den Vorstellungen der projektiven Geometrie in Verbindung
zu bringen. Dies wird in verschiedener Richtung geschehen

1. Affine Gruppe. Wann ist die durch

a .
=0, %) (i=1,2)

definierte Gruppe eine Gruppe affiner Transformationen ? Die Gruppe
soll also so aussehen

(12) %y = Aoy + Ayy Xyg T Aoy Xy
wo die a;; passende Funktionen von # — f; sind. Durch Differentiation
nach ¢ kommt

(13) X = Ay + @y, %o + B Xy

(=12),

) &y
‘Da in (12) die Determinante a11a21 == 0 sein soll, so kann man aus (12)
12722

die x,, entnehmen und in (13) eintragen. Also kommen hier Differential-
gleichungen der Form

(14) X = oy + %y Xy + oy, Xy (=12)
in Frage. Hier sind dann die a,;, die zunichst von ¢ abhingen kénn-
ten, Konstante, da wir leferentlalglemhungen betrachten wollen, deren
rechte Seiten vom Parameter nicht abhingen.

Die so gefundene Bedingung ist auch hinreichend. S.9/10 haben wir
uns ndmlich gerade mit der Integration von Differentialgleichungen
der Art (14) befaBt. Sie waren nur damals nicht als System geschrieben.
Den dortigen Ergebnissen kann man tatsichlich entnehmen, daB die
Losungen «wvon (14) in der durch (12) angedeuteten Weise von den An-
fangswerten .abhingen.

2. Projektive Gruppe. Die affinen Transformationen sind ein Spezial-
fall der projektiven. Zu der Behandlung der letzteren fithrt man am
besten homogene Koordinaten x,, x,, %, ein. So lautet jetzt die Frage
nach denjenigen Differentialgleichungen, deren Integrale sich in der
Form

(15) x5 =k2“kix0k 1=1,2,3
=1
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schreiben lassen. Die @, sind dabei passende Funktionen von ¢ — ¢,
mit nicht verschwindender Determinante. Eine der in 1. angestellten
ganz analoge Uberlegung fiihrt jetzt auf Differentialgleichungen

(16) %= S % (i=1,273),
k=1

wo die o;; Konstanten sind. DaB auch umgekehrt die Losungen von (16)
sich in der Form (15) schreiben lassen, ergibt sich so: Unter den Inte-
‘gralkurven von (16) kommt stets mindestens eine reelle Gerade vor.
Man unterwirft die Gleichungen (16) einer projektiven Transformation,
die diese Integralgerade zur uneigentlichen Geraden macht. Dabei ent-
stehen wieder lineare homogene Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten. Da aber jetzt x3 = O eine Integralgerade ist, so hat die
letzte Differentialgleichung die Form

4
¥y = Ugg ¥3.
. . . . x
Geht man dann zu inhomogenen Koordinaten iiber, indem man &; = ;‘ »
3

£y = ;:—2 setzt, so erhilt man fir die &; Differentialgleichungen der

Form 8(14). Aus dem fiir diese schon gelidufigen Ergebnis folgt, daB
auch bei den (16) die Losungen die Form (15) haben. Da man eben-
so auch die x,; durch die x; ausdriicken kann, ist die Determinante von
Null verschieden. Man kann also sagen, daB man die Ldésungen von
(16) aus den Losungen von Differentialgleichungen (14) durch pro-
jektive Abbildung bekommt. Die Differentialgleichungen (14) kénnen
durch Parallelverschiebung nach S.9/10 homogen gemacht werden. Da-
her gehen die Losungen der Differentialgleichungen (16) durch projek-
tive Transformation aus den Ldsungen von Differentialgleichung

fl __ax +by

dx  cx + dy
hervor. Die Losungen solcher werden wir S. 74 in anderem Zusammen-
hang ausfiihrlich diskutieren.

Es sei eine niitzliche ﬁbung fiir den Leser, die hier skizzierten Ge-
dankenginge in allen Einzelheiten durchzufithren und auch den hier
stillschweigend unterdriickten, S.9/10 aber erwihnten Ausnahmefall
durchzuarbeiten.

Hier werde nur noch angemerkt, dal man in der Literatur den
inhomogen geschriebenen Differentialgleichungen (16) iiberfliissiger-
weise den Namen JacoBische Differentialgleichung zu geben pflegt,
weil man sich immer noch daran erinnert, da8 Jacosi, in praprojektiver
Zeit diese Differentialgleichung zuerst studiert hat. Setzt man
%1 )

x = —, y=‘A:

T
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so wird
dy _ #zaxh — #fxy (0¥ + ey + dgs) — ¥ (@g1 ¥ + oge¥ + ctag)
arx #g#y — xhxy (¥ + ¥ + oyg) = 7 (g & + aga¥ + i)

die Jacopische Differentialgleichung.

Die Losungen solcher Differentialgleichungen pflegt man nach
Kiein und Lie als W-Kurven zu bezeichnen®.

Wir beschlieBen damit unsere knappe Skizze der Lieschen Ge-
dankenginge, soweit sie fiir die Theorie der Differentialgleichungen
erster Ordhung in Betracht kommen. Wir verweisen den interessierten
Leser erneut auf die S. 27 erwihnte Literatur fiir weiteres Eindringen
in anmaloge Theorien bei Differentialgleichungen héherer Ordnung und
bei partiellen Differentialgleichungen.

IV. Kapitel.
Diskussion des Verlaufs der Integralkurven.

§ 1. Elementare Betrachtungen.

In diesem Kapitel soll rein qualitativ ein Uberblick iiber den Verlauf
derIntegralkurven gewonnen werden. Wir werden ihr Steigen und Fallen,
ihre Konvexitit und Konkavitit, ihre Wendepunkte und einige weitere
Dinge, die wir bald angeben werden, untersuchen. Zunichst soll in diesem
Paragraphen angedeutet werden, wie man oft schon durch ganz simple
Betrachtungen iiber die eben genannten Fragen AufschluB gewinnen’
kann. Wenn die Differentialgleichung f(x,y,¥") = 0 vorgelegt ist, so stellt
/(x,y,0) = 0im allgemeinen Kurven dar, welche die Teile des Geraden-
feldes, in welchen die Integralkurven bei wachsendem x steigen, von .
denjenigen trennen, wo sie fallen2. Differenziert man die Differential-
gleichung nach #, so erhilt man f, + f,*y’ + f,- -¥" = 0. Daher sind
die Wendepunkte der Integralkurven unter den Punkten (x,y) ent-
halten, fiir die bei passender Wahl von %' die beiden Gleichungen

a 2

gelten. Diese Punktmenge oder Kurve, wenn man so sagen will, trennt die
Teile des Richtungsfeldes, wo die Integralkurven konkav sind, von den-

1 Math. Ann. Bd. 4. 1871. .

2 Der Zusatz ,im allgemeinen deutet darauf hin, daB unter Umstinden
f(#, ¥,0) =0 keine Kurve ist, wie z. B. bei f = 9’ oder daB unter Umstinden
auch die Integralkurven iiberall steigen, wie z. B. fiif f= 4% — 5, wo also
f(#, ¥,0) = 0 nicht trennen kann. Sind aber Stellen beiderlei Art im Feld vor-
handen, so werden sie durch f(#, y,0) = 0 voneinander getrennt. .
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jenigen, wo sie konvex sind. Ohne weiteren Zusatz kénnen diese An-
gaben nur dann verwendet werden, wenn die Differentialgleichung
in der Form 3y’ =F (x, y) vorgelegt ist, und wenn dabei F (%, ) in einem
Bereich B samt seinen ersten Ableitungen als eindeutige und stetige
Funktion erkldrt ist. Dann wird F (x, y) = 0 der Ort derjenigen Punkte,
wo die Integralkurven der x-Achse parallel sind und

oF aF

T f 0

wird der Ort der Wendepunkte. Wir wollen an einem Beispiele die
Verwertung der Angaben niher kennenlernen.

Es sei ' =1 + xy vorgelegt. Der Ort horizontaler Tangenten ist
die Hyperbel 1 4+ xy = 0, wihrend die Wendepunkte auf der Kurve
dritter Ordnung x + y + 22y = 0 liegen!. Beide Kurven sind in Abb.7
punktiert  eingetragen. :

Schon diese wenigen Be- y
merkungen erlauben es,

zu erkennen, dafl die In- ; //
tegralkurven denin Abb.7 i
verzeichneten ungefahren /4
Verlauf haben miissen. L /
Man kaon durch Be- - g

trachtung der Isoklinen
der Genauigkeit der Zeich-
nung noch etwas zu Hilfe
kommen, z. B. beachten,
daB die Achsen stets un-
ter 45 Grad durchsetzt
werden. Aber nicht alle
Integralkurven kénnen die x-Achse treffen. Auch solche Kurven sind
in Abb. 7 zu sehen. Wenn man nimlich z. B. vom Punkte (+2,—2)
beginnend eine Integralkurve fiir wachsende x verfolgt, so fillt sie
standig, verfolgt man sie aber fiir abnehmende x, so steigt sie an, bis
sie die punktierte Hyperbel trifft. Hier ist sie der x-Achse parallel,
um dann bei weiter abnehmendem x wieder zu fallen.

1 Die Punkte dieser C, sind tatsachlich Wendepunkte der Integralkurven. Denn
fiir das 9"/ der Integralkurven findet man ¥ =2+ 3 xy 4 22 | 23y. Die
Kurve 2 4 8 #y - 22 4+ 2%y = 0 hat aber keinen eigentlichen Punkt mit der
C; gemein. Man kann noch hinzufiigen, daB jede Integralkurve, welche die .Cy
trifft, in diesem Schnittpunkt dieselbe auch durchsetzt. Denn in einem solchen
Schnittpunkt (7, ¥,) gilt fir die Richtung y} der Integralkurve: y; = 1 + #,%,,
wahrend sich die Richtung y, der Cg. aus 1+ 2 %%, + (1 4+ #§) ¥, = O ergibt.
Im Falle einer Berithrung beider im Punkte (%, y,) miiBte. y; = »} sein. Das
kann aber nur fiir y, = 0 moglich sein. Hier aber ist wegen der Gleichung der
C; auch xy = 0. In diesem Punkte (0, 0) aber ist ¥y =1, y; = — 1.
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§ 2. Singulire Punkte.

1. Allgemeine Bemerkungen. Wir haben S.27ff. bewiesen, daB
unter gewissen Voraussetzungen durch jeden Punkt eines Gebietes B
nur eine Losung der Differentialgleichung 3’ = f(x, y) geht. Die Voraus-
setzungen aber waren diese: f(x, y) soll in B eindeutig und stetig sein
und einer LipscHITZ-Bedingung

lf(x’%) '_‘f(x)y2) l —ﬁMbﬁ—'yzl
geniigen. Dabei ist M eine von x und dem Wertepaar y,, y, nicht ab-
hingende passende feste Zahl. Wir wollen uns nun die Frage vor-
legen, inwieweit die Bedingungen fiir die Giiltigkeit des Ergebnisses
auch notwendig sind. Zunidchst erinnern wir uns (vgl. S. 47), daB die
bloBe Stetigkeit von f(x,y) schon die Existenz der Ldsungen zur
Folge hat. Wenn nur f(x, y) eine stetige Funktion ist, so geht durch
jeden Punkt von B mindestens eine Losung hindurch. Aber ohne weitere
Voraussetzungen iiber f(x, ¥) kann man nicht nachweisen, daB durch
jeden Punkt nur eine Lésung geht. Tatsichlich kann man Differential-
gleichungen mit stetigem f(x, y) angeben, welche mehrere Losungen
durch ein und denselben Punkt schicken. Das gilt z. B. bei der Diffe-

rentialgleichung J—
y=+7V|yl-

Denn ihre Lt‘jsungeh sind neben y = 0 die Parabeln
y=%@E A (G x> — )t
y=—3%(x+ A2 (fir x < —h),
welche bei x = — A die x-Achse beriihren.

‘Aber erinnern wir uns an die Definition der Losung: Lsung heiBt
jede differenzierbare Funktion, welche der Differentialgleichung geniigt.
Daher sind auch solche Kurven als Ldsungen anzusprechen, welche
aus einem geradlinigen Stiick und einem Parabelbogen bestehen. Z. B.

y=20 fir x<a

y=1%(x—a)? fir x=>a (a>0).
Durch den Punkt % =0, y =0 geht auBer diesen Lésungen auch
die Losung y = 0 hindurch?.

Ein weiteres Beispiel 1st dieses: Die Lsungen sollen durch folgende
Kurven geliefert werden:

y=u, a0 fir y<L0
y=p2% 0<B<L1 fir 0y Lo
y==x24y, p=0 fir y>a.

! Fir # < — h ware »° nicht mehr positiv, so daB also nur diese Parabel-
bogen der Differentialgleichung geniigen.

? Auch anlaBlich der Betrachtung der Crarraurschen Differentialgleichung
ist bereits ein &hnliches Vorkommnis erwihnt worden.

(, B, ¥ Parameter
der Kurvenscharen)
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Daraus ergibt sich fiir das f(x, ¥) der Differentialgleichung
f(x,y)=0 fiir }’éo

¥ :
f(x,y)———z”’ #+0 fir 0y <L a?

0, =0
fx,y)=2x fir = %2,
Y=

Dies so fiir alle x, y erkldrte f(x, y) ist dirchweg stetig!. Gleichwohl
gthen durch den Koordinatenanfangspunkt unendlich viele Ldsungen,
nédmlich die zwischen y =0 und y = x2 gelegenen Parabeln y = gx2.

Man hat zeigen konnen, daB stets dann, wenn durch einen Punkt P,
wo f(x,y) stetig ist, mehrere Losungen gehen, dieselben zwischen
zwei duBersten Losungen liegen und einen von heiden bestimmten
Bereich in der Umgebung von P liickenlos ausfiillen2.

Eine hinreichende Bedingung dafiir, daB eine stetige Differential-
gleichung durch jeden Punkt nur eine Ldsung schickt, haben wir in
der LipscrITz-Bedingung erkannt. Oscoop? ist in der Frage nach hin-
reichenden Bedingungen fiir die Einzigkeit der Losungen zu folgendem
Ergebnis gekommen: ¢ () sei eine stetige Funktion, ¢ (0) =0, (%) >0

fir >0, lim du =00, 0<ée<t. Essei

e—»O ¢( )

lf(x: y1) — (%, yz)]-g‘]’(l%‘_yzl):

in dem der Betrachtung unterliegenden Bereich. Dann gibt es bei
gegebener Anfangsbedingung nur eine Lésung. Man kann also z. B.
mit @(u) = ulog # arbeiten. TAMARKINE® hat eine hinreicherrde Be-
dingung fiir die Existenz mehrerer Losungen hinzugefﬁgt. Es sei p (%)

stetig und monoton Wachsend »(0) =0 und f’# ) konvergent,

ferner
[F(x, y1) — (%, ¥3) 1_2_'/’(]}’1“3’21)

in der Umgebung von (%4, ¥,) . Dann gehen durch diesen Punkt mehrere
Lésungen#. -

1 Fiir (#, y) = (0, 0) folgt dies daraus, daB fiir alle (%, ¥) | f(x, ) | £ 2] »] ist.

2 Man vgl. W. F. Osgoop in den Monatsheften fiir Mathematik und Physik
Bd.9, S.331. 1898. Ferner H. KNESER in den Sitzgsber. preuB. Akad. Wiss.,
Physik.-math. K1. 1923, S. 171, wo ein analoger Satz ﬁir Systeme bew:esen wird.

* 3 Math. Zeitschr. Bd. 16, S. 207. 1903.

4 Wegen weiterer Literatur, auch becr. Ausdehnung auf Systeme vgl. den
zusammenfassenden Bericht von M. MtriL=f im Jahresbericht der Deutsch
Math. Ver. Bd. 37, S.331f. 1928.



72 1. 4. Diskussion des Verlaufs der Integralkurven.

Nun will ich weiter noch Differentialgleichungen betrachten; bei
welchen die Stetigheit des Richtungsfeldes in einzelnen Punkien unier-
brochen ist.

Eine Stelle, wo eine oder die andere Voraussetzung unseres Exi-
stenzsatzes von S. 27/28 nicht erfiillt ist, soll stets eine singulire Stelle
heiBen. '

2. Typische Fille. 1. Ich betrachte

dy ¥

dx
.und will den Verlauf der Losungen dieser Differentialgleichung in der
Nzahe des Koordinatenanfanges untersuchen. Da die Losungen die
Geraden y = ¢« sind, so zeigt sich, daB alle Integralkurven den Koor-
dinatenanfang passieren. Denn jede Integralkurve ist durch einen
ihrer Punkte (%,, ¥,) festgelegt. Die durch diesen Punkt gehende Inte-
gralkurve ist y = i—’:- x. Tatsichlich ist ja auch %‘ fir (x,y) =(0,0)
nicht stetig, und das ermdglicht es, daB durch diesen Punkt nicht eine,
sondern alle Losungen gehen. Aber nicht jede Unstetigkeit am Koor-
dinatenanfang hat diese Folge.

2. Wir brauchen nur die Gleichung
1) 2 2+ 1
zu betrachten, um dies einzusehen. Man findet niamlich y = c% als
Loésungen. Je nmach der Beschaffenheit von a zeigen diese aber ver-
schiedenes Verhalten. Den Fall @ =1 haben wir ja schon vorweg-
genommen. Ist a positiv, so erkennt man, dal nach wie vor alle Integral-
kurven durch den Koordinatenanfang gehen. Sie beriihren dort alle
die x-Achse, wenn 4 > 1 ist. Sie beriihren alle bis auf eine die y-Achse,
wenn ¢ <1 ist.

Wir sagen in all den bisher behandelten Fillen, es liege in (0, 0)
ein Knotenpunkt der Losungen vor.

Ein ganz anderes Bild bieten die Fille @ < 0 dar. Dann sind ndmlich

durch y = o ‘

hyperbelartige Kurven dargestellt, deren Asymptoten die x- und die

y-Achse sind. Die eine der beiden Geraden, nimlich y =0 gehort
auch zu den Losungen. Beide Geraden werden Lésungen, wenn man statt
der Gleichung (1) das System % =%, % = ay betrachtet. Es hat
abgesehen von x = 0 die gleichen Losungen wie (1). Wir sagen in diesem
Falle, es liege ein Sattelpunkt vor, weil die Intcgralkurven #hnlich
aussehen wie die Hohenlinien in der Nihe eines Gebirgssattels.

In allen diesen Fillen gibt es also Integralkurven durch den Koordi-
natenanfang, also durch den singuldren Punk: der Differentialgleichung.
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Darunter waren immer — wenn wir an den Systemfall denken — min-
destens zwei Geraden. Nur eine Gerade kommt unter den Integral-
kurven von
y_ %+
3.y =—

vor, Die Integralkurven sind nimlich

y==x(c +log|x|) -

und darunter kommt nur die Gerade x =0 vor. Alle Integralkurven
gehen durch den Koordinatenanfang, weil fiir #— 0 auch y — O strebt.
Wir haben also noch einen Knotenfall.

Nun werden wir endlich noch Fille kennenlernen, wo keine Integra.l-
kurven durch den singuliren Punkt gehen.

4. So sind z. B. die Integralkurven von

dy x

iz v
die Kreise

x4 yt=c.

Wenn, wie in diesem Beispiel die Integralkurven sich geschlossen
um den smgu]ﬁ.ren Punkt herumlegen, spricht man von einem Wirbel-
punkt.

5. Endlich betrachte ich noch die Differentialgleichung der logarith-~
mischen Spiralen

dy x + ay
ix Gz —%"
Zur Integration dieser Gleichung fithrt man am besten Polar-
koordinaten durch
X =7CoS @
y=r7sing
ein. Dann wird die Gleichung

dr__ra
dap =~ 7"

Also sind wirklich die logarithmischen Spiralen
' ¥ =cCce*?
die Losungen. Diese durchsetzen bekanntlich alle Strahlen durch den
Ursprung unter einem festen Winkel, dessen Tangens % ist. DaB dies

der Fall ist, kann man ja auch direkt aus der Differentialgleichung
ablesen. Setzt man nimlich

-i~=tga.‘
und

=1tge,
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so kann man ja die Differentialgleichung so schreiben
y =tg{e+ ¢).

Jedesmal dann, wenn, wie in diesem Beispiel die Integralkurven
sich asymptotisch um den singuliren Punkt herum winden, spricht man
von einem Strudelpunkt.

Die hier untersuchten Beispiele sind nun zunichst typisch fiir die
homogene Differentialgleichung

dy _ Cx+Dy

. dx Ax 4+ By’
wie wir im nichsten Paragraphen sehen werden. Sie sind aber auch
typisch fiir eine ausgedehnte weitere Klasse von Differentialgleichungen

(5 6).
§ 8. Di homogene Differentialgleichung y . =07

Ich setze voraus, dafl in dieser Differentialgleichung AD — BC =0
ist. Denn sonst sind auf der rechten Seite Zihler und Nenner proportio-
nal, so daB sich die Gleichung auf ¥’ = const bzw. im Systemfall auch
auf & =0 reduziert. '

Die an den Beispielen des §2 und schon frither gesammelten Er-
fahrungen lassen es zweckmiBig erscheinen, statt

Cx 4+ Dy
@) ’ Ax 4 By
das System i
!
2

ay
i il Cx + Dy

zu untersuchen. Jede Losung von (1) gibt zu einer Ldsung von (2)
AnlaB und umgekehrt fiithrt jede Losung von (2) zu einer Lésung von

(1), es sei denn, daB fir dieselbe %+ = 0 ist, d.h. daB es sich um eine

Parallele zur y-Achse handelt. Man kann also auch sagen, daB der Uber-
gang von (1) zu (2) eine Erweiterung des Begriffs ,,.Lésung von (1)“
bedeutet.

Ich will zundchst zusehen, welche Vereinfachungen das System (2)
durch eine lineare Koordinatentransformation erfahren kann. Ich fiihre
durch?

3) E=ax+ By

n=yx+9dy
(x, B. 7,9 sind Konstanten, fiir die «ad — By == 0 ist)
1 Ein Leser, der den Matrizenkalkiil beherrscht, wird die folgenden Betrach-

tungen knapper fassen kdnnen. Vgl. z. B. L. BIEBERBACH: Analytische Geo-
metrie. S.79. Leipzig: B. G. TEUBNER 1930.
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die neuen Veridnderlichen &, 7 ein. Ich erhalte
& dx dy dg __ d=x dy
=% +B85;, =757 to5;-
Ich will versuchen, durch passende Wahl der «, 8, y, 6 das System auf
die Gestalt
ag dn
4) 7 = 4é 57 = Al (44, 4, konstant)

zu bringen. Das fiihrt dazu, daB fiir alle x, y die beiden Gleichungen
z(@d + BC) + y(«B + D) = I (xx + BYy)
(A +6C)+yy B+ 0D)=A(yx+3y)
gelten. Daher muB8 sein:
a(d —A) +BC=0 g VA —h)+6C=0
aB +BD —4)=0 y B + (D —2A)6=0.
Das sind zwei Paar linearer Gleichungen mit je zwei Unbekannten

a, B bzw. ¢, 8. Sollen dieselben nichttriviale Losungen besitzen, so
miissen A; und A, die beidenr Wurzeln der quadratischen Gleichung

6)

. 4—2 ¢ |_,
( . B D—1|
oder A—J(A+D)y+AD -BC=0

sein. Man nennt sie die charakieristische Gleichung des Systems (2).
Wenn diese Gleichung zwei voneinander verschiedene Wurzein besitzt,

so gehéren dazu vermoge der zwei Paar linearer Gleichungen (5) vier
Zahlen a, 8,%, 8, deren Determinante ad — fy von Null verschieden
ist. Anderenfalls wire das dem einen Gleichungspaar (5) geniigende
Zahlenpaar o, § dem Zahlenpaar y, 6 proportional, das dem anderen
Gleichungspaar (5) geniigt. Da es sich um homogene Gleichungen
handelt, so darf man y =« und 6 = nehmen. Dann wiirden aber
die beiden oberen Gleichungen (5) zur Folge haben, daB «d; = o, ist.
Wegen A, &= A, wire also « = 0. Aus demselben Grund wire § =0.
‘Wir hitten es also doch mit den trivialen Lésungen der Gleichungen (5)
zu tun. Es ist also «d — fy == 0. Daher ist durch (3) eine lineare Sub-
stitution erklirt, welche das System (2) auf die Form (4) bringt. Da
AD — BC = 0 angenommen wurde und da nach (6) AD — BC = A4,
ist, so kann keines der beiden A verschwinden. Sind insbesondere 4,
und A, reell, so sind sofort einige der im vorigen Paragraphen besproche-
nen Fille wieder zu erkennen. Wenn aber die A, und A, konjugiert
. komplex sind, so bleibt erst noch zu untersuchen, welcher der im vorigen
Paragraphen besprochenen Fille sich unter dieser komplexen Form
verbirgt. Um das zu erkennen, mache ich in (4) die neue Substitution

E=rev, n=rei®
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So erhilt man das Systeim

r'=-r(z"i)1) (p’::lz;izz.
Die Integralkurven sind also
A, —
r=cexp(ithy), g hrRe o),
d. h. i,
Ay A+
(8) 1=cexpkzj_llj—}; ).

Dabei sind ¢,, ¢,, ¢ Konstanten und exp (x) bedeutet .
Die Integralkurven werden also Spiralen, es sei denn, daB

A+ A;=0

ist. Dann sind es geschlossene Kurven (Ellipsen, da die x, y mit den
&, n durch eine affine Transformation verbunden sind). Es liegt also
ein Strudelpunkt oder ein Wirbelpunkt vor.

Nun bleibt noch der Fall zu behandeln, wo die quadratische Glei-
chung (6) zwes.zusammenfallende Wurzeln hat.

Ich betrachte erst den Fall, daB die Gleichungen (5) identisch
erfiillt sind. Dann kann man a« =1, § =0, y =0, § =1 nehmen.
Die Substitution ist also £ = x, y = %. Daher hat jetzt das System (2)
von vornherein die Gestalt:

dx

i
mit lauter geradlinigen Integralkurven. Sind aber die Gleichungen (5)
nicht identisch erfiillt, so wollen wir die Koeffizienten o, 8 aus (5)
bestimmen, die y, § aber zunichst noch beliebig annehmen, aber so,
daB ad — By == 0 ist. Dadurch wird dann (2) auf die Form

iy
=ﬂ-1x, E—;=Aly

(©) —ne =reydn

gebracht.

Hier ist aber A = 4,. Dies folgt daraus, daf die charakteristischen
Gleichungen fiir das wrspriingliche System (2) und das transformierte (9)
tibereinstimmen. Geht namlich durch irgendeine Transformation (3) das
System (2) in

(10) 2 — 48+ By
d
5 =1é+4n
iiber, und ist -
r=a'é+f'n

y=y'&+dn
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die zu (2) inverse Transformation, so wird (im Sinne des Matrizen-

kalkiils
CARIMAlEAlA

A—i B «f A—A B «f|
I' 4—3% 986 C D—i y

wie man sofort nachpriift. Die charakteristische Gleichung des trans-
formierten Systems hat also dieselben Wurzeln wie die charakteristische
Gleichung von (2). Daher ist in (9) auch 4 = 4,. In dem so erhaltenen
System

und also)

a d
ﬁ‘—":}blf; %:Ff-—i—ﬂqﬂ

mache man im Falle I" 4= 0 nun weiter die Substitution I'¢ =4,§,.
Dann geht es in

e, D=nE+n

iiber, und dies haben wir schon im vorigen Paragraphen untersucht.

Von Koordinatentransformationen abgesehen, sind also die im
vorigen Paragraphen studierten Fille die einzigen,. welche bei den
in der Uberschrift dieses Paragraphen genannten Differentialgleichungen
vorkommen.

Ich merke noch die rechnerischen Ergebnisse der Uberlegungen
an. Unsere Differentialgleichungen (2) zerfallen zunichst mit Riicksicht
auf die Gleichung (6) in drei Klassen:

Klasse I: (A—D)?*44BC>0
. II: A —D)*+4BC <0
., III: (A—D)?*+4BC=0.
Bei Klasse I sind alle Integrale in
(7% + 8y)~4 (xx + By)* = const
enthalten. 4; und 4, sind die beiden Wurzeln der Gleichung (6). «, 8, ¥, 8
koénnen aus (5) berechnet werden. Wenn dann 4, und A, gleiches Vor-
zeichen haben, d.h. wenn
AD —BC>0
ist, so haben wir einen Knotenpunkt. Wenn aber 4, und 4, verschiedene
Vorzeichen haben, wenn also
AD—BC<O0

ist, so liegt ein Sattelpunkt vor.
Bei Klasse II kann gleichfalls das allgemeine Integral auf die Form

(yx + 6y)~h (xx + By)*» = const
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gebracht werden. Das ist keine reelle Schreibweise. Die Betrachtungen
von S.'75 und von S. 76 lehren aber, wie dieselbe zu erhalten ist. Man
findet beim Ubergang zu Polarkoordinaten von £, 7 aus nach (8)

Ay+Ag ax+ Ly
=% 8 ztsy

(xx+By) (yx + dy) =ce
Es liegt im allgemeinen ein Strudelpunkt und ausnahmsweise ein
Wirbelpunkt vor. Insbesondere arten die Spiralen in Ellipsen aus,
wenn 4, + 4, =0 ist. Thre Gleichung wird

lex 4+ By[2=c.

Setzt man

o =0y + 1y

B=Pp+ 1P
so wird ihre Gleichung

(% + b1y + (ap % + Boy)? = c.
Bei der Klasse III liegt wieder ein Knotenpunkt mit einer einzigen

Geraden ‘

wx+ fy=0
vor, deren Koeffizienten o, # sich aus (2) bestimmen.

§ 4. Allgemeine Sitze iiber den Verlauf der Integralkurven
im reellen Gebiet.

1. Vektorfeld. Die bloBe Anwendung der Sitze iiber die stetige
Abhingigkeit der Integralkurven von den Anfangsbedingungen laBt
weitgehende Schliisse iiber den Verlauf der Integralkurven einer Diffe-
rentialgleichung
(1) dy — Q9

dx P (x,9)
in einem Gebiete B zu, wo Zihler und Nenner als eindeutige und
stetige mit stetigen ersten Ableitungen nach x und y versehene Funk-
tionen erklirt sind. | P(x, ») | und | Q(x, ») | mégen in B unter einer
Schranke M bleiben. Es erweist sich fiir die Betrachtung als zweck-
miBig, die Integralkurven auf einen Parameter ¢ zu beziehen und also
die Differentialgleichungen in der Form

@ G=Pwy F=0y

anzunehmen. Durch diese Einfiihrung wird das durch (1) definierte
Feld von Linienelementen durch ein Feld von Vektoren (gerichteten
Geraden) ersetzt. Denn durch (2) wird nicht nur die Tangente der
Integralkurve im Punkte (x, y) gegeben, sondern au