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Vorwort zur dritten Auflage.

Mein Ziel war auch bei der dritten Auflage, ein modernes Buch iiber
Differentialgleichungen zu schreiben, ein Werk also, das neben den un-
erlaBlichen Elementen die Dinge bevorzugt, denen man heutzutage in
erster Linie Geschmack abgewinnen diirfte.

Fiir die neue Auflage habe ich es mir besonders angelegen sein lassen,
Druckfehler und sonstige Unstimmigkeiten zu beseitigen, die leider der
zweiten Auflage noch anhafteten. Uberall, wo mir das Wiederlesen des
eigenen Buches, 3 Jahre nach dem Erscheinen der zweiten Auflage, den
Eindruck erweckte, dafBl die Darstellung noch nicht zur restlosen Klar-
heit gediehen sei, habe ich getrachtet, bessernd die Hand anzulegen.

In manchem Betracht hat es die fortschreitende Wissenschaft er-
laubt, andere Wege der Darstellung zu gehen. So habe ich die Rand-
wertprobleme bei gewdhnlichen Differentialgleichungen im Gefolge
einer hochst verdienstvollen Arbeit des Herrn PRUFER neu dargestellt.
Auch einiges habe ich neu aufgenommen, so z. B. einen Abri8 der Lik-
schen Theorie, den PoiNcarREschen Wiederkehrsatz, die asymptotische
Integration. An anderen Stellen habe ich wenigstens durch Verwei-
sungen auf neuste Literatur den Leser in Beziehung zu dem Wachstum
der Wissenschaft zu setzen gesucht. Denn nicht jeder auch erhebliche
Fortschritt 148t gleich eine Darstellung im Rahmen eines voraus-
setzungslosen und dazu noch umfangbeschrinkten Lehrbuchs zu.

Mochte das Wohlwollen, das der Verfasser sich bemiihte, seinen
Lesern zu bezeugen, einen freundlichen Widerhall finden.

Berlin, Mirz 1930.
L. BIEBERBACH.
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Einleitung.
Unter einer gewdéhnlichen Differentialgleichung versteht man eine

Beziehung
dy d*y ary\
oy G5 T oo gw) =0

zwischen einer Funktion y (x) einer Variablen #x, einer Anzahl von Ab-
leitungen dieser Funktion und der Verdnderlichen x. Wenn Ableitungen
bis zur n-ten Ordnung einschlieflich vorkommen, so spricht man von
einer Differentialgleichung n-ter Orvdnung. So ist z. B.

eine Differentialgleichung erster Ordnung.
ary dy
et 2, Ty=0

dagegen ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung. Die Benennung
Ordnung bezieht sich auf die Hochstordnung der vorkommenden Ab-
leitungen und ist nicht mit dem fiir einige Differentialgleichungen zu
erklarenden Begriff des Grades zu verwechseln. Wir werden z. B.

% —%—y=0
oder

ay 2,
iz t#®y=0
linear oder vom ersten Grad nennen, weil links lineare Funktionen

von y' = %’ und y stehen. Das Adjektiv gewohnlich bezieht sich darauf,

daB es sich um Funktionen v (x) einer Variablen x handelt. Es setzt
diese Differentialgleichungen in Gegensatz zu den partiellen, bei wel-
chen es sich um Funktionen von zwei oder mehr Variablen handelt.
So ist z. B.

dz | 0z
ox Tay = ¢
eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung.
Es kann auch vorkommen, daB ein System von mehreren Dif-
ferentialgleichungen fiir mehrere Funktionen oder auch fiir eine Funk-
tion einer oder mehrerer Variablen vorgelegt ist. Immer aber ist die

BiesERrBAcH, Differentialgleichungen. 3. Aufl. 1
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Aufgabe der Theorie darin zu sehen, die Eigenschaften derjenigen
Funktionen zu ermitteln, welche einer vorgelegten Differentialgleichung
oder einem System von Differentialgleichungen gendigen. Am ndchsten
liegt es, einen expliziten Ausdruck fiir diese Funktionen zu suchen. Schwie-
riger 1ist es, herauszubekommen, wie der funktionentheoretische Cha-
rakter, also z. B. der Verlauf des Kurvenbildes der l5senden Funktionen,
von den Eigenschafien der Differentialgleichung abhingt und aus den-
selben bestimmt werden kann. Es erhebt sich die Frage, wie unter meh-
reven Losungen eine mit gegebenen Eigenschaften zu finden ist, es handelt
sich darum, den wumerischen Verlauf einer als vorhanden erkannten
Lésung zu finden, und viele dhnliche Aufgaben werden der Theorie
vom mathematischen Griibelgeist, vom Interesse des physikalischen,
chemischen, astronomischen oder technischen Praktikers gestellt. Allen
diesen allerverschiedensten Aufgaben mup eine Theorie der Differential-
gleichungen Rechnung tragen. Sie hat die Aufgaben zu Elassifizieren
und die Mittel 2u ihrer Bewiltigung bereitzustellen, so daf jeder Spezial-
fall dawn nur noch eine mehr oder weniger grofe Einzelarbeit verlangt.

Unsere nichste Aufgabe wird es sein, die einfachsten Differential-
gleichungen erster Ordnung zu untersuchen. Sie sollen von der Form

ay
8) 27 —f(x.)
sein. Dabei sei f (%, y) in einem gewissen Bereich der x-y-Ebene als
eindeutige und stetige Funktion gegebenl.
Unter einer Lisung oder einem Integral einer Differentialgleichung
verstehen wir irgendeine der

4 Differentialgleichung  genii-
-4 — gende, also differenzierbare
e Y Funktion. Thr geometrisches

/ S Bild heilBt Infegralkurve.
/ T \ Wir wollen uns an Hand
/ / / 4+ N\ \ \ einer geometrischen Deutung
L |/ \I L zunichst eine ungefihre Vor-
1 11 T Tz stellungiiber die zu erwarten-
\ \ N LS /] / den Ergebnisse verschaffen.
\ ~ /s Das geometrische Bildeiner
NT / / gewohnlichen Differentialglei-
N\ ~+ 7 - chung erster Ordnung (1) ist
~ — __‘__ - ein Tangentenfeld. Die Diffe-
rentialgleichung erlaubt es
Abb. 1. niamlich, in jedem Punkt des

1 Wegen der Begriffe ,,Bereich* und ,,stetige Funktion von zwei Variablen**
vgl. man z. B. meinen Leitfaden der Differentialrechnung, 3. Aufl,, auf S.115
und auf S.116.
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Definitionsbereiches von f(x, y) die Ableitung der gesuchten Funktion
und damit die Tangente der gesuchten Kurve zu bestimmen. Wir
konnen uns dieselbe in jedem Punkt durch ein Geradenstiick mar-
kiert denken!. Abb.1 veranschaulicht das Tangentenfeld der Differential-
gleichung
ay x

2 iz 3

Man kann natiirlich nicht in jedem Punkt, aber doch in einigen,
die Richtung markieren und so schon eine gewisse Vorstellung iiber
den Verlauf der Ldsungen erlangen. Man kann dazu in irgendeinem
Punkt des Bereiches beginnen und von da ein Stiick Weges der dort
vorgeschriebenen Tangente entlang bis zu einem Nachbarpunkt gehen.
Man wird dort wieder der dort
vorgeschriebenen Tangente fol- ¥
gen? bis zu einem Nachbar-
punkt, dort wieder zu der ver-

dnderten neu vorgeschriebenen e

Tangente iibergehen usw. So /

bekommt man etwa das Bild

der Abb. 2. Man wird so durch

jeden Punkt des Bereiches vor- Abb. 2. z

aussichtlich eine Kurve finden.

Gegen diese Uberlegung kann man einwenden, dafl man ja eigentlich
schon sofort nach dem Verlassen des ersten Punktes die Tangente
indern miiBte, nicht erst nach einer Weile, wenn anders die gefundene
Kurve siberall die vorgeschriebenen Tangenten besitzen soll. Doch kann
man sich mit der — spater durch einen biindigen Schlul zu bestitigen-
den — Vorstellung trosten, daB man sicher eine gewisse Anndherung
an die wirkliche Losungskurve erhalten wird, wenn man nur nie zu
lange ein und dieselbe Richtung einh#lt. Eine gewisse Stiitze kann ja
auch diese Hoffnung schon vorliufig in einer Reminiszenz aus der
Integralrechnung finden. Betrachten wir nimlich die Differential-

gleichung
ay
dx - f (x) ’

so haben wir es gerade mit der Grundaufgabe der Integralrechnung
zu tun, und wir wissen, daB dort tatsichlich die Niherungskurven bei

1 Den Inbegriff eines Punktes und eines durch ihn gehenden Geradenstiickes,
also analytisch das Zahlentripel (x, v, ¥") nennen wir Linienelement.

2 Es konnte zweifelhaft sein, in welcher der beiden moglichen Richtungen
man die Tangente im neuen Punkt zu verfolgen hat. Indessen ist es doch Kklar,
da man so vorgehen wird, daB die eingeschlagenen Richtungen sich halbwegs
stetig aneinanderreihen. Nimmt man auf diese Vorschrift Riicksicht, so kann
man bei geniigend kleinen Schritten nie im Zweifel sein, wie man weitergehen wird.

1*
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fortgesetzter Verfeinerung des Verfahrens gegen das Integral konver-
gieren. Die einzelnen Naherungen sind ja weiter nichts, als die geo-
metrischen Bilder der N#herungssummen, welche man bei der De-
finition des bestimmten Integrales zu benutzen pilegt. Ersetzt man
ndmlich die Kurve des Integranden durch ein Treppenpolygon und
zeichnet die Integralkurve dieses Treppenpolygons, so hilt diese ge-
rade in den einzelnen Teilintervallen je eine feste Richtung ein. Diese
bei der ,,graphischen Integration benutzten Kurven sind es, die als
einfacher Spezialfall dessen auftreten, was wir auch bei den Differential-
gleichungen antreffen. (Vgl. z. B. meinen Leitfaden der Integralrech-
nung, 3. Aufl. S. 50/52.) ;

Wir wollen aus unserer Uberlegung die Vermutumg entnehmen,
dafs durch jeden Punkt unseves Bereiches gemau eine Integralkurve der
Differentialgleichung gehen muf, oder analytisch ausgedriicki, daB es
genaw eine der Differentialgleichung gendigende differenzierbarve Funktion
y (%) gibt, die fiir x = x, den gegebenen Wert y = v, anwimmt, voraus-
gesetzt, daf der Punkt mit den Koordinaten x,, v, dem gegebemen Be-
reiche angehort, in welchem f (x, y) gewisse noch niher anzugebende Eigen-
schaften besitzt.

Wir wenden uns nun dazu, in einigen Fillen auf einem ersten pri-
mitiven Wege die Losungen einer vorgelegten Differentialgleichung
wirklich alle anzugeben. Wir werden dann stets das eben Gefundene
bestitigt finden, wie denn auch fiir

y=[F@dE+ 9

diejenige Losung gegeben ist, welche bei x = x, den Wert y = y, be-
sitzt.

Man kann sich-auch in dem vorhin gewihlten Beispiel der Dif-
ferentialgleichung (2), losgelost von jeder allgemeinen Methode?, leicht
davon iiberzeugen, daBl unsere Vermutung zutrifft. Denn da die Inte-

gralkurve den Punkt (%, y) mit der Steigung — —;f— passiert, muf ihre

Tangente nach den Regeln der analytischen Geometrie auf der Ver-
bindungsgeraden dieses Punktes mit dem Koordinatenursprung? senk-
recht stehen. Da sie also in jedem ihrer Punkte den auch durch diesen
Punkt gehenden im Koordinatenursprung zentrierten Kreis beriihrt,

1 Wir werden bald eine solche auf diese Differentialgleichung anwendbare
Methode kennen lernen.

2 Thre Steigung ist ; , so da8 das Produkt der beiden Steigungen tatsach-
lich — 1 ist.
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so sind die Kreise Kurven, welche iiberall die verlangte Tangente be-
sitzen. Durch
® 2yt =t
miissen also Losungskurven dargestellt sein. Man rechnet nach, daf3
die aus der Gleichung
x2 + yz = #2
gewonnenen Funktionen tatsichlich der Differentialgleichung (2) ge-
niigen. Denn differenziert man diese Gleichung nach #, so hat man
x+yy=0.
Also ist wirklich die Differentialgleichung (2) von S. 8 durch die Kreise
(3) erfiillt. DaB unsere Niherungskonstruktion eine gewisse Annihe-

rung an die Kreise liefert, wird man nach Abb.1 nicht verkennen.
In Abb. 1 sind ja die Kreise recht deutlich zu sehen.



Erster Abschnitt.

Gewdhnliche Differentialgleichungen
erster Ordnung.

1. Kapitel.
Elementare Integrationsmethoden.

§ 1. Die Trennung der Variablen.

1. Ein Beispiel. Wir wollen die Methode der Trennung der Varia-
blen zunichst an der Differentialgleichung

(1 20

darlegen. Die Methode geht von der — vorerst unbewiesenen — An-
nahme aus, daB diese Gleichung Lsungen besitzt. Denkt man sich
dann fiir y eine der Lésungen der Gleichung eingesetzt, so mufl die
Gleichung
ay
=%
identisch in x gelten. Namentlich muB8 das Integral der linken Seite
dem der rechten gleich sein. Das liefert

%3 — x*

(2) [y @ 5Fae =23

Das Integral linker Hand wird durch die Substitutionsmethode be-
rechnet, indem man durch n = y (§) als neue Integrationsvariable die
Losung selbst einfilhrt. Setzt man y (%) = ¥,, so findet man

y2— 9y} _ #f— "

2 - 2
Set2t man dann 2% + y3 = 7%, so hat man in
22 g2 =2

eine algebraische Gleichung, welcher die gesuchte Lésung geniigen muB.
Umgekehrt sieht man auch leicht, daB jede dieser Gleichung geniigende
Funktion y (x) eine Losung der Differentialgleichung ist. Damit ist
dann der anfinglich noch ausstehende Beweis fiir die Existenz von
Losungen nachtriglich erbracht. Da es genau einen Kreis um den
Koordinatenursprung durch den Punkt x,, vy, gibt, so haben wir damit
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genau eine Losung der Differentialgleichung (1) gefunden, die fiir
% = %, den Wert y =y, annimmt. Da fiir y =0 die Differential-
gleichung (1) sinnlos wird, so tragen unsere Losungen sogar weiter,
als zunichst zu erwarten war. Auf S. 34 wird diesem Umstand weitere
Beachtung geschenkt werden.

Die Verwendung der Substitutionsmethode bei der Berechnung des
Integrales (1) setzt weiter voraus, daB auf der betrachteten Integral-

a . . . .
kurve ig' sein Vorzeichen nicht wechselt, daB3 man sich also auf dasInnere

eines durch die Koordinatenachsen bestimmten Quadranten beschrinkt.

Trotzdem haben wir in den Kreisen auch Lgsungskurven durch
die Punkte der y-Achse gefunden. Es gibt also auch eine Losung, die
fiir x =0 einen gegebenen Wert y, annimmt.

Bemerkung: Alle in diesem Kapitel zu besprechenden Methoden gehen
von der Annahme aus, daf Losungen existieren, und jedesmal kann dieser Be-
weis dadurch nachgetragen werden, da8 man hinterher verifiziert, da8 die ge-
fundene Losung tatsachlich der Differentialgleichung geniigt. Wir wollen aber
diese eintdnigen Verifikationen in der Folge weder durchfithren noch erwahnen,
zumal wir auch im folgenden Kapitel einen allgemeingiiltigen Beweis fiir die
Existenz der Losungen kennen lernen werden.

Eine Differentialgleichung gilt stets dann als gelost oder, wie man
auch sagt, als infegriert, wenn es gelungen ist, eine Losungskurve durch
einen beliebig gewidhlten Punkt des zugrunde gelegten Bereiches zu
finden. Das ist in unserem Beispiel der Fall. Verlangt man nimlich
einen Kreis durch den Punkt (%, y,) der oberen oder der unteren Halb-
ebene, so muB man nur 72 = 22 4 32 setzen.

2. Die Methode. Die eben dargelegte Methode bleibt stets anwend-

bar, wenn die vorgelegte Differentialgleichung die Form
dy _ (%)

(3 = 9
besitzt. Dabei moge f (x) im Intervall ¢ < x < b, ¢ (y) dagegen im
Intervall « < y =< B stetig erklart sein. ¢ (y) soll daselbst iiberdies von
Null verschieden sein'. Der Bereich, in dem wir die Differential-
gleichung studieren, ist dann das Rechteck a £ 2 <b, a Sy < 8.
Man kann die Gleichung so schreiben:

PO =1,

Denkt man sich wieder fiir y irgendeine bestimmte Losung eingesetzt,
so kann man wie oben integrieren, und findet

Y @
waun=jﬂaﬁ

* Das sind Einschrankungen, die wieder die Verwendung der Substitutions-
methode gewihrleisten werden.
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als eine Gleichung fiir diejenige Losung y (x), welche fiir x = x, den
Wert y, annimmt?. Wenn die Funktionen f (x) und ¢ (y) nicht zu kom-
pliziert sind, wird man nun mit der weiteren Untersuchung der Lésung
keine Schwierigkeiten mehr haben. In komplizierteren Féllen kann es
aber geschehen, daf3 mit diesen einfachen Schritten erst die geringste
Arbeit geleistet ist.

3. Substitutionen, die zur Trennung fithren. Hiufig tritt der Fall
ein, daB erst nach Einfilhrung einer neuen unbekannten Funktion oder
nach Einfiilhrung einer neuen unabhingigen Variablen der eben ein-
geschlagene Weg gangbar wird. So hat z. B.

d
@ =ty
nicht die bisher zugrunde gelegte Form (3). Wihlt man aber
v=%-+9y
als neue unbekannte Funktion, so wird die Differentialgleichung
Z—Z- =v+1.
Nun konnen die Variablen getrennt werden, solange nicht v = — 1
wird. Man findet dann
v4+1 ] -
log 1 !—_x %o
oder
= —1+ (vp+ 1) e~ %,
Also wird
(5) y=—%—14 (1 + % + yo) e*~ *.

Dabei ist noch v, = x5 + v, gesetzt. Tatsichlich stellt diese Glei-
chung eine Funktion dar, die fiir x = x, den Wert y, annimmt und die
der Differentialgleichung geniigt. Fiir sie wird nirgends y + % = — 1,
es sei denn, daB %, 4 y, = — 1 vorgegeben wird. Dann ist aber die
Losung y = — x — 1 selbst, die also doch auch in (5) enthalten ist.

Durch die gleiche Substitution werden bei allen Differentialglei-

chungen von der Form
d

Y
Tz =&+
die Variablen getrennt.
Ahnlich behandelt man 3y’ = f (xx + By).

4. Homogene Differentialgleichungen. Es gibt eine weitere ziemlich
umfassende wichtige Klasse von Differentialgleichungen, in welchen

! Der Leser verifiziere, daf jede durch diese Gleichung definierte Funktion
der Differentialgleichung (3) geniigt und daB es wegen @ (¥,) = 0 nach dem Satz
iiber implizite Funktionen solche Lésungen gibt.
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sich durch eine einfache Substitution die Variablen trennen lassen.
Ich meine die Differentialgleichungen der Form

ay

=2
(6) Z=1Z)
Man pflegt Differentialgleichungen der Form (6} oft auch homogen zu
nennen. Hier hilft die Substitution

V==

x

3

durch die v als neue unbekannte Funktion eingefiithrt wird. Die Diffe-
rentialgleichung wird dann

%+ v=7Ff(v)

oder

o = f(v)x—- v
Die Variablen sind also getrennt. Will man aber hier die Methode
von 5.6 verwenden, so mufl man neben x =0 auch f(») —v 0
voraussetzen. Dadurch wird aber nicht nur das Intervall eingeschriankt,
in dem die Bestimmung der Losung mit Hilfe des Verfahrens gelingt,

sondern es gehen auch gewisse Losungen der Differentialgleichung
Z—z = f(%) verloren. Wenn nédmlich die Zahl o der Gleichung f(x) — «
= 0 geniigt, so ist y = ax eine Lésung der Gleichung (6).

Dieses Vorkommnis enthilt einen Hinweis darauf, daB es wiinschens-
wert sein kann, den Begriff der Lésung weiter zu fassen, als dies bis-
her geschehen ist, nimlich so, daB durch Transformationen, wie die
eben benutzte, keine Ldsungen verlorengehen. Wie das zu bewerk-

stelligen ist, wird spéter klar werden.

5. Substitutionen, die auf homogene Differentialgleichungen fithren.,
In anderen Fillen fiihren andere Substitutionen auf homogene Differen-
tialgleichungen. Fiihrt man z. B. in

d
(#—3%) +2xy52 =0
v = ¥? ein, so erhilt man die homogene Gleichung
14 av
Auf homogene Differentialgleichungen lassen sich im allgemeinen
auch die folgenden zuriickfiihren:

) dy _Ax+By+4C
dx ax+bydc °

Falls namlich C = 0 und ¢ = 0 ist, so ist die Gleichung bereits homogen.
Durch eine passende Transformation kann man aber diese Gestalt oft
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herstellen. Der Gedanke ist der: Man betrachte die beiden Geraden
Ax +By+C=0, ax+by+c=0.

Man bringe durch eine passende Verschiebung des Koordinatensystems,
also durch eine Substitution der Form:
8 x=u-+h, y=v-+k
den Schnittpunkt der beiden Geraden in den Koordinatenanfang. Das
geht immer, wenn A5 — Ba == 0 ist, d. h. wenn die beiden Geraden
nicht parallel sind. Dies werde also zunichst angenommen.

Durch die Substitution (8) wird sowohl eine neue unabhingige

Variable wie eine neue unbekannte Funktion eingefiihrt. Man findet
leicht, daB d
v __dy
du  dx
ist. Die Substitution (8) liefert zunichst
dv __Au+ Bv4 (Adh4 Bk} C)
du au++bv 4 (ak 4 bk 4 c)
Nun bestimme man % und % aus den beiden Gleichungen
Ah+Bk+4+C=0, ah +bk4+c=0.

Diese sind lésbar, weil Ab — Ba == 0 sein soll. Die transformierte
Gleichung ist dann homogen.

Wenn aber Ab — Ba =0 ist, so kann man die Gleichung nicht
auf eine homogene Gleichung zuriickfithren, aber man kann fiir b 4= 0
die Differentialgleichung so schreiben:

B B
d_y_—b—(ax+by+c)+6—{

dx ax+by+o¢
Dann filhre man durch

v=ax+by+c
eine neue unbekannte Funktion v ein. Die Gleichung wird dann

B Be
L (@ _3ete—%
de_a)— v
oder dv _ (B +a)v+ Cb— Bb
ax v :

Hier sind die Variablen getrennt. Dabei ist angenommen, dal & 4 0
sel. Der Fall b = 0 erledigt sich ja von selbst, weil dann auch B =0
oder a =0 sein muB, wenn nicht wieder der vorweggenommene Fall

Ab—Ba <0

vorliegen soll. Im Falle B = 0 sind aber die Variablen getrennt, wihrend
im Falle 2 = 0 nach S. 8 die Substitution 4% 4+ By = v zur Trennung
der Variablen fihrt.
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§ 2. Lineare Differentialgleichungen.

1. Erste Methode. -Die linearen Differentialgleichungen erster Ord-
nung haben die Gestalt

M A tEy+ e =0.

Die Koeffizienten f(x) und ¢(x) mégen in einem Intervall stetig er-
kliart sein. Zur Integration der linearen Differentialgleichungen fiihrt
der Ansatz y =u-v, durch den zwei Hilfsfunktionen #(x) und v(x)
eingefilhrt werden. Die Gleichung wird dann

w(@ +fv) +4v+@=0.
Nun bestimme man v aus der Gleichung:
(2) v+ f®)v=0.
Dann bleibt fiir #:
wWo+@=0.
In beiden Gleichungen koénnen dann die Variablen getrennt werden.
Man findet

x
—fr®as
v =1"rpe B
Daher wird

1 ¢ +f‘f<s>.z;=
u=—;f¢(x)e T Ax .

So hat man schlieBlich:

z
z fid +[1©at
— & dE 1 3
Y =1tpe ‘mj; {MO_KJ‘(})(X)e o dX}
Ty

Dann wird
@

— ) 1®as o +ff(s>.zs
y=¢ % {yo—fqv(x)e % dx}
Zo
dasjenige Integral unserer Differentialgleichung, welches fiir x = %, den
Wert y, annimmt. Es ist tn jedem Intervall stetig und mit stetiger erster
Ableitung versehen, in dem die Koeffizienten von (1) stetig sind.

2. Zweite Methode. Wir wollen die Integration der linearen Glei-
chung (1) noch etwas anders darstellen. Zwar ist es im Grunde genau
das gleiche, doch wollen wir die Gelegenheit benutzen, um an einem
einfachen Beispiel die Methode der Variation der Konstanien kennenzu-
lernen. Wenn in der Gleichung

yV+i@y+ e =0
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@ (%) = 0 ist, die Gleichung also, wie man sagt, homogen? ist, so sind
die Variablen getrennt und man findet als allgemeines Integral

z
—J1®dE
y=ce % .
Dabei ist ¢ eine beliebige Konstante?, die Integrationskonstante. Der
Grundgedanke der neuen Methode ist es nun, in der <nhomogenen
Gleichung

Y+i@y+ o) =0,

in der also nun ¢(x) nicht identisch verschwindet, den Ansatz

— frea
y=c(x)e %
zu machen, also die Konstante ¢ («) zu variieren, d. h. durch eine noch
zu bestimmende Funktion von x zu ersetzen. (Man erkennt jetzt wieder
das Produkt von zwei Funktionen, das bei der ersten Darstellung
den Ausgang bildete.) Man findet dann

—ff(&)de
e @ + @((x)=0

und berechnet daraus c¢(x). So findet man dann die schon vorhin
angegebene Auflésungsformel wieder.

3. Die Berwvouruische Differentialgleichung. Auf die linearen Glei-
chungen 4Bt sich die BeErwourvrische Differentialgleichung

Y +IHy+e@y=0 (n+1)
zuriickfithren. Man hat sie nur so zu schreiben:
yhey Y (%) + @ (%) =0,
um zu erkennen, daBl die Substitution v = 1~ auf die lineare Gleichung

1
1—m=n

v +0-f(x) + @(x) =0
fiihrt.

Oft erweist es sich als niitzlich, von der Differentialgleichung fiir
die unbekannte Funktion y(x) zur Differentialgleichung fiir die Um-
kehrungsfunktion x(y) tberzugehen. Ist namlich x(y) bestimmt, so

1 Das Wort homogen wird also jetzt in anderem Sinne gebraucht als bei

den Differentialgleichungen
dy y

==1(3)
auf S.9. Jetzt bezieht es sich darauf, daB die linke Seite eine homogene Funktion
von 3’ und y ist, wihrend es sich frither darauf bezog, daB die rechte Seite eine
homogene Funktion von » und y war.

% Sie war vorhin mit v, bezeichnet.
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ist natiirlich damit auch implizite y(x) bekannt; jedenfalls sind zu
seiner Bestimmung keine Differentialgleichungen mehr zu losen. Oft
ist aber die Differentialgleichung der Umkehrungsfunktion leichter an-
greifbar,
Wenn z. B. die Gleichung

%(xzsiny —yx)=1
vorgelegt ist, so wird daraus

dx .

d_y+ yx —siny-x2=0.

Das ist eine BERNOULLIsche Gleichung fiir x, die wir integrieren kénnen.

§ 8. Einparametrige Kurvenscharen.

1. Kurvenscharen. In einem Bereich B sei die Funktion o (%, y)
eindeutig und stetig erklirt. Thre Werte imn Bereich B erfiillen dann
eine gewisse Strecke einer Zahlengeraden, der c-Achse. Versteht man
dann unter ¢ irgendeinen Wert aus diesem Intervall, so definiert die
Gleichung

(1) pix,y)=c

eine Kurve des Bereichs B. Kurven, die zu verschiedenen c¢-Werten
gehoren, treffen sich nicht im Bereiche B, weil in diesem Bereich
p(x,y) eine eindeutige Funktion ist. Die Gesamtheit dieser Kurven
bildet eine einparametrige Kurvenschar. ¢ heiBt der Parameter der
Schar. Eine solche Schar kann auch durch eine Gleichung der Form

p(x,y,¢)=0

definiert sein. Es wird dann im allgemeinen nicht zu jedem x-y-Paar
nur ein ¢-Wert gehoren. Es werden vielmehr im allgemeinen durch
jeden Punkt des Bereiches B mehrere Kurven der Schar gehen. Die
Auflssung kann dann mehrere Funktionen

c=v(x,9)

ergeben. Wir wollen voraussetzen, daBl ¢(x, y,c) in einem gewissen
Gebiete G der x, y, ¢ eine eindeutige stetige Funktion von #, y, ¢ ist,
die stetige partielle Ableitungen nach #, nach y und nach ¢ besitzt;

% sei in G von Null verschieden. In der Umgebung eines jeden solchen

der Gleichung ¢ (x, v, ¢) = 0 geniigenden Wertetripels x,, v,, ¢, werden
dann die bekannten Sitze! iiber implizite Funktionen verwendbar,
und man hat daher in der Umgebung einer jeden solchen Stelle (x4, ¥,)

1 Vgl. z. B. meinen Leitfaden der Differentialrechnung, 3. Aufl., S. 125£f.
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eine oder mehrere eindeutige und stetige Auflésungen

c=vp(x,y), co = (%, Yo) »

den verschiedenen Werten ¢, entsprechend, die zusammen mit %, v,
Stellen %y, 4, ¢q aus G ergeben, fiir die ¢ (%,, ¥,, ¢) = 0 ist.

2. Differentialgleichungen. Wir setzen nun weiter voraus, daB
(%, y) mit stetigen ersten Ableitungen versehen sei und nehmen an,
daB ¢y, g, ¥, ein der Gleichung (1) geniigendes Wertetripel sei, fiir das

2% (%, y9) +0 ist. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen gibt es

dann in der Umgebung von x = x, eine stetige mit stetiger erster Ab-
leitung versehene Funktion y(x), die der Gleichung ¢, = (x, ¥) geniigt,
und fiir die y(%,) = y, ist. Das gleiche gilt aus Stetigkeitsgriinden
fiir alle ¢-Werte, die von ¢, hinreichend wenig verschieden sind. Dann
gilt der Satz:

Die Kurven einer jeden einparametrigen Kurvenschar gemiigen (in
einem, wie vorstehend beschriebemen, gewiigend kleinen Bereich) einer
Differentialgleichung erster Ordnung.

Wenn man nimlich die Gleichung

c=9p(x,9)
nach x differenziert, so bekommt man
17} dy d
0=20v . Ovdy

dx ' 0y dx’
und dies ist schon die gewiinschte Beziehung zwischen x,y,y" der

durch unsere Gleichung dargestelliten Kurven.
Ist die Schar in der allgemeinen Form

(2) @(x,9,¢)=0
gegeben, so wird analog

op , d9dy _
3) Fpias Sydr 0.

Eliminiert man dann ¢ aus den beiden letzten Gleichungen (2) und (3),
so erhilt man die gewiinschte Differentialgleichung.

3. Beispiele. Zwei Beispiele werden die Dinge vollends klarlegen.
Die Tangenten einer Kurve

n=1(§)
machen eine einparametrige Kurvenschar
2) y=1E+1 & x—§

aus. & ist der Parameter der Schar (vorhin ¢ genannt). Differenziert
man nach %, so findet man natiirlich

3) y =1
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fiir die Richtung der Tangenten. Nun hat man & aus beiden Gleichungen
(2} und (3') zu eliminieren, wenn man nicht die beiden Gleichungen

y=1E+71E(x—8§

vy =7
etwa als eine Parameterdarstellung der Differentialgleichung selbst
ansehen will. Tatsichlich werden wir uns spiter mit Differential-
gleichungen befassen, die in dieser Form gegeben sind oder auf diese

Form gebracht werden kénnen.
Wenn z. B.

n=2¢&
die vorgelegte Kurve ist, so hat man

y=£842&(x—§)

und
y =2,
So erhilt man die Differentialgleichung

r2

y="v4 —{-y’(x—%) oder y'%t-——4x9y +4y=0

der Parabeltangenten.

Durch
%2 + y2 = 72
ist die Schar der konzentrischen Kreise gegeben. Also wird
x+yy =0

die Differentialgleichung der Schar.
Ebenso wird
29y —1=0
die Differentialgleichung der Parabelschar
¥ = x4 C.

§ 4. Exakte Differentialgleichungen.

1. Die Methode. Die Betrachtungen des vorigen Paragraphen
fithren uns zu einer weiteren Integrationsmethode.

Wenn namlich die Koeffizienten P(x, ¥) und Q(x, y) einer Diffe-
rentialgleichung

(1) P+Q2 =0

in einem einfach zusammenhingenden Bereich B stetige mit stetigen
ersten Ableitungen versehene Funktionen sind, welche der Integra-
bilititsbedingung

0

"U
| D
IS

G

y
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geniigen — solche Differentialgleichungen heiBen exaki —, so gibt
es nach bekannten S#tzen der Integralrechnung eine in B eindeutige
und stetige Funktion ¢ (¥, y), deren Ableitungen P und Q sind. Dann
besagt aber die Differentialgleichung, die man dann in der Form
dp  Opdy _

(2) 5% T Ty dr = 0

schreiben kann, weiter nichts, als daB lings einer jeden Integralkurve
der Differentialgleichung die Funktion @(x, y) einen konstanten Wert
annimmt, Dann ist ¢(#, y) = C eine Schar von Integralkurven.

2. Beispiele. Wenn z. B. die Gleichung
x% 4 y2 27 _ ¢

vorliegt, eine homogene Gleichung, die man auch nach S. 9 behandeln
konnte, so ist die Integrabilititsbedingung fiir die Koeffizienten er-
fiillt. Man berechnet dann bekanntlich die Funktion ¢(x,y) so: Da
die x-Ableitung von ¢ den Wert %2 besitzt, so findet man

p=[2dx+y0) =% +v0).

Hier bedeuntet y(y) eine Funktion von y, die nun aus der Bedingung
zu bestimmen ist, da8

do s
3y = y
sein soll. Das liefert aber
Y (y) =92
Also wird
ya
p) =75 +¢
So finden wir
3
_% + y3 tc.

DaB die Ableitungen dieser Funktion die richtigen Werte haben, be-
stitigt man leicht. So sind also

x3+y3=c

Lssungen unserer Differentialgleichung. Wiinscht man insbesondere eine
Integralkurve durch den Punkt x4, #,, so wird

2%+ 3% =23 + 33
deren Gleichung.

Alle Differentialgleichungen, in denen die Variablen getrennt sind,
kénnen sofort als exakte Differentialgleichungen geschrieben werden.
Aus

dy _ 1)
PR 0
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folgt ja sofort

Mﬂ~ﬂﬁ%=0-

Man erkennt, daB3 die Integrabilitdtsbedingung erfiillt ist.

§ 5. Der integrierende Faktor.

1. Begriffsbestimmung. Wenn die Koeffizienten der Differential-
gleichung

M P(5,3) +Q(13) 2 =0

nicht der Integrabilititsbedingung des § 4 geniigen, so kann man doch
hoffen, dieselbe durch Multiplikation mit einer geeigneten Funktion
M (x, ¥), in eine exakte Differentialgleichung zu verwandeln. Man
nennt diese Multiplikator oder auch integrierender Fakfor. Wenn man an-
nimmt, daB die Differentialgleichung Losungen besitzt, und daB die
Schar ihrer Lgsungskurven durch

p(xy) =c

gegeben ist, und daB ¢ partielle Ableitungen erster Ordnung besitzt,
so muB die Differentialgleichung auf die Form

¢
ay ox
dx — g
FL
gebracht werden konnen. Daher mul
I
P 9z
Q9 ¢
ay
sein. Daraus folgt
¢ I¢
9x 9y
P

Setzt man den gemeinsamen Wert dieser beiden Quotienten gleich
M (x, %), so findet man, dafl

ig _ 99 _

ist, daB also tatsichlich die Differentialgleichung
MP+MQZ =0
exakt ist.

2. Auffindung eines Multiplikators. Wie kann man aber eine
solche Funktion M wirklich bestimmen ? Wir setzen voraus, dal M, P

BieseErBACH, Differentialgleichungen, 3. Aufl. . 2
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und Q stetige partielle Ableitungen erster Ordnung besitzen, betrachten
also weiterhin nur Differentialgleichungen, die dieser Voraussetzung
gentigen, und nennen auch nur Funktionen der angegebenen Art Multi-
plikatoren. Da dann die Funktionen M P und M Q der Integrabilitits-
bedingung geniigen miissen, so findet man fiir M die partielle Diffe-
rentialgleichung

o(MP) d(MQ)

dy 9z °
Man kann sie auch so schreiben:
oM oM 0P 90\
PGy — 0% + M (5 —5;) =0

Man mag geneigt sein, die Integration dieser partiellen Differential-
gleichung fiir schwieriger zu halten, als die der urspriinglich vor-
gelegten gewodhnlichen Differentialgleichung. Indessen muB man be-
denken, daB man fiir unsere Zwecke nur irgendeine, lange nicht die
allgemeinste Losung der partiellen Differentialgleichung braucht. Und
tatsichlich ist es oft leicht, aus dem bloBen Anblick dieser Gleichung
eine ihrer Losungen zu finden.

Wenn z. B.
o5 —5)

nur von x abhidngt, so kann man der partiellen Differentialgleichung
durch eine Funktion geniigen, die nur von x abhingt. Denn macht
man die Annahme

oM

ay = O
y
so reduziert sich die partielle Differentialgleichung auf
oM _ . (0P 99
0% =M (5 —5)

oder

M P,—Q,

M o)

Daraus findet man sofort
Py —Qz
ol T

3. Beispiel. Die linearen Differentialgleichungen kénnen auf diese
Weise integriert werden. Doch sind dies natiirlich nicht die allgemeinsten
hierher gehérigen Differentialgleichungen. Denn auch

. a
y—l—xy—l—smy—}—(x—kcosy)g—;i:O

kann so integriert werden. Ein Multiplikator ist ¢®. Das allgemeine
Integral wird

e®(xy + siny) =c.
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4. Mehrere Multiplikatoren. Manchmal kann man Vorteil aus der
Kenntnis des Zusammenhanges zwischen den verschiedenen Multi-
plikatoren ein und derselben Differentialgleichung ziehen.

Wenn namlich M (x,y) ein Multiplikator, und f(x,y) =c ein all-
gemeines Integral®, einer gewiohmlichen Differentialgleichung (1) sind, so
ist auch M-} ein Multiplikator. Denn man rechnet nach:

O(A;;P) B(ngfQ 02‘ MP— MQ+fa(MP) fa(gi@
—MP MQ wegen 6(2§P)_Q(gig) =10
=—Mo<z:§;+~w e 102 =
=0 wegen +g; Zi = 0.

Da weiter ein allgemeines Integral auch in der Form

(/) =

geschrieben werden kann, wenn man unter ¢ (w) eine willkiirliche

nirgends konstante differenzierbare Funktion versteht, so ergibt sich,
daB auch

M-p(f)
ein Multiplikator ist.

Wenn wmgekehrt der Quotient zweier Multiplikatoren M, und M,
nicht von x und y unabhingig ist, so stellt
M,
i,
ein allgemeines Integral der Differentialgleichung dar. Wenn namlich
f und g in einem gemeinsamen Bereich erklart sind, und wenn lings be-
liebiger Kurven y = y (x), die dem Bereich angehéren,

af
dx

=

ay
= MIP + Mle_x—
und

dg
= M,P+ M,
ist, so stellen sowohl

Hx,y)=c wie glx,9)=C

fiir einen gemeinsamen Bereich ein allgemeines Integral dar. Langs
einer jeden Integralkurve des Bereiches haben sowohl f wie g konstante
Werte. Die Werte von g sind also bestimmt, wenn die von f gegeben sind.

1 Vorbehaltlich einer spiteren schirferen Begriffsbestimmung werde unter
einem allgemeinen Integral eine mit stetigen partiellen Ableitungen erster Ordnung
versehene Funktion f(#, y) verstanden, derart, daB man alle einem gegebenen
Bereich B angehorigen Integralkurven durch f(#, 3) = ¢ darstellen kann.

2%
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Daher kann g als Funktion von f dargestellt werden. Nun hat man-aber
lings einer beliebigen Kurve

dg _ M(P+0Qy) _ M,

df — M(P+Qy) M,

Da aber weiter, wie wir eben sahen,

g=F(f)
ist, so ist auch
a8 1
YT E' (7).
Daher ist wirklich
M ,

M, . .
ein allgemeines Integral. Denn Ml hat lings einer jeden Integralkurve
1

des Bereiches einen konstanten Wert und besitzt auch stetige partielle
Ableitungen erster Ordnung, weil dies nach der Begriffsbestimmung
des Multiplikators fiir M; und M, der Fall ist.

5. Beispiel. Man kann von diesen Bemerkungen auch auf die
folgende Weise zur Integration von Differentialgleichungen Gebrauch
machen. Es sei z. B. ein Multiplikator von

(P +2)+ x4y =0
zu bestimmen. Wir schreiben die Differentialgleichung so:
(5° + 4 y) + (x + 3]y) = 0.
Betrachtet man dann erst einmal die beiden Differentialgleichungen
¥4+ 22y =0 und x4+ y9y =0

gesondert fiir sich, so ist man leicht in der Lage, die sdmtlichen Multi-
plikatoren einer jeden derselben zu bestimmen. Die erste besitzt den
Multiplikator x~3y~% und x~2 4 y~2 = ¢ ist ein allgemeines Integral.
Also ist
SEatiCat e
der allgemeinste Multiplikator der ersten Gleichung. Ein Multiplikator
der zweiten ist 1 und x2 + y% = ¢ ist ein allgemeines Integral.
Also ist
F(5% + ¥%)

ihr allgemeinster Multiplikator. Wenn es nun gelingt, eine Funktion
zu finden, die als Multiplikator der beiden Differentialgleichungen zu-
gleich brauchbar ist, so ist dieselbe auch etn Multiplikator der wrspriinglich
gegebenen Differentialgleichung. Es kommt also darauf an, der Bedingung

FIYIF (4 ) = (2 £ 5?)
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zu geniigen. Man sieht leicht, daB es hinreicht
(#2499 =(#*+ )" wmd F(x?+y?)=(x2+y?%)"
zu wihlen. Daher ist
(> + %)~
ein Multiplikator der gegebenen Differentialgleichung. Man priife die

Richtigkeit dieser Angabe durch Betrachtung der Integrabilitats-
bedingung nach.

§ 6. Die CLAIRAUTsche Differentialgleichung und
Verwandtes.

1. Allgemeine Vorbemerkung. Die Differentialgleichungen
y=1(x1)
y=10"
x=1()
x=f(y,)
werden am zweckmiBigsten dadurch behandelt, daBl man
y' =1
als neue unbekannte Funktion einfithrt. Kennt man namlich erst ein-
mal y" als Funktion von x, so setze man diese in die gegebene Dif-
ferentialgleichung ein, um damit eine Gleichung zwischen x und ¥

allein zu erhalten. Man verifiziert dann, daB sie ein Integral der Dif-
ferentialgleichung liefert.

2. Die CLairauTsche Differentialgleichung. Den Verlauf des Verfahrens
wollen wir uns jetzt am Beispiel der CLatrauTschen Differentialgleichung

y=xy +1()
etwas niher ansehen. Wir denken uns in die Differentialgleichung
irgend eine Ldsung derselben eingetragen. Von den Losungen wird vor-

ausgesetzt, daf sie eine stetige Ableitung " haben. Um eine Differential-
gleichung fiir die neue unbekannte Funktion

y =29
zu bekommen, setzen wir voraus, dal ¥’ eine Ableitung nach x und daB
7 (#) eine Ableitung nach 3y’ besitze. Wir differenzieren

y=2xp+[(p)
nach x. So finden wir
p=p+xp -1 ()P
oder

P (x+ 1 (p) =0.
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Diese Gleichung ist erfiillt, wenn entweder
p'=0
x4/ (#)=0.

Ist in einem Intervall " =0, so folgt

oder wenn

p = ¢ = constans.
Daher wird dann
y==xc+/(c)
ein Integral. Man erhilt so eine Schar von geraden Linien. Man wird
dazu bemerken, daf3
y==xc+/()
fiir konstantes ¢ ein Integral der CLAIRAUTschen Differentialgleichung

ist, unabhingig von jeder iiber die Eindeutigkeit hinausgehenden Vor-
aussetzung iiber f(c).

Im zweiten Falle aber sei in einem Intervall

x=—f).
y=xp+ f(),
y=—pf @)+

zusammen gibt, falls f'(p) == 0 ist, eine Parameterdarstellung einer be-
stimmten Kurve der x-y-Ebene mit p als Parameter, die gleichfalls der

Differentialgleichung geniigt. Denn auch fiir diese Kurve wird, wie man
leicht ausrechnet,

Dies mit

d. h. mit

y=2¢.
Allerdings muf3 man dazu, wie gesagt, noch voraussetzen, daf} f eine
zweite nicht verschwindende Ableitung besitzt.

3. Singulires Integral. Diese Einzelkurve, die zu der Geraden-
schar noch hinzutritt, nennt man ein singulires Integral, wihrend man
im Gegensatz dazu die Geraden als partikulire Integrale bezeichnet. Tm
Falle der CrairauTschen Differentialgleichung ist das singulidre Integral
die Enveloppe der einparametrigen Schar der partikuliren Integrale.
Will man nimlich die Enveloppe der Geradenschar

y==xc+7()

bestimmen, so hat man bekanntlich! diese Gleichung nach dem Para-

1 Ohne jetzt auf eine allgemeine Theorie der Enveloppen einer beliebigen
Kurvenschar eingehen zu wollen, sei hier nur so viel gesagt. Bei den Geraden-
scharen

y=zxc+ 1)
mégen vorab die folgenden Bemerkungen Platz haben. Da wegen der Eindeutig-
keit von f(c) keine zwei Schargeraden einander parallel sind, so schneiden sich
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e

meter ¢ zu differenzieren und dann aus beiden Gleichungen ¢ zu eli-
minieren. So findet man hier fiir die Enveloppe

x=—f)

y=2zxc+ f(c).
Das ist aber gerade die Parameterdarstellung des singuliren Inte-
grales. Da aber nun die Enveloppe von den Kurven des allgemeinen

Integrals berithrt wird, so geniigen auch ihre Linienelemente der Dif-
ferentialgleichung. Unter einem Linienelemente verstanden wir ja ein

je zwei derselben. Wenn man eine Kurve sucht, die von den Geraden der Schar
beriihrt wird, so kann man sich gegenwartig halten, daB zwei geniigend benachbarte
Tangenten sich in der Nahe ibrer Berithrungspunkte schneiden und daf der Be-
rithrungspunkt der Geraden ¢ als Grenzlage des Schnittpunktes der beiden Geraden
¢ und ¢ 4 A fiir 4 — 0 aufgefaBt werden kann. Der Schnittpunkt aber bestimmt
sich aus den beiden Gleichungen

y=uxc+f()
y=x(c+h)+/e+h
oder auch aus den beiden Gleichungen
y=2x¢+f(¢)
B —
0y N =i
h
Geht man nun zu %~ 0 iiber, so erhalt man, wie im Text angegeben wurde, zur

Bestimmung des Punktes, in dem die Gerade ¢ die Enveloppe beriihrt, die beiden
Gleichungen

y=uzc+ f(c) oder y=—cf(c)+7()

0=z 7 (), = —f(c),
die man als eine auf den Parameter ¢ bezogene Darstellung der Enveloppe auf-
fassen mag. Man setze also wieder f”(c) &= 0 voraus. Man iiberzeugt sich dann

leicht, daB die Enveloppe in ihrem Punkt ¢ von der Schargeraden ¢ beriihrt wird.
Denn die Gleichung der Tangente an die Enveloppe im Punkte ¢ wird ja

y=xc+f().

Bei diesen letzten Darlegungen ist durch 7”(c) &= 0 angenommen, daB die
beiden Gleichungen

x = — f(c)
=—cf )+ 1(o)
tatsichlich eine Kurve bestimmen. Von Interesse ist aber auch der Fall, daB 7' (c)

von ¢ unabhingig ist. Sei etwa f(¢) = a. Dann wird f{¢) = ac + b, also die
Enveloppe durch den Punkt

¥=—a, y=5b
geliefert. Tatsachlich bestehen dann ja auch die Losungen der Differentialgleichung

y==xy+ay +b
aus den geraden Linien

y=xc-+ac-b,
die alle durch den Punkt

hindurchgehen.
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Wertetripel x, y, y" oder geometrisch einen Punkt x, y vereinigt mit
einer ihn passierenden Geraden. Da dann aber alle Linienelemente
der partikuldren Integrale. der Differentialgleichung geniigen, so ge-
niigt auch ein jedes Linienelement, das ein solches partikuldres Integral
mit der Enveloppe im Berithrungspunkt gemeinsam hat, der Diffe-
rentialgleichung. Da aber die Enveloppe nur solche Linienelemente
besitzt, so ist es nicht verwunderlich, daBl die Enveloppe der parti-
kuldren Integrale der Differentialgleichung geniigt. In diesen Bemer-
kungen ist schon das allgemeine Gesetz begriindet, dalB3 stets auch bei
andeven Differentialgleichungen die Enveloppen der partikuliren Inte-
grale als singulive Integrale der Differentialgleichung gendigen.

4, Weitere Integralkurven. Zum SchluB mochte ich nun noch auf
eine sehr merkwiirdige Tatsache aufmerksam machen. Man kann
namlich aus geradlinigen Stiicken und einem Bogen der Enveloppe
noch weitere Integralkurven zusammensetzen: Man gehe von einem
Punkte aus und verfolge eine ihn passierende Gerade der Schar bis zu
ihrem Berithrungspunkte mit der Enveloppe und verfolge dann diese
in der Ankunftsrichtung weiter bis zu einem beliebigen ihrer Punkte
und gehe in diesem wieder auf die dort berithrende Schargerade iiber.
Eine solche Kurve besitzt in jedem Punkte eine stetig sich #ndernde
Tangente und ist aus lauter Linienelementen der Differentialgleichung
zusammengesetzt, ist also eine Integralkurve. Wir haben so drei Arten
von Integralkurven der CrairauUTschen Gleichung kennengelernt. Die
Geraden, die Enveloppe und Kurven, die aus Geraden und einem
Enveloppenbogen bestehen. Fiir die Existenz der Enveloppe muBten
wir auBer der Eindeutigkeit noch die zweimalige Differenzierbarkeit
von f und f’ < 0 voraussetzen. Kamke! und LiEBMANN?Z haben ge-
zeigt, daB es weiter keine Integrale gibt. Die Beweise konnten dort
sogar unter geringeren Voraussetzungen iiber f gefithrt werden.

5. Die Lacrancesche Differentialgleichung, Auch bei der LAGRANGE-
schen Differentialgleichung

x+y/0)+ () =0
erlaubt es die Einfithrung von
y=2,
die vorzunehmenden Auflésungsprozesse erst nach der Integration aus-

zufiihren. Fithrt man nimlich 3" = ein und differenziert nach x,
so erhilt man

L+pf@) +y/ @) + ¢ (p)#=0.

Fiihrt man nun noch y statt x als unabhingige Variable ein, so erhilt
man

L+410) + 9/ )5+ 7B 250 =0

1 Math. Zeitschr. Bd. 27. 2 Math. Zeitschr. Bd. 29.
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fiir p(y). Geht man zur Umkehrungsfunktion y(p) tber, so wird

DA+ + sl )+ 2 Y B) =0

und das ist eine lineare Differentialgleichung fiir y(p).

Hat man aus ihr y als Funktion des Parameters p bestimmt, so
liefert die Differentialgleichung selbst auch x als Funktion dieses Para-
meters. Daf man so wirklich die Ldsungen in Parameterdarstellung
gefunden hat, verifiziert man durch Einsetzen in die Differentialglei-
chung.

Ganz #hnlich verfihrt man auch bei den anderen Differential-
gleichungen, die zu Beginn dieses Paragraphen aufgefithrt wurden.

§ 7. Ziel und Tragweite der elementaren
Integrationsmethoden.

Nach unseren Erfahrungen kann man es wohl als das Ziel der
elementaren Integrationsmethoden bezeichnen, geschlossene Ausdriicke
fiir die Losungen von Differentialgleichungen zu finden. Als Hilfs-
mittel werden dabei die elementaren Funktionen und die Quadraturen
d.h. die bestimmten Integrale zugelassen. Es ist ja ein bekannter
Satz von LiouviLLEY, daBB man nicht alle Integrale elementarer Funk-
tionen durch elementare Funktionen ausdriicken kann. Elementar
heilen dabei alle Funktionen, die sich durch endlich oftmalige Anwen-
dung algebraischer, exponentieller und logarithmischer Prozesse expli-
zit darstellen lassen. Ebenso sollen jetzt noch endlich viele Quadra-
turen zugelassen werden. Es ist wieder ein Satz von LIoUVILLE, daBl man
nicht alle Differentialgleichungen erster Ordnung, die durch Null-
setzen elementarer Funktionen gegeben sind, auf diese Weise 18sen
kann. Die Beispiele, an denen das L1OUVILLE gezeigt hat, gehéren dem
Gebiet der sogenannten Riccatischen Differentialgleichungen an. Dar-
unter versteht man Differentialgleichungen von dieser Gestalt:

(1) Y =g (%) + oy (%) y + oy (%) 2.

EULER, dessen ,,Institutiones calculi integralis“ auch heute noch die
reichste Sammlung elementar integrierbarer Differentialgleichungen
enthalten, hatte sich damit befaBt, elementar integrierbare Fille der
speziellen Riccatischen Gleichung

(2) y' + 3/2 = qaxm (a = Konstante)

zu finden. Sein Ergebnis ist dieses: Es ldft sich Trennung der Variablen
stets dawn errveichen, wenn der Exponent m unier Verwendung einer

1 CrRELLES Journal Bd. 13.
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ganzen positiven Zahl k in einer dev betden Formen

_ —4k i _ — 4k
mM=9rr1 % MT g1

geschrieben werden kamn. Im ersten der beiden Fille macht man die
Substitution
L
X = t‘ﬂl

a
—_ -1
’ y_-m-i—IZ

und gelangt so zu der Differentialgleichung
, _ a 4k

R T v BES

In einer solchen geht man dann mit der Substitution

1

1 z
t==, Z=3—%

n  mit %=

weiter und gelangt zu

_ —4(k—1)

T 2k—141"

Somit kommt man durch mehrmalige Verwendung solcher Substitu-

tionen in allen erwihnten Fillen nach endlich vielen Schritten zu
einer Differentialgleichung

’ a .
Z+Z2=mfy mit. »

Y+ y=a
mit konstantem o, in welcher also die Variablen getrennt sind. Als
Grenzfall £ — oo ist unter jenen Riccatischen Gleichungen auch noch

Y+ =ax?
enthalten. Hier fithrt die Substitution y = % zu einem der schon be-

handelten Typen. LIOUVILLE hat nun gezeigt, daB die hier aufgefiihrten
die einzigen Fille sind, in welchen spezielle RiccaTische Gleichungen (2)
elementar integrierbar sind. Damit hat er Beispiele von Differential-
gleichungen gegeben, welche #nickt elementar oder durch Quadraturen
integrierbar sind. Die LiouviLLEsche Arbeit, auf die wegen des Beweises
verwiesen werden muB, steht in L1ouviLLEs Journal de mathématiques,
Bd. 6 (1841).

Der Leser wird noch ein Wort iiber die allgemeine RiCcaATische
Gleichung (1) vermissen. Sie wird durch die Substitution

_ 1 dlogu
(3) Y= T T dx
in die lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung
4 o n'’ — (g + otgoty) %+ again =0

ibergefiihrt®. Der von EULER behandelte spezielle Typus (2) fithrt auf

u —axmu=0,
1 Jede lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung kann durch
Umkehrung dieses Prozesses auch in eine Riccatische verwandelt werden.
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. .. — 4k p .
die also fiir m = P elementar integriert werden kann. Elementar

sind weiter diejenigen dem allgemeinen Typus (1) angehorigen Glei-
chungen zu integrieren, in welchen

A
oh . .
gty =01, - + oy = ¢, ist (wo ¢, und ¢, Konstanten sind).

Denn dann bekommt die lineare Differentialgleichung (3) konstante
Koeffizienten und kann daher, wie wir S. 153 sehen werden, elementar
behandelt werden. Bei Betrachtung der linearen Differentialgleichungen
zweiter Ordnung werden wir nochmals auf die RiccaTischen zuriick-
kommen und dann noch einen allgemeinen Satz iiber dieselben kennen-
lernen (S. 156).

II. Kapitel.
Die Methode der sukzessiven Approximationen und
verschiedene Anwendungen derselben.

Die bisher verwendeten Methoden sind recht primitiv und dem-
entsprechend ist ihre Tragweite gering. Natiirlich kann man in hin-
reichend einfachen Fillen ErsprieBliches mit denselben erzielen, aber
in komplizierteren Fillen werden die Resultate rechnerisch recht um-
standlich. Daran #ndern auch nichts die Uberlegungen, durch die
Lie die Theorie der elementaren Integrationsmethoden auf eine syste-
matische Basis gestellt hatt. Aber die Ausbeute dieser an sich schénen
Uberlegungen ist fiir die Untersuchung der funktionentheoretischen
Natur der Losungen und ihres numerischen Verlaufes gering. Immerhin
soll im Kap. ITI ein knapper Uberblick iiber diese Gedankenginge ge-
geben werden.

Wir wollen nun zunichst eine bequeme, gut konvergente Methode
zur niherungsweisen Integration von Differentialgleichungen kennen
lernen. Wir werden uns dabei auch gleichzeitig vergewissern, daB in
der Tat jede Differentialgleichung Losungen besitzt, und damit auch
die S. 4 ausgesprochene Vermutung beweisen.

§ 1. Das Verfahren der sukzessiven Approximationen.

1. Existenzsatz. Zunichst wollen wir den folgenden Satz beweisen.
Existenztheorem: In der Differventialgleichung

(1) 2 =1y

! Sopuus L1g hat in seinem gemeinsam mit GEORG SCHEFFERS herausgegebenen
Buch: Vorlesungen diber Diffeventialgleichungen mit bekannien infinitesimalen Trans-
formationen (Leipzig 1891) eine eingehende Theorie der elementaren Integrations-
methoden gegeben. Man vergleiche auch den Bd. III der gesammelten Abhand-
lungen von ILiE, sowie L. Brancui: Lezioni sulla teoria dei gruppi continui di
trasformazioni. Bologna 1928.
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set f(x%, y) in einem gegebemen Bereiche B der xy-Ebene stetig und gendige
fiir jedes dem Bereiche angehirige Punkiepaar (x,y,) und (x,y,) der
LipscHITZSchen Bedingung

2) £ (2 y1) —F (% y) | S M|y — 9,],

wo M eine passende, von x, von y, und von y, unabhdngige positive Zahl
ist. In B sei ferner® | f(x,y) | < M. Es seien weiter a und b zwei posi-
tive Zahlen, die der Bedingung?

(3) aM<b
gendigen, und fir die das Rechteck R:

}x—xo[ga, |3"“3/0i§b

dem Bereiche B angehdrt. Dann gibt es genaw eine samt threr ersten Ab-
leitung in | x — %y | =< a stetige Funkiion y = @(x), die der Differen-
tialgleichung (1) gendigt, fir die also in | x — %y | S a
¢ (x) = f (%, ¢ (%))
gilt, und die zugleich durch den Punkt (x,, vo) hindurchgeht, fir die also
@ (%g) = yo 15L.
Die im Satz genannte ILipscHitzsche Bedingung ist sicher dann

erfiillt, wenn f (x, y) eine in B stetige und beschrinkte partielle Ab-

leitung nach y besitzt. Denn wenn diese dann in B der Ungleichung
% < M geniigt, dann lehrt der Mittelwertsatz, daB die LipscHiTZsche

Bedingung erfiillt ist.
Zum Beweis verwende ich das Verfahren der sukzessiven Approxi-
mationen. Um es einzuleiten, geht man von irgendeiner stetigen Fun-

1 Unter einem ,,Bereiche der xy-Ebene’’ werde ein fiir allemal eine Punkt-
menge dieser Ebene verstanden, derart, daB es um jeden ihrer Punkte eine Kreis-
scheibe gibt, die ganz zur Menge gehort. AuBerdem soll die Menge aus nur einem
Stiick bestehen, so da3 man je zwei ihrer Punkte miteinander durch einen dem
Bereiche angehérigen Polygonzug verbinden kann.

? Diese Bedingung entfillt, wenn der Bereich B so definiert ist: « < » < 8,
y beliebig. Dies ist der Fall fiir lineare Differentialgleichungen

=)+,

aber auch z. B. fiir

Y =siny.
Denn ist im ersten Fall in a < x < g
le( =M,

so folgt
11, 9) —Fa, 2 | EM |y, — v,
Im zweiten Fall aber ist
siny; — sinyy = (y; — ¥,) €08 (¥ + & (¥ — ¥3)) -
Also
[siny; —siny, | < [y; —ya].
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tion y = y,(#) aus, die nur der Anfangsbedingung y,(x,) = ¥, geniigen
und der eine dem Rechteck R angehérige Kurve entsprechen moge.
Man kann als solche erste Niherung y,(x) etwa die Konstante yg(x)
= y, wihlen. Man kann aber auch, und das wird, wenn man eine rasche
Anniherung an die Losung anstrebt, zweckmiBiger sein, den Polygon-
zug nehmen, den wir schon auf S.3 erwidhnt haben und der den be-
kannten Niherungssummen der bestimmten Integrale entspricht. Aus-
gehend von y = y,(x) werden die weiteren Niherungen auf folgende
Weise gewonnen. Falls

220 — f(x, 35 (%))

ist, so ist y4(x) eine Losung. Anderenfalls setze man

D1 — { (5,3 ()

und bestimme hieraus y, (¥) so, daB3 y, (%) = y, wird. Wie man aus
der Integralrechnung weiB, ist hierdurch y,{x) eindeutig bestimmt,
und zwar ist

31 (0) = 3o+ [1(E90 ) dé.

Nun bestimmt man y, so aus % = f(x, y,(x)), daB y,(xq) = y, wird,
und findet
z
Yo (%) =yo + [1(& () dé.
Zo
Allgemein wird v, durch

a4y,
dx =f<x!y'n—1)’ yn(xo)‘—'}’o

definiert, so daB
yn (x) = yO + ff(&: yn—l (5)) d&

ist. Falls eine der hierbei vorkommenden Niherungen selbst Lésung
ist, falls also z. B. v, (%) =f(x, ¥,(%)), (%) =y, ist, so wird
Yn+p(X) = ¥, (x) fir $=0. Anderenfalls ist zur Bestimmung einer
Lésung noch die Konvergenz der y,(x) zu untersuchen. Dabei wird
sich dann auch ergeben, daB die {ibrigen Behauptungen unseres Satzes
zutreffen.

Wir wollen zeigen, daB der lim y, (x) existiert und daB die Grenz-

>0

funktion y(x) =lim y,(x) eine Losung der vorgelegten Differential-
7 >0

gleichung ist. Zunichst erhebt sich aber die Frage, ob man die an-
gegebenen Schritte tatsichlich ausfithren kann. Das geht dann und nur
dann, wenn die Kurven v =, (x) fiir das Intervall |x — %, | < a



30 I. 2. Die Methode der sukzessiven Approximationen.

alle dem zugrunde gelegten Bereich angehéren. Dies ist ohne weiteres
der Fall, wenn der Bereich B so definiert ist: « < x < 8, v beliebig.
Liegt aber ein allgemeinerer Bereich vor, so mufl man unter Heranzie-
hung der Bedingung (3) so schlieBen: Wir nahmen an, dall y = y,(x)
fiir | x — %, | =< a eine Kurve aus dem Rechteck R ist. Nehmen wir im
Sinne der vollstindigen Induktion an, daB y =y, , (x) eine Kurve
aus B ist. Dann wird

900 = 90 < J 116, 90a) |48 < M2 —5,].

Nun ist
|2 —%|<a und Ma <b.
Also ist
Daher liegen fiir | x — %4 | = a alle Ndherungskurven y = v,(x) im
Rechteck R1.
Weiter bemerkt man, daB fiirr |x — %, | < a

l)’1(x) “ﬂ@l
| X =%

beschriankt ist. Wahlt man also N passend, so ist

‘yl(x) — Yo (%) | éN}x-x0].
Ferner wird

[y2(%) — 91 (% )| = !f (£, y1) — T (£, y0) A& <M.“3’1 &) —volé)ld&

| % —

gMleflé-xoldSI

Allgemein wird, wie man durch vollstindige Induktion nachweist,
;¥ —x e
|V (%) — Ya (%) | £ M Nt
Denn nimmt man
¥ — xg "t

(n—=1)!

1yn—1(x> _yn Z(x I<Mn—2 N

als richtig an, so folgt aus

V(%) — Yy (2 J {F&, Yoa) — (€, ¥pos)} dE,

o

daB3

»
A—ZOZ

ny‘n(x)‘yn 1( !._é..lelyn— — Yn- 21d5‘<M1‘_1N n!

ist.

1 Dies ist die einzige Stelle, wo von der Voraussetzung (3) oder von| f (#, ¥)| <M
Gebrauch gemacht wird.
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Die Reihe
y (%) =limy, (x)
31 ~> 00

= Yo (%) + (¥ (%) —yo(¥)) + -+ + (Ya(®) — Ypa (%)) + - -+

konvergiert hiernach absolut und gleichmiBig fiir alle x mit |x — x,| < a.
Die Konvergenz ist mit der der Reihe fiir die Exponentialfunktion
vergleichbar. Sie ist also sehr gut. Wegen der gleichmaBigen Kon-
vergenz ist y(x) stetig in | x — %, | =a. Da y,(x) in R verlduft, ist
f(x, y,) erklirt und eine stetige Funktion von x. Aus der LIpscHITZ-
Bedingung folgt
|1, 9) — (%, 92) | < M|y — 3]
und daher existiert auch
7> 00

gleichmiBig. Aus

x

Yu(®) = yo + [F(E, yooy) dE

kS

ergibt sich daher fiir n— cc

y(#) = y0 + [ (£, v) dE.

Daraus folgt
2 =i, y).

So haben wir also eine Losung der Differentialgleichung gefunden,
die der gegebenen Anfangsbedingung geniigt. Fiir | x — %, | <agilt?
fir dieselbe |y(x) — 3| <aM < b.

Wir wollen uns noch iberzeugen, daB sie tatsichlich die eimzige
Losung ist, die die im Existenzsatz ausgesprochenen Eigenschaften
besitzt. Nimmt man an, Y (x) und v(x) seien zwei Lésungen, die der
Bedingung

y (%) = Y (%) = 3o

geniigen. u sei das Maximum der Differenz | Y (x) — y(»)| fir
%y = % = %y + «. o ist dabei eine Zahl, iiber die wir gleich noch niher
verfiigen werden. Dann ist 4

1, Y) —f(x,9) | S M]Y —y].
Aus
Y —y =f(x Y)—[x,y)
folgt weiter
Y —y| < Mu|x—% | Mp-a.

1 Diese Aussage entfallt in den Fillen, wo M nicht eingefithrt wurde.
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. . 1 .
Sei nun weiter o << 5712 SO ist

Y () —y@) [ <Y fir x<x <%+ o,

was nur dann keinen Widerspruch gegen die Definition von u be-
deutet, wenn g = 0ist. Dann fallen aber zwischen ¥ = x,und ¥ = %, +«
beide Losungen zusammen. Ebenso schlieft man im Intervall x, —
< x < x, usw. Tatsichlich existiert also nur eine Lsung bei gegebener
Anfangsbedingung?. Anfangsbedingung heiBt dabei die Bedingung, daB
fiir y (%) == y, sein soll. Es ist also am Anfang eines Intervalles, in dem
eine Losung gefunden werden soll, ihr Wert vorgeschrieben. Der ein-
gangs ausgesprochene Satz ist nun in allen Teilen bewiesen. Die Ge-
samtheit der nach ihm vorhandenen Integrale machen das allgemeine
Integral der Differentialgleichung aus. Jedes einzelne derselben heiBt
ein partikulires Integral. (Vgl. dazu die vorliufige Erklirung S.19.)
2. Bemerkungen: 1. Unsere Beweisfithrung 148t nicht erkennen, inwieweit
die gemachten Voraussetzungen fiir die Richtigkeit der Behauptungen notwendig
sind. In dieser Hinsicht hebe ich folgendes hervor. Fiir die Existenz der Losungen
reicht die Stetigkeit von f(x, ) hin. Erst fiir die Einzigkeit der Losung, d. h.
ihre eindeutige Bestimmtheit durch die Anfangsbedingungen muf} eine weitere
Bedingung wie die Lipscuitzsche gefordert werden. Dies hat zuerst PEaNO er-
kannt2®. Einen besonders durchsichtigen Beweis hat PERroN® gegeben. Einen
Beweis dafiir, daB (1) bei blofler von f(x, y) vorausgesetzter Stetigkeit stets
Losungen besitzt, findet der Leser auf S. 46{f. dieses Buches. DaB die Einzigkeit
der Losung ohne LipscHiTz-Bedingung verlorengehen kann, sieht man schon bei
der Differentialgleichung
+ ]/m fir » >0
Y = 0 fir =0
=Yyl fir x <0

x|x
4

| sind zwei Lésungen durch

an der Stelle ¥ = 3 =0. Denn y =0 und y =

diesen Punkt. Vgl. auch S. 70ff.
2. Die Giite der Konvergenz unseres Verfahrens, d. h. die Zahl der Schritte,
welche man nétig hat, um eine gewisse Annidherung an die Integralkurve zu er-

0
zielen, hangt wesentlich von der Zahl M, d.h. von dem Maximum von (—9—5 in

dem Rechteck ab. Man kann sich geometrisch leicht iiberlegen, daBl man es in
einem gewissen Mafe in der Hand hat. durch eine passende Substitution, die
geometrisch auf eine Drehung des xy-Koordinatensystems hinauslauft, hier

! Man kann unschwer unser Ergebnis dahin erginzen, daB es auBer der ge-

fundenen keine Losung gibt, fiir die lim f(¥) = y, ist. Wenn man also von einer
x> %
Lésung f(x) nur voraussetzt, daB sie fir x;, << # < x, -+ ¢ differenzierbar ist,
und daB lim f(x) = 4, ist, so ist sie schon mit der im Existenztheorem angegebenen
x> %,

identisch.

? Math. Ann. Bd. 37. 1890. Vgl. dazu G. Mie: Math. Ann. Bd. 43. 1893.

3 Math. Ann. 76.
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einigermaBen giinstige Verhiltnisse zu schaffen. Schon S. 2 war von der geo-
metrischen Deutung der Differentialgleichung die Rede. Ihr geometrisches Aqui-
valent war ein Feld von Linienelementen. Man kann demselben eine gewisse
Ubersichtlichkeit dadurch verschaffen, da8 man die Linien einzeichnet, in deren
Punkten Linienelemente gleicher Richtung liegen. Wir wollen sie die Isoklinen

0
der Differentialgleichung nennen. Wenn nun % einen groen Wert hat, so be-

deutet das geometrisch, daB sich auf den Parallelen zur y-Achse die Richtung
der Linienelemente rasch andert, daB also diese geraden Linien die verschiedenen
Isoklinen in rascher Folge durchsetzen. Wenn man also das Koordinatensystem
so legt, daB die Isoklinen einigermaBen senkrecht zur Richtung der x-Achse

stehen, so wird im neuen System (—9—:-5 einigermafBen klein werden und dann wird

die Konvergenz unseres Verfahrens besser. Das wiirde auch bei der zeichnerischen
Durchfithrung der Methode der sukzessiven Approximationen zur Geltung kommen.

3. Integralkurven in Parameterdarstellung. Durch eine Differential-
gleichung wird jedem Punkte des Bereiches B eine Gerade zugeordnet.
Dabei ist es gem4B den iiber f(x, ¥) gemachten Voraussetzungen aus-
geschlossen, daf3 die gegebenen Geraden der v-Achse parallel werden.
Die geometrische Auffassung 148t somit als willkiirlich erscheinen, was uns
wohl bisher als verniinftige Annahme erschien. Drehung des Koordinaten-
systems kann bewirken, daB f(x, ) an einzelnen Stellen unendlich wird,
und umgekehrt kann man ein solches Unendlichwerden von f (x, ) durch
Anderung des Koordinatensystems in der Umgebung eines Punktes viel-
fach beseitigen, indem man durch Drehung des Koordinatensystems zu
einer anderen Differentialgleichung {ibergeht, die auch in dem bisherigen
Ausnahmepunkt unseren Voraussetzungen geniigt, die aber in seiner
Umgebung dieselben Geraden vorschreibt, wie die gegebene. Ein Un-
endlichwerden von f(x, y) braucht also nicht notwendig ein singuldres
Vorkommen im Geradenfeld zu bedeuten. Es kann einfach auf der Lage

des Koordinatensystems beruhen, und bedeuten, daB eine Integral-’
1

f#.9)
stetig bleibt, kénnen wir durch Vertauschung von x und y zum Ziele

gelangen. Am besten entspricht aber der Ubergang zur Parameter-
darstellung der geometrischen Sachlage. Man kann durch irgendeine

kurve des Geradenfeldes! der y-Achse parallel wird. Wenn z. B.

Gleichung% = @ (%, y) mit stetigem ¢ (x, y) den Parameter ¢ ein-

fithren. @ (x, y) soll dabei lings einer Integralkurve nirgends verschwin-
den. Trigt man ndmlich rechts die Gleichung y = j(x) einer Lésung
ein, so gewinnt man hieraus durch Quadratur ihre Parameterdarstel-
lung?, wobei noch der ¢ =0 entsprechende Punkt auf jeder Losung
beliebig wihlbar bleibt, wie es der noch auftretenden Integrations-
konstanten entspricht. Durch Einfithrung dieses Parameters ¢ kann

1 d. h. eine Kurve, die in jedem ihrer Punkte die Feldgerade beriihrt.

3 dx
2 Esw1rda180_”‘¢(4 1(#), alsot——J‘ (>, fx))

w

BieserBACH, Differentialgleichungen. 3. Aufl.
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d . d .
man dann statt d%; = f(x, y) auch schreiben djt, =f+ @ und so diese

eine Differentialgleichung durch das System %' = ¢, y" = f- @ ersetzen.
Ein entsprechender Existenzsatz lehrt dann wieder, daB es unter ent-
sprechenden Bedingungen fiir f und ¢ genau eine Losung gibt, die fiir
t =1, die Werte x, und y, annimmt. Denkt man noch an die Will-
kiir in der Wahl des ¢ = 0 entsprechenden Punktes, so kann man auch
sagen, es gehe nach wie vor durch jeden Punkt x,, y, genau eine Inte-
gralkurve des Geradenfeldes, d. h. jetzt eine Losung des angegebenen
Systems!. Diese Betrachtungen legen es nahe, den Existenzsatz auf
Systeme von Differentialgleichungen auszudehnen.

4. Systeme. Man kann nunaberauch auf Systeme direkt die Methode der
sukzessiven Approximationen ohne jede nennenswerte Anderung iiber-
tragen und so auch noch allgemeinere Systeme betrachten wie z. B.

dy_ﬁ
g;*f(x:,":z) ,

dz
d}:g(x:yvz)'

Hier wird man dann x,y,z als drei Raumkoordinaten deuten.
Geometrisch bedeuten dann diese Gleichungen wieder, da jedem Raum-
punkt aus einem gewissen Bereich ein Linienelement zugeordnet wird.
Und dann geht wieder durch jeden Punkt eine Losung. Ich formuliere
nun gleich den Satz fiir das allgemeinste System:

ay; . c
da =l oov) E=12...n).

Die Funktionen f;(x, vy, ..., v,) Seien in einem gewissen Bereich der
x.y;, also z. B. in dem Bereich R: | x — %, | < a, |y, — 3% | < b; ein-

1 Die durch einen Punkt gehende Integralkurve des Geradenfeldes andert
sich nicht, wenn man vom Parameter ¢ zu einem anderen iibergeht. Denn ist
dx d :
it = Hx, »), ‘d’;} = g(x, y) ein System, das jedem Punkt eine Feldgerade zu-
weist, so ist auch

dx dy

a=lE ey, =g k)

far jedes nicht verschwindende % (¥, ) ein ebensolches System. Es geht aus dem
dt

ersten hervor, wenn man durch = h{x, v) lden neuen Parameter 7 einfiihrt.

Istdannx =2 (), y = y(f), ¥ (t;)) = t,, v (f;) = ¥, eine Integralkurve des ersten Sy-
stems, so ist ¥ = x({(1)), ¥ = y({(7)), f(ry) = ¢, offenbar dieselbe Kurve, aber
auch Integralkurve des zweiten Systems, da ¢(r) durch

dt
=t [ 6
2o

geliefert wird.
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deutig und stetig erklirt. Es sei darin

(4) [fl <M, und es sei b, > al,.

Endlich sei in R die L1PSCHITZ-Bedingung

B) 1y v — F @Y V) <Myt =57+ - - iy — i)
erfiillt. Dann gibt es genau n in | x — %y | << a stetige und wmit stetigen
ersten Ableitungen verscheme Funktionen v;(x), welche diesen Diffe-

rentialgleichungen gendigen, fiir welche y;(xy) = v\® ist, und die in
|  — x4 | < a stetig sind*.

5. Zusatz. Kommt insbesondere auf der rechten Seite x nicht vor,
so kann man x lings vielen Integralkurven als Parameter auffassen
und zu einem eine Gleichung weniger umfassenden System {ibergehen.
Durch jeden Punkt des %, y;-Raumes geht dann genaueine Lésung, die das
urspriingliche System in Parameterdarstellung liefert. Denken wir ins-
besondere an das ebene System zuriick, wo also zwel auf einen Para-
meter ¢ bezogene Differentialgleichungen x” = f(x, ¥}, 3" = g{x, y) vor-
liegen, so ist dieser Riickgang auf eine Gleichung nur dann nicht mog-
lich, wenn an einer Stelle x4, v4 sowohl f(xg, yo) Wie g(x,, v,) verschwin-
den. Dann wollen wir diese Stelle eine singuldre nennen. Wir werden
solche singuldre Stellen bald noch ausfithrlicher behandeln. Hier sei
nur einiges angefithrt, was aus unseren bisherigen Darlegungen von
selbst sich ergibt. Der fiir Systeme ausgesprochene Existenzsatz ist
auch hier ohne weiteres anwendbar. Es gibt genau eine Losung, welche
fiir ¢ = ¢, die Werte %, und v, annimmt, das ist eben die Losung x = x,,
¥ =13,, der geometrisch in der x-v-Ebene keine Kurve, sondern eben
nur der singuldre Punkt entspricht. Auch hier ist wieder? zu bemerken,
daB unsere Beweisfilhrung die Behauptung mit umfaft, daBl es auch
keine weiteren Losungen gibt, die bei endlichem ¢, fiir { — £, gegen x,
und 3y, konvergieren. Wohl aber kann es weitere Losungen geben,
welche fiir £— oC gegen x, und y, konvergieren. So sind ja z. B. fiir die

Differentialgleichung iy v

dx x
deren singulirer Punkt x = y = 0 ist, alle Geraden y = mx Losungen.
In Parameterdarstellung kann man das System %" = x, v/ = v wiihlen,
und

>

x=etx,, y=eéy

1 Es sei dem Leser als niitzliche Ubung iiberlassen, die fiir eine einzelne
Differentialgleichung in diesem Paragraphen vorgetragene Beweisfithrung auf
Systeme zu ibertragen. Besonders mag aber fiir spatere Anwendung hervor-
gehoben werden, daB auf die Bedingung (4) dann verzichtet werden kann, wenn
der Bereich R so erklirt ist: |# — #,| << a, alle y beliebig. Das trifft insbesondere
fiir Systeme linearer Differentialgleichungen zu, d.h. dann, wenn die f; lineare
Funktionen der y sind. Ebenso entfallen die Voraussetzungen (4) fir alle die-
jenigen unter den f, die z. B. in den ¥ linear sind.

2'Vgl. die FuBnote * auf S. 32.

3*
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werden Losungen, welche fiir £— — o0 gegen ¥ = 0 und gegen y =0
streben, obwohl ¥ = 0 und y = 0 die einzige Lsung des Systems ist,
welcher der Koordinatenursprung angehort.

Eine jede Differentialgleichung héherer Ordnung kann als Spezial-
fall eines Systems aufgefaBt werden. Betrachten wir z. B. die Differential-
gleichung zweiter Ordnung

(6) y”:f(x)y:y,)’
so kann man y' = z setzen. Dann ist (6) dquivalent mit dem System
(7 Y=z

Z=f(x,y,2).
So folgt aus dem Existenzsatz fiir Systeme auch ein Existenzsatz fiir
Differentialgleichungen hoherer Ordnung. Wir kommen S. 140 darauf
zurick.

§ 2. Die graphische Darstellung der Differentialgleichungen.

Fir unsere Zwecke ist die Darstellung vermittels der Isoklinen
die wichtigste. Wir haben oben schon dargelegt, dafl eine Differential-
gleichung iy

oder ein System von Differentialgleichungen

%=g(x'y)’ %zh(x,y)
[ ; jedem Punkt eines Bereiches B, in
y 1" dem f(x, 5). g(x, 5). h(x, y) cin-
/ deutig, stetig und mit stetigen Ab-
! leitungen erster Ordnung versehen
% / sein sollen, und in dem g und A
g /! nirgends gleichzeitig verschwinden,
4 / eine Gerade zuordnet, und daB also
N eine Differentialgleichung durch ein
7 /" ls Feld von Linienelementen gra-
L phisch dargestellt wird. Um nun in
g %‘( diese Darstellung eine gewisse Uber-
Abb. 34. abb.gp.  Sichtlichkeit zu bringen, verbanden
wir die Punkte des Bereiches,
welchen die gleiche Richtung zugeordnet ist, durch Kurven, die wir
Isoklinen nannten (vgl. S. 33). Wir versehen die einzelnen Isoklinen
mit Nummern und merken uns in einem nebenan verzeichneten Ge-

radenplan die zugehérigen Geraden anl.

! Man konnte natiirlich auch gerade Linien der verlangten Stellung an die
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In Abb. 3 verzeichnen wir das Bild der Differentialgleichung

ay x
ax
Abb. 4 zeigt die Differentialgleichung
dy 2
d—x“ - x2 + y 2 ky

wobei der kleinste Kreis-
radius als Lingeneinheit
gedacht ist.

Eine besondere Eigen-
tiimlichkeit weisen die
Linienelemente der line-
aren Differentialgleichun-

gen auf. Diejenigen Li- /
nienelemente niamlich,
welche zu Punkten mit

gleicher Abszisse gehoren,

5
)

sind auf einen festen L
Punkt hingerichtet. Wenn
niamlich die Differential-
gleichung
Abb. 1a. Abb. 4 b,

Y+ fx)y+egx) =0
gegeben ist, so gehort das Linienelement des Punktes x, y der Geraden

n=y—F®y+g)E—=x

an. Das Linienelement des Punktes x, y, aber liegt auf

n=y—(F@y+g®) E—x.

Beide Geraden schneiden sich im Punkt

R N 47)
dessen Koordinaten also nur von x, nicht von ¥ oder y, abhingen.
Man kann daher die Leitkurve

— L — ]

A T L A 15

statt der Isoklinen verwenden, wenn man zu jedem ihrer Punkte die
zugehérige Abszisse x derjenigen Linienelemente x,y,y’ anmerkt,
welche auf diesen Punkt hingerichtet sind. Natiirlich kann man von

Isoklinen selbst zeichnen. Es wiirde aber Wirrwarr geben, wollte man sie hier
so lang wahlen, dal man mit einiger Sicherheit dann durch andere Punkte Parallelen
dazu ziehen kann.
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hier aus auch leicht das Isoklinenfeld selbst zeichnen. Abb, 5 zeigt das

Bild der Differentialgleichung

Y=yx+1

mit der Leitkurve

1

1
E:x-———‘;—, n=-—-=

oder
W —né&—1=0.

Will man also z. B. das
zum Punkt (2, 3) gehorige

Abb. 5.

¥re

Linienelement finden, so
sucht man den Punkt der
Leithyperbel, dessen Ordi-
nate y = — % ist und ver-
bindet ihn mit (2, 3). Dies
liefert die Richtung des Li-
nienelements. (Vgl. Abb. 5;
an die Hyperbelpunkte sind

die Abszissen x angeschriecben. In unserem Beispiel ist also der
Hyperbelpunkt zu nehmen, an dem 2 steht.)

Will man ausgehend von der Leitkurve die Isoklinen zeichnen,
z. B. die zu " == 2 gehorige, so lege man durch alle Punkte der Leit-

NN KRG

Abb. 6.

kurve Parallele zu der ge-
wiinschten Richtung der Li-
nienelemente und bringe diese
mit den zu den einzelnen Kur-
venpunkten gehorigen Par-
allelen zur y-Achse zum
Schnitt. So erhilt man zu
jeder Abszisse denjenigen
Punkt, dessen Linienelement
die gewiinschte Richtung hat.

Sowohl Isoklinenfeld wie
Leitkurve koénnen auch mit
Vorteil verwendet werden,
wenn es sich darum handelt,
in der schon angedeuteten

Weise eine erste Ndherungsldsung der Differentialgleichung zu zeichnen.
Abb. 6 zeigt eine solche fiir die Differentialgleichung
y = x% + 92,
Man kann die Niherungen dadurch verbessern, daB man die Iso-
Klinen dichter wihlt. Auch empfiehlt es sich, in dem Streifen zwischen
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b,

zwei aufeinanderfolgenden Isoklinen die Naherungskurve nicht mit
einer der auf den Isoklinen vorgeschriebenen Richtungen zu zeichnen,
sondern dazu das arithmetische Mittel der auf beiden vorgeschriebenen
Richtungen zu verwenden. DaB3 dies Verfahren bei geniigender Ver-
feinerung gegen die wahre Losung konvergiert, werden wir bald be-
weisen und dabei gleichzeitig auch die Giite der bei jedem Schritt er-
reichten Niherung abschitzen.

§ 3. Wie beurteilt man die Giite einer Niherung?

Wenn man fragt, wie gut eine Niherung mit einer Losung iiber-
einstimmt, so verlangt man damit eine Abschitzung der Differenz
zwischen der Niherung und der Lésung. Oben, bei der zeichnerischen
Behandlung der Differentialgleichung, waren wir in Versuchung, schon
zufrieden zu sein, wenn wir nur sahen, daf3 die betreffende Funktion
angendhert der Differentialgleichung gentigt, oder anders ausgedriickt,
wenn sich herausstellte, daf die Tangenten der Losungen angenihert
mit den in den Punkten der Kurve im Feld vorgeschricbenen Geraden
iibereinstimmten. Und hier erhebt sich das Problem. Ich formuliere es
so: Man hat zwei Differentialgleichungen

(1) 2=z,
@) =Y +4(,Y).

f(x,y) soll in einem Bereich B stetig und beschrinkt sein und einer
Lipscuitzschen Bedingung geniigen. 4 (x, y) soll in B beschrinkt sein?.
Dazu kommt noch eine gleich zu nennende weitere Voraussetzung.
Man wiinscht zu wissen, wie gro8 die Differenz zweier Losungen der
beiden Gleichungen sein kann, wenn diese Losungen den gleichen
Anfangsbedingungen geniigen. Man wird natiirlich erwarten, daB ein
kleines 4 (x, ) einen geringen Unterschied der Losungen bedingt, oder
mit anderen Worten, daB3 die Losungen sich stetig mit der Differential-
gleichung dndern. Es soll sich aber auch darum handeln, den Unter-
schied der Losungen abzuschitzen.

Man braucht nur wieder die Lésungen nach der Methode der suk-
zessiven Approximationen zu konstruieren; dabei ergibt sich die Be-
antwortung unserer Frage mit Leichtigkeit. Zur Vereinfachung der
Rechnung wollen wir bei beiden Differentialgleichungen die gleiche
erste Ndherung verwenden. Als solche Niherung benutzt man eine
Losung Y (x) der zweiten Differentialgleichung, weil man sonst an-
gesichts der wenigen iiber 4 (x, Y) gemachten Voraussetzungen nicht
sicher ist, daB das Verfahren konvergiert'. Ich setze neben der Existenz

1 Stetigkeit wird nicht vorausgesetzt.
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dieser Losung voraus, daB3 diese Losung stetig und mit einer Ableitung
versehen sei, die bis auf endlich viele Spriinge stetig ist. Diese erste
Naherung sei

Yo (#) =Y (x) .

Die Losungen sollen so bestimmt werden, daB sie fiir x = x, den Wert
¥ =y, erhalten. Namentlich ist also vg(%,) = Y,(%,) = ¥,. Ich setze

[A(x,y)|<d.

Dann finde ich zunichst die beiden Néherungen

1 (®) =9y + [ 1 (& y0(8)dk
und '
Y(x) = o+ J1(E. 90 @) dE + [A(£,50(8) dk .
Ihr Unterschied kann sofort abgeschitzt werden:
[Y (%) — v, (%) | <02 — x,].
Daher wird weiter?!
]f(x,Y)-—f(x,yl)]<MiY—y1]<(5M]x——xo .
So erhilt man dann die Abschitzung
Y (%) — y2 (%) | =

= lf{f(s, Y) —f<s,y1>}d5+jA(s,Y)dsi <M B8 4 515 x).
Daraus ergibt sich wieder
106, ¥) — 1 (6,99 | < M| Y — 3] < oMz Z 200 g0 |0 — ).
Und daraus findet man
1Y —ygf < opp ool oy lEo 2ol gy g
Durch vollstindige Induktion bestitigt man, daB allgemein

| YJ—y,‘]»< 6M”*1W+ 6M"‘2|—x—(-;tx°—ll;!——i s O] x — xg).
Da aber nun fiir die Losungen Y (x) und v (x) selbst
Y (%) —y(x) = im{Y (x) —y, (%))
wird, so findet man aus unseren Abschitzungen:
(3) |V () —y(x)| < 8|5 — x| Mol

! Unsere Annahme iiber Y, (%) hat zur Folge, daB alle Y,(x) mit Y () tber-
einstimmen. M hat die auf S. 28 angegebene Bedeutung.
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Diese Formel ist es, die wir gewinnen wollten. Sie gilt fiir jedes Intervall,
in dem nach S. 27ff. das Verfahren der sukzessiven Approximationen
konvergiert. Die Linge dieses Intervalles hingt daher nur vom Bereich
B und vom Maximum des absoluten Betrages von (%, y) ab.

Sie bringt u. a. zum Ausdruck, dafB sich ber festen Amnfangsbedin-
gungen die Lisungen stetig mit der Differentialgleichung dndern.

Ich wende dies insbesondere auf den Fall an, daB die rechte Seite
einer Differentialgleichung

L =f(x,y.p)

stetig von einem Parameter y abhingt, genauer, daf sie eine stetige Funk-
tion von %,y und dem Parameter p ist, solange %,y einem Bereich B
und p einem Intervall I angehiren. Dann hingen auch die Lisungen
bei fester, d.h. von p unabhingiger Anfangsbedingung stetig von u ab.
Wenn auferdem f(x, y, u) erste Ableitungen nach y und nach p besitzt,
die threrseits stetig von x, %y, u abhdngen, so besitzen auch die Lisungen
erste Ablestungen nach u, die stetig von x und u abhingen.

Die erste Hilfte der Behauptung, welche sich auf die stetige Ab-
hingigkeit der Losungen von x und p bezieht, ergibt sich unmittelbar
als Anwendung der voraufgegangenen Betrachtungen. So bleibt nur
noch der auf die Differenzierbarkeit beziigliche Teil der Behauptung
zu beweisen. Dazu bilde man den nach g genommenen Differenzen-
quotienten auf beiden Seiten der Identitit
(4) {iy—f;’—m=f(x,y(x,ﬂ),#)-

Man erhilt

_d_(y (x,/t—i—Aﬂ)—y(x,/t)) _ @y + Ay, p+ Ap) —i(x,y,0)

dx au Ap ’
Dafiir kann man kurz schreiben?

d (4 a , A
(8) ﬂ(Ai) Za“é(x’y‘FﬁAy’”‘HM”)AZ
]
+a—;(x,y+ﬁAy,u+ﬁAy) <9<,

Das ist bei festem u und Ap eine lineare Differentialgleichung fiir den
Differenzenquotienten% , eine Gleichung, deren Koeffizienten an der

Stelle Ay = 0 noch stetig von dem in die Losung eingehenden Para-
meter Ay abhingen® Fiir Ay — 0 gehen die Koeffizienten der Dif-

! Im Falle, wo f(», ¥, #) analytisch von y, u abhangt, entwickle man rechts
nach Potenzen von Ay und Ay (statt der Anwendung des Mittelwertsatzes).

2 Unter den Ableitungen denken wir uns die Funktion (¥, g), also auch
Ay eingetragen. Ebenso denken wir uns # als Funktion von #» und g und 4 ¢ ein-
gesetzt. Die Koeffizienten der linearen Differentialgleichung konnen also als
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ferentialgleichung (5) in die der linearen Differentialgleichung
d

z A a9t
(6) i = oy Y ME (Y1)

iiber. Fiir g ist namlich eine feste Zahl zu nehmen, so daB y(x, u)
eine wohlbestimmte Funktion von x ist. Daher ist auch bei festem
Ay, Ay eine wohlbestimmte Funktion von x, die fiir Ay — 0 gleich-
méBig in x gegen Null geht. Daher unterscheiden sich bei festem Au
die Koeffizienten von (5) von denen von (6) um Funktionen von x,
die fiir Ay — 0 gleichmiBig in » gegen Null streben. Man wird ver-
muten, daB die bei %, verschwindende Lésung von (5) bei diesem Grenz-
iibergang Au —> 0 stetig in die bei x, verschwindende Ldsung von (6)

ibergeht. Falls dies richtig ist, so besitzt Z—Z— fir Ay— 0 einen Grenz-

wert, und somit ist die bei x, der Bedingung y(x,) = y, geniigende
Losung von (4) eine differenzierbare Funktion von w, deren Ableitung
nach g stetig von x und g abhingt. Den Beweis erbringt man am besten
durch direkte Integration der linearen Gleichungen (5) und (6) (vgl.
S.11). Die dort gegebene Auflosungsformel 148t die Richtigkeit unserer
Vermutung sofort erkennen. Man kann den Beweis aber auch dadurch
filhren, daB man das iber die Differentialgleichungen (1) und (2) ge-
wonnene Ergebnis (3) auf die Differentialgleichungen (6) und (5) an-
wendet, wobei also (1) durch (6) und (2) durch (5) zu ersetzen ist.
Wendet man die gleiche Betrachtung auf (6) an, dessen L&sung

Jy . . . .
z = 5% ist, so erkennt man, dall aus der Existenz und Stetigkeit der
Ableitungen von f nach y und u bis zur #-ten Ordnung einschlieBlich

ayn
S folgt.

Bemerkung: Alle Ergebnisse lassen sich auf Systeme ubertragen. Der
Leser iiberlege sich, welche der vorgetragenen Beweismethoden man zweck-

milig verwendet.

die Existenz und Stetigkeit von

§ 4. Abhingigkeit von den Anfangsbedingungen.

1. Stetigkeit. Der naiven Anschauung liegt die Auffassung nahe,
daB eine geringe Anderung der Anfangsbedingungen eine nur geringe
Anderung der Losung nach sich zieht. Wir wollen die Richtigkeit
dieser Ansicht bestitigen und zugleich eine Abschitzung der Losungs-
dnderung gewinnen. Auch hierzu leistet dig Methode der sukzessiven
Approximationen gute Dienste. Es sei

(1) 2 = (xy)

. . 4y
gegebene Funktionen von x angesehen werden. Der Differenzenquotient Az ist

zwar auch bekannt. Doch soll gerade die lineare Differentialgleichung benutzt
werden, um Naheres iiber ihn zu erfahren.
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die Differentialgleichung!. Die Anfangsbedingung fiir die Losung Y (x)
derselben sei
Y (x0) = yo;
fiir die Losung v (x) aber sei y (%) = vo + ¢, wo | £ | << sel. 9 bedeutet
eine vorgegebene positive Zahl.
Dann seien

Yo (%) = 3o Yo (%) =vo + ¢

Yy (%) = 9, +xff(§, Yo(x))dE vy (%) =+ &+ f F(E 0 (8)dE

thx)=yo+xff(s,yl)ds y()-—yo+e+ff(5yl &) dé

Folgen von Niherungslésungen.
Daraus gewinnt man

Y1 (%) — 9 (0)]| <9+ My |x — x]

|V (%) — 5 (0) | <0+ Myp|ac — xg| + M2y Z20
Vollstindige Induktion lehrt allgemein
Y, () — 3, ()| <7+ M| — o] + M2qEmfol oy ppag 2=t

Durch Grenzﬁbergang folgt
@ [ Y (%) —y (x) | S 5 M=l

Wir haben damit zugleich auch die GréBe des Einflusses ab-
geschitzt, welchen eine Anderung der Anfangsbedingungen auf den
Verlauf der Integralkurve #uBerstens haben kann. Hitte es sich uns
lediglich darum gehandelt, aufzuweisen, dafl die Lisung stetig von y,
abhidngt, so hitte die Bemerkung geniigt, daB die Niherungslésungen
stetig von y, abhingen und daB die Reihe

Yo+ 2 Wy — Vut)
gleichmiBig in y, konvergiert. Das folgt einfach daraus, daB die Ab-
schitzungen auf S.30 von der speziellen Wahl von y, unabhingig
sind, wofern nur (x4, y,) ein Punkt aus dem S. 28 eingefiihrten Recht-
eck ist. Man gehe nur unter diesem Gesichtspunkt die Betrachtungen
von S. 28ff. erneut durch!
Die Losungen sind also stetige Fumktionen der Anfangsbedingungen:

y =y (%)
Zu einem zweiten Beweis dieses Ergebnisses gelangt man durch
Anwendung des auf S.40 gewonnenen Satzes. Man mache, um das

L Wir kniipfen an die Voraussetzungen und die Bezeichnungen der S. 27 ff. an.
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einzusehen, in (1) die Substitution y(x) = z(x) + ¢. Dadurch geht
(1) in

d
(3) Ti =f(%,z + &)

iiber. Die Losung y(x) von (1) mit der Anfangsbedingung y(x,) =y,+¢
geht in eine Losung von (3) mit der Anfangsbedingung z(x,) = ¥,
iiber. Man hat also eine Losung Y (x) von (1) und eine Losung z(x)
von (3) mit gleicher Anfangsbedingung zu vergleichen. Daher liefert
die Abschitzung (3) von S. 40
[Y(x) —z(x) | <nM|x — x| eMiv—xl,
Daraus folgt
[ Y (x) —y @) | <n+nM|x — x| eMlz—%l,

ein Ergebnis, das je nach den Werten von %, M | ¥ — %, | besser oder
schlechter sein kann, als das oben auf direktem Wege gewonnene (2).

Die Linge des Intervalls, in dem die gefundenen Abschitzungen gelten,
ist allein dadurch bestimmi, daff das benuizte Verfahven der sukzessiven
A pproximationen konvergiert. Nach S. 4041 hingt daher die Intervallinge
nur vom Bereich B und vom Maximum des absoluten Betrages von | ab.

2. Differenzierbarkeit. Die eben verwendete Methode hat aber
den Vorteil, daB sie auch AufschluB iiber die Differenzierbarkeit der
Losungen als Funktionen der Anfangsbedingungen liefert. Wir kénnen
ndmlich ¢ in (3) als einen Parameter u auffassen, von dem die Losungen
abhingen. So liefert der auf S. 41 bewiesene Satz unmittelbar das Er-
gebnis, daf die Lisungen von (1) eimne stetige erste Ableitung nach ¥y,
besitzen, falls f(x,y) eine stetige erste Ableitung nach y besitzt, sowie
daf die Ableitungen der Lisungen nach vy, bis aur n-ten Ordnung ein-
schlieflich existieren und stetig sind, wenn die Ableitungen von f(x, y)
nach y bis zur n-ten Ordnung einschlieflich stetig sind.

3. Zusatz, Die Betrachtungen dieses Paragraphen lassen sich wieder
auf Systeme {ibertragen. Hieraus oder auch direkt kann man weiter
schlieBen, dafl die Losungen auch stetig von dem Anfangswert x, ab-
héngen. Man kann sie also in der Form ’

4) Y = @ (x; %o, ¥o)
schreiben und hat dann, falls noch die ersten Ableitungen von f(x, ¥)
nach » und y stetig sind, in @(x; x,, ¥,) eine samt ihren Ableitungen
erster Ordnung stetige Funktion vor sich. Man kann diese Gleichung
nach y, auflésen und schlieBen, dafl die Auflésung

Yo =19 (.9, %)
selbst samt ihren ersten Ableitungen stetig von x, y, %, abhingt. Die
Auflésung von (4) ist namlich durch

Yo = @(%o;%,Y)
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gegeben. Wenn man nidmlich mit (x, ) einen Punkt der durch (x,, v,)
gehenden Ldsung bezeichnet, so ist diese Losung auch durch diesen
Punkt bestimmt. Demnach muB insbesondere die durch x, v bestimmte
Losung durch xyy, gehen. Also ist

Yo = @ (%0;%, ),

und diese Funktion ist samt den ersten Ableitungen stetig in den
mehrerwihnten Rechtecken.

4. Bemerkung: Die Uberlegungen dieses Paragraphen erlauben es auch, den
EinfluB einer gleichzeitigen Anderung von Anfangsbedingung und Differential-
gleichung zu beurteilen. Wenn man dies z. B. auf Differentialgleichungen anwendet,
deren rechte Seite

9.0

stetig von #, y und einem Parameter 4 abhingt, so erkennt man, daB die Losung,
welche fiir ¥ = »; den Wert y, annimmt, stetig von den beiden Variablen y,
und g abhangt. Denn eine gleichzeitige geringe Anderung von y, und g zieht eine
geringe Anderung von f(#, ¥, #) und also eine geringe Anderung der Losung y
nach sich.

§ 5. Die EULER-CAUCHYsche Polygonmethode.

1. Die Methode. CAuCHY hat die bekannte zur Definition des be-
stimmten Integrales dienende Methode auf Differentialgleichungen iiber-
tragen. Wir haben den Ansatz dieser Methode schon mehrfach zur
nidherungsweisen Integration verwendet. Schon EULER lehrte ein ge-
nédhertes Integral dadurch finden, daB man vom Anfangspunkt aus in
der dort vorgeschriebenen Richtung ein Stiick weit vorgeht, in einem ge-
wissen Punkte dann zu der dort vorgeschriebenen Richtung iibergeht,
um diese ein Stiick weit einzuhalten usw. Aber erst CAUCHY hat be-
wiesen, da die Polygone gegen Integralkurven konvergieren. DaB dem
so ist, kann man mit den uns zu Gebote stehenden Mitteln am raschesten
folgendermaBen einsehen. Die durch das Polygon dargestellte Funktion
ist die genaue Ldsung einer allerdings unstetigen Differentialgleichung

ay
d—— = F ( ) .
Man definiere namlich F(x, Y) = f(x, Y) iiberall auBer in den Punkten
des Polygons. In den ihm angehérigen Punkten setze man F(x, Y)
gleich dem Richtungskoeffizienten der oder einer der hindurch gehenden
Polygonseiten.

Ich schreibe dann die Hilfsdifferentialgleichung so

%};:f(-’% Y+ {F(xY)—{(xY)}.

Setze ich dann noch F —f =4, so werden die Betrachtungen von
S.39ff. anwendbar. Jedenfalls soll f(x, ) der LipscHiTzschen Be-
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dingung gentigen. Daher konvergieren die auf

ay
ir 7(x,y)

beziiglichen Niherungen y,. Die auf

ay N

beziiglichen Niherungen Y, sind aber offenbar alle identisch, wenn
man wie S.39 fiir Y, die genaue Losung Y (x) dieser Differentialglei-
chung, das bekannte EULER-CAUCHYsche Polygon, nimmt. Diese Tat-
sachen geniigen aber, um die Betrachtungen von S. 39ff. anwendbar
zu machen. Man findet daher fiir den Unterschied zwischen der genauen
Losung durch (x4, yo) und der EULER-CAUCHYschen Néherung

Y (%) —y (%) | < 8| x — x| M350l

Dabei ist offenbar § weiter nichts als eine obere Schranke fiir den
absoluten Betrag der Differenz zwischen dem in einem Punkte des
Polygons durch die Differentialgleichung vorgeschriebenen Richtungs-
koeffizienten und dem im gleichen Punkte vom Polygon innegehaltenen
Richtungskoeffizienten. d kann daher wegen der gleichm#Bigen Stetig-
keit von f(x, y) dadurch beliebig klein gemacht werden, dal man die
Polygonseiten hinreichend kurz wihlt. Man hat also das Resultat:

Wenn lings einer jeden Sette des EULER-CAUCHYschen Polygons
die Schwankung von f(x,y) kleiner als & bleibt, und wenn ferner im
ganzen Bereich f(x,y) der LipscHITZschen Bedingung von S. 28 gendigt,
so ist der Unterschied zwischen der gemauen Lisung von

S (X)

und der EULER-CAUCHYSchen Ndiherung Eleiner als
6{.’)6— xo:Mix—"’O} .

2. Verallgemeinerung des Existenzsatzes. Ich will noch eine An-
wendung der EULER-CAUCHYschen Methode angeben. Es soll sich darum
handeln — wie schon S. 32 in Aussicht genommen wurde — zu be-
weisen, dall der Existenzsatz von S. 27/28 fiir Differentialgleichungen

(1) 2 =)

mit einer gewissen Einschrinkung schon dann gilt, wenn nur j(x, y)
in einem gewissen Bereich B stetig ist. Die Einschrinkung liegt darin,
daB jetzt durch jeden Punkt von B zwar mindesiens eine Losung von (1)
geht, daB es aber jetzt, wie schon S. 32 bemerkt wurde, im allgemeinen
mehr als eine Losung durch einen gegebenen Punkt gibt. Ich werde
also folgendes beweisen:
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Wenn f(x,y) im Bereiche B stetig ist und wenn x4, y, ein Punkt
aus B ist, so gibt es eine Zahl a >0 derart, daf mindestens eine fiir
| x — x4 | < a stetige Funktion y (x) existiert, fiir die (1) in | x — %y | < a
identisch erfillt ist, und fir die y(x,) = vy, 15t.

Zum Beweise grenze ich um x,, vy, ein B angehoriges Rechteck
| — % | < «, |¥ — ¥y | =B ab und ersetze alsdann (1) durch eine
Differentialgleichung
() 2 —g(xy),
deren rechte Seite im ganzen Streifen | x — %, | = « stetig ist, und wo
im Rechteck und an seinem Rande

g(x,y)=171(x,9)
gilt. Eine solche Funktion erhilt man, wenn man auBerhalb des Recht-

ecks glx.9) =1 (x50 £ B)
definiert, wo das obere oder das untere Zeichen gelten soll, je nachdem
¥ — ¥y > f oder y — y, << — B ist. Dieser Kunstgriff hat den Vorteil,
dal} wir fiir die neue Gleichung (2) im ganzen Intervall {x — x; | = «
eine Losung erhalten, die dann fiir alle die x-Werte der Gleichung (1)
geniigt, fiir die sie im Rechteck verlduft. Dadurch ist dann die Zahl 2 des
Satzes bestimmt. Diese ist wegen der Stetigkeit der Lésung sicher positiv.
Zur Konstruktion einer Loésung bedienen wir uns der Polygon-
methode. Zur Herstellung des #n-ten Polygones teilen wir das Intervall
| # — %y | = a in 27 gleicke Teile ein, so daB die zum #-ten Polygon ge-
hérige Einteilung durch Halbierung aller der Intervalle entsteht, die
beim # — 1-sten Polygon auftraten. Ausgehend vom Punkte x,, v,
konstruieren wir dann das #-te Polygon, indem wir stets in dem zwi-
schen zwei x-Teilpunkten gelegenen Streifen eine feste Richtung ein-
halten, ndmlich diejenige, die iiber dem x, zunichst gelegenen Teil-
punkt vorgeschrieben ist.

N =V, (%)
sei die dem #s-ten Polygon zugehorige Richtungsfunktion, so daB das
n-te Polygon selbst durch

(3) Yo (2) = yo + [ () dt
X0
gegeben ist!. Wir betrachten noch

@) Yo () = yo + [ (tyn () dt.

1 Die fiirr y,(#) vorhin durch Worte gegebene Definition 148t sich dann so
in Formeln ausdriicken. Ein Teilintervall sei von #, und #,, , begrenzt. #, sei
der x, zunichst gelegene Teilpunkt. Dann ist g, zwischen #, und #,,, so erklart:
Wa (%) =g (%, ¥»(#,)) und in den an x; anstoBenden Intervallen ist y, (#) = g (%5, ¥,)-
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Alle bei den verschiedenen Polygonen vorkommenden x-Teilpunkte
bilden eine abzihlbare Menge. Die Funktionen |4, (x)]| liegen alle
unter einer festen Schranke M, denn das sind Werte, die g(x, ¥) in
geeigneten Punkten annimmt. Daher sind nach (3) und (4) auch die
| ¥, (%) | und | y; (x) | unter einer festen Schranke gelegen. Daher kann
man aus der Folge der y, (%) eine Teilfolge auswihlen, derart, da3 an
allen Teilpunkten der

lim y,, (x)
existiert, Man numeriere, um das einzusehen, die Teilpunkte und be-
trachte die Werte der y, (x) am ersten Teilpunkte. Da sie beschrankt
sind, kann man eine konvergente Teilfolge auswihlen. Die dazu ge-
hérigen Funktionen y,(x) betrachte man am zweiten Teilpunkte und
wihle daraus eine auch dort konvergente Teilfolge aus usw.

So mége man nacheinander die Folgen

Yuy (%), Y (x)...

Vi (2)s Yoo (%)« -
erhalten, deren jede eine Teilfolge der vorhergehenden ist, und die
derart beschaffen sind, da3 die #-te Folge an den # ersten Teilpunkten
konvergiert. Die Diagonalfolge

yl1(x)! Vus (x)

konvergiert dann an allen Teilpunkten.

Ich werde nun zeigen, daB diese Diagonalfolge sogar fiir alle x aus
| # — %9 | = « konvergiert.

Sei namlich %; eine beliebige Stelle mit | x; — %, | = «, so gibt es
zwischen x, und x, beliebig nahe bei x, Teilpunkte. x, sei ein zwischen
%o und x, gelegener Teilpunkt, iiber den wir nun gleich passend ver-
fligen werden. Jedenfalls ist

Daher ist
lyn(xl) —yn(x2)| < Mlxl—x2l

fiir alle n. Man gebe eine Zahl ¢ > 0 vor und wihle %, so nahe an
x,, daB

&
M l Xy — Xg | < -3—
wird. Dann ist also
lyn (xl) "—y'n (x2)[ < 'g_’

einerlei, wie sonst x; und x, gewihlt sein mogen.
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Ferner wihle man alsdann » so groB, daB fiir alle p >0

]yn+'p (%2) — Y (%) l < %
ist. Da auch

[ Vntp (1) — Vnip (%) | < %
ist, so wird
|yn+p (xl) —Yn (xl) l <eg,
woraus die Konvergenz folgt. Es gibt also eine Grenzfunktion y(x),
fiir die
y (#) = limy, (x)
7> o

in |x — %y | <« gilt. Ich zeige, daBl diese Grenzfunktion stetig ist.
Dies folgt daraus, daB, wie eben schon bemerkt wurde, fiir srgend
zwel Werte x; und #,, fiir die
Mz, —x,| <e
ist, auch fiir alle »
lyn (xl) —Yn (xz) l <é
ist. Daher ist auch
|y () — v (%) | <&,
sobald
M|z — x| <e
ist.
Weiter streben die durch (4) erklirten y*(x) derselben Grenzfunktion
y(x) zu, wie die v, (). Denn aus (3) und (4) folgt

Y2 (0) =9 (0) = [ 26,7, () — pa (] 42

Nun aber sind die Werte von #,(¢) in den einzelnen Teilintervallen
konstant, und zwar stets gleich dem Wert, den g(¢, ¥,(#)) in der am
einen Ende des Teilintervalles gelegenen Ecke des Polygones y, (%)
annimmt. Daher ist wegen der gleichmiBigen Stetigkeit von g(x, y)

|8ty @) —va ()| <m,
sobald nur # groB genug ist, d. h., sobald alle Teilintervalle klein genug
sind. Daraus folgt sofort, da§

lim (y} (x) — y, (%)) =0

n—» 0
gleichmiBig fiirr | x — %, | < « gilt.

Ich zeige noch, daB die v, (x) gleichmiBig gegen y(x) konvergieren.

Dies kann den vorausgegangenen Betrachtungen sofort entnommen
werden. Denn wir haben folgendes bewiesen: Wenn

[ — %3] < 3—8]‘7[

BieBERBACH, Differentialgleichungen. 3. Aufl. 4
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ist, so folgt aus
| Ynsn (Fa) — ¥ (%2) | <5,
daB
| Yntn (1) — ¥ (21) | < &.
Man gebe daher ein ¢ > 0 beliebig vor und teile das Intervall
|2 — x| Lo
in endlich viele Teilintervalle ein, deren Linge kleiner als gsﬁistl. Zu

jedem Teilintervall gehort dann eine Nummer N derart, dafl im ganzen
Intervall
[yn+17 (x) —Yn (x) ’ <e
ist fiir beliebiges p >0 und # > N.
Das groBte dieser endlich vielen N sei N'. Es hat die Eigenschaft,
daB fiir # > N’ und $ > 0 in jedem der Intervalle, also auch im ganzen
Intervalle

]yn+p (x) — Va (x) ] <e
ist. Daher folgt aus

@
va0) =30+ [ et yn 0)at
in Verbindung mit der gleichmiBigen Existenz der Grenzwerte
y (¥) = lim y, (%),
7>
und

v (%) = lim y;, (%)

n-»> 0

und in Verbindung mit der Stetigkeit von g(x, v}, daB

y(x)=y0+Jg(t,y)dz

ist, und daraus folgt durch Differentiation, dafl y(x) eine Losung von
(2) ist, fiir die y (%) = v, gilt.

1 Dann 148t sich namlich in jedem der Intervalle eine Stelle #, finden, so daB
fiir alle anderen Stellen x; des Intervalles

&€

% — % | < 37
ist. An jeder Stelle, also auch bei x,, existiert lim y,(#,). Also gibt es ein N, so
n>co

dafB fiir alle # > N und alle p >0
| Snes (52) — Vo (32) | < 5

ist. Also ist fiir alle Stellen #; des Intervalles, fiir » > N und alle p > 0
[Vasp (#1) — va (#1) | < &
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Wir haben schon S. 32 bemerkt, daB es im allgemeinen noch weitere
dieser Anfangsbedingung geniigende Lésungen gibt. Man vgl. auch noch
die Bemerkungen auf S. 70ff.

§ 6. Integration durch Potenzreihen.

Wenn f(x,y) eine analytische Funktion seiner Argumente ist, so
werden auch die Lisungen dev Differentialgleichung
ay _
dr f (x: y)
analytische Funktionen. Wir wollen uns davon iiberzeugen.

Ich setze voraus!, daB f(z,w) in dem durch |z —2,| <4 und
| w — w, | = B bestimmten Bereich eine eindeutige analytische Funk-
tion der beiden komplexen Variablen z und w sei2. In diesem Bereich
sel weiter

[f(z, w)| <M.
Ferner seien a < 4, b =< B so gewihlt, daB

b>aM.
Es soll eine Losung der Differentialgleichung

)

gefunden werden, die fiir z =z, den Wert w = w, annimmt. Man
kann auch jetzt die Losung nach der Methode der sukzessiven Appro-
ximationen finden. Nur miissen jetzt einige Abschitzungen etwas an-
ders gewonnen werden. Wir benétigen vor allem eine Abschitzung

[]‘(z, w;) — [ (2, w2)|§M|w1—w2].

Diese gewannen wir S. 28 aus dem Mittelwertsatz3. Hier muB etwas
anders geschlossen werden. Man muB} ja nur erkennen, daB3

f(z, wy) — f(zﬂz_)
Wy — W,y

<M

ist bei passender Wahl von M. Nun ist aber
w, 9
flz,w) — [z, w5) = J‘Z)—w‘ 2, w)dw
wy

1 Man vgl. die Voraussetzungen auf S.27/28:
2 Sie soll also nach z und nach w differenzierbar und als Funktion der beiden
Variablen z und w stetig sein.

3 Der Leser vergleiche zum folgenden stets die entsprechenden Darlegungen
von S.29ff.

4%
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In |z—2,| <4, |w —w,| = Bist —5—; (2, w) gleichfalls analytisch.
Daher gibt es eine Zahl M > 0, so daB fiir alle diese z, w

af i
’ﬁ(z,w)igM

ist. Also ist |f(z, @) — f(z,wy) | < M | w; — w, |, da man geradlinig
von w, nach w, integrieren kann. Also gibt es eine Schranke M, wie wir
sie suchen. Wir kénnen nun wie auf S. 29{f. die Methode der sukzessiven
Approximationen ansetzen. Wir wihlen nur aus bald ersichtlichen
Griinden als erste Naherung w,(2) eine analytische Funktion. Ich setze
z. B. wy(2) = wy. Dann wird

w1(z)=wo+ff(C,w(,)dC-

Hier kann die z, mit z verbindende Gerade als Integrationsweg gewahlt
werden. Dann erkennt man, daB

(1) |wi(2) —wo| <Mz — 2]

ist. Genau wie auf S.30 kann man nun die weiteren Naherungen ab-
schitzen, wofern man nur geradlinig von z, nach z integriert. Wir
miissen uns nur noch dhnlich wie auf S. 80 vergewissern, daB das Ein-
setzen der gefundenen Niherungen w,(2) in f(z, w) zu analytischen
Funktionen f(z, w,(2)) fithrt. Dazu ist erforderlich, daB die Werte von z
dem Kreise |z — 2| = A4, und daB die Werte, die w,(2) annimmt,
dem Kreis |w — wy | < B angehdren. Setzt man |z — 2| = @ vor-
aus, so ist nach (1) |w, —w,| <aM < b. Wir wollen zeigen, daB
fir alle » und |z —2,| < 4 auch |w, —w,| <b ist. Wir nehmen
dem Verfahren der vollstindigen Induktion entsprechend an, daB
| Wy —wo | <bfiir |2 —2z,| < a. Dann ist wegen

wa(d) = wo + [ 1 (C, w0 4L
ersichtlich, daB '
|9, (2) —wo| M|z —2| <Ma<b.

So gelangen wir zu einer Folge von analytischen Niherungsfunktionen
w,(z), die fir |z — zy| =< a gegen eine gleichfalls analytische Grenz-
funktion konvergiert. Der Konvergenzbeweis ergibt sich genau so wie
S. 30. Es sei eine niitzliche Ubung fiir den Leser, das niher durch-
zufithren. Die Grenzfunktion @ (z) ist dann die gesuchte Losung der Dif-
ferentialgleichung. DaB es keine weitere gibt, die denselben Anfangs-
bedingungen geniigt, erkennt man, wie auf S. 31.

Als analytische Funktion kann man sie in eine in |2 — 2% | <a
konvergente Potenzreihe

(2) w(z) = wo + ¢, (2 — 20) + -
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entwickeln. Da man nun einmal weiB, daB man ihre Koeffizienten
so wihlen kann, daB sie eine Losung der Differentialgleichung dar-
stellt, so kann man ihre wirkliche Bestimmung auch auf anderem
bequemeren Wege vornehmen. Dazu bietet sich die Methode der un-
bestimmten Koeffizienten dar. Man geht mit der Reihe (2) in die Dif-
ferentialgleichung hinein und bekommt dadurch gewisse Bedingungs-
gleichungen fiir die Koeffizienten, aus welchen man sie berechnen kann.
Wenn nédmlich der Differentialgleichung

dw .
i 1z w) = Jag(z — z)t (w — wo)*
die Funktion
W= Wy + ¢;(2 — 2o) + -
gentigen soll, so sind zur Bestimmung ihrer Koeffizienten ¢, nur die
Ableitungen von w an der Stelle z, zu berechnen. Denn es ist ja
1 d*w

=k_fd2k iz=zu.

Cx

Man entnimmt aber sofort der Differentialgleichung, daB

dw
6 = 'EL=Z° = [ (29, Wo) = ¢

ist. Differenziert man die Gleichung einmal nach z und setzt z = z,,
so findet man

d?w
dz?

a8t af

of dw|
z=zn——azlw=w° dw

21 ¢, = = a9+ a9;¢;.

w=wn. Az |s=1z,

So kann man nacheinander die Koeffizienten berechnen. Denn jede
neue Gleichung erlaubt es, einen weiteren Koeffizienten durch die
vorher schon bestimmten auszudriicken.

Auch die weiteren Betrachtungen von S. 89ff. lassen sich nun un-
verdndert iibertragen. Insbesondere lehrt die Uberlegung von S. 41ff.,
daBl die Losungen analytisch von den Anfangsbedingungen abhingen
und analytische Funktionen eines selbst analytisch in die Differential-
gleichung eingehenden Parameters sind.

Auch auf Systeme lassen sich die Betrachtungen ohne weiteres
iibertragen.

§ 7. Ubertragung der SIMPSONschen Regel.

In der Integralrechnung lernt man verschiedene Formeln zur nu-
merischen Quadratur kennen. Die bekannteste ist die SimpsoNsche
Regel. Sie lehrt, daB das Integral

a+h

J#) = [f(x)dx

a
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angendhert durch die Formel
L= gif@+4f(a+t5) T 1@+ m)

ausgewertet werden kann. Die Giite der Ubereinstimmung kommt
darin zum Ausdruck, daf die Entwicklungen von J (%) und von J, (k)
nach Potenzen von % bis zu den Gliedern vierter Ordnung einschlieBlich
iibereinstimmen. Auch kennt man Formeln zur Abschitzung des
Fehlers.

Es ist ein gemeinsamer Zug aller dieser Formeln, den Integral-
wert ndherungsweise durch eine lineare Funktion geeignet gewihlter
Funktionswerte auszudriicken. RUNGE hat es zuerst unternommen,
nach diesem Gedanken N#herungsformeln zur Auflosung von Diffe-
rentialgleichungen zu gewinnen. KutTal hat in Verfolg dieser Unter-
suchungen durch eine lingere Rechnung folgendes Ergebnis gefunden.

Dasjenige Integral der Differentialgleichung

2 =i,
welches fiir x = x, den Wert y, besitzt, wird fiir ¥ = %, + % an-
gendhert durch die folgende RunNGe-Kuttasche Formel dargestellt:

(xo+h)—yo+ (K +2K,+ 2K, + K,).
Hier ist
Ky = [ (%0, o),

K2=f< )
K3:f(xo+—;“, )
K,=1f(x+h, yo+ K3h).

Entwickelt man sowohl die Losung, wie diese Naherung nach Potenzen
von %, so erhilt man Ubereinstimmung bis zu den Gliedern vierter
Ordnung einschlieBlich.

Was nun die Abschitzung des Fehlers anlangt, den man bei An-
wendung dieser Regel begeht, so gewinnt man durch einige Rechnung
auf Grund des TAvLoRschen Satzes das folgende Ergebnis: Der Unter-
schied zwischen der wahren Losung v, und der Niherungslésung y,
durch den Punkt (x,, y,) geniigt der Ungleichung

BMN | — 7 |N°— 1|
’yw_yni< [N—-1]

Dabei ist folgendes vorausgesetzt: Im Gebiete B: |x — x,] < a,
|y — 50| < b geniigt f(»,y) samt seinen partiellen Ableitungen der

1 Zeitschr. fiir Math. u. Phys. Bd. 46. 1901.
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vier ersten Ordnungen den folgenden Bedingungen:

7 (x,9) <M,

a(i+k)f[ N .
datayr| <1 (P E=3).
Ferner soll
|2 — x| N<1

aM<b

sein. Ich will die dazu fithrenden Rechnungen nicht reproduzieren.
Auf eine Aufstellung dhnlicher Fehlerabschitzungen im komplexen Ge-
biet kann verzichtet werden.

Ich will z. B. fiir ¥ = 0,2 dasjenige Integral von

y =x+y
berechnen, welches fiir x = 0 verschwindet. Die Niherungsformel lie-
fert 0,0214, die genaue Losung
y=e —x—1

ergibt auf vier Dezimalen genau gleichfalls 0,0214.
Die Approximation ist also besser, als sie die allgemeine Abschitzung
erwarten lieB. Denn diese liefert fir M =1, N=1,a2=0,1,6 =0,2
.94
immerhin als duBersten moglichen Fehler noch % Hitte man fiir

% ==0,1 gerechnet, so hitte man als moglichen Fehler nur T(?;-'* gefunden.
Will man auch fiir 0,2 eine groBere Genauigkeit erreichen, so kann
man erst den Wert der Losung fiir 0,1 berechnen und dann mit dem ge-
fundenen Wert als Anfangswert nochmals die RUNGE-KuTTAasche Regel
anwenden., Man hat dann auBer dem zweimal vorkommenden Fehler

von —1% noch den Fehler zu beriicksichtigen, der davon herriihrt, da3

. . 3
man am Anfang des zweiten Intervalles einen um hochstens 108 falschen

Anfangswert verwendet hat. Das macht aber nach S. 43 fiir den Wert
der Losung bei 0,2 héchstens % aus. Daher findet man durch zwei-

malige Anwendung der RUNGE-KuTTaschen Regel in der eben an-
gegebenen Weise die Losung fiir x = 0,2 bis auf einen Fehler von

9
]—0_4' .

Wer sich ndher fiir praktische Integration interessiert, moge zu
dem in dieser Sammlung erschienenen Buch von Rungg und KoONIG
iber numerisches Rechnen greifen.

AduBerstens
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III. Kapitel.
Die Liesche Theorie,

§ 1. Die Transformationsgruppe und ihre infinitesimalen
Transformationen.

1. Die Transformationen. Ist ein System von Differentialgleichungen

dx ax
(1) d—,l=P1(x1’x2)’ d—f=P2(x1,x2)

vorgelegt!, so kann diejenige Losung, welche fiir ¢ =1, die Werte
Xy = Xy, ¥y = Xy annimmt, in der Form

(2 %y =f1 (¢ — to, %19, %aq) » Xy = fp (£ — 2y, %19, %)

geschrieben werden. Die genannte Losung geht nidmlich durch die
Substitution v = ¢ — #; aus derjenigen Losung von
ax; .
7;=Pi(x1:x2) (i=12)
hervor, welche fiir v =0 die Werte %; = x,,(! = 1, 2) annimmt. Es
ist also

(3) %o = [ (0, %19, %30) (¢t =12).

Fiir jeden einzelnen Wert von # stellen die Gleichungen (2) eine
Transformation dar, welche den Punkt (x4, %55) aus B in den Punkt
(%,, %) desselben Bereiches iiberfiihrt, solange |# — £, | nicht zu gro8
ist. Wir wollen, um diese Annahme nicht immer erwihnen zu miissen,
lieber voraussetzen, daB die P;(x,, #,) samt ihren ersten Ableitungen
in der vollen (#,, x,)-Ebene stetig seien. LBt man ¢ von £, an sich 4n-
dern, so erhilt man eine Schar solcher Transformationen. Jede der-
selben transformiert den Punkt P, (%9, %5) in einen Punkt P, der
durch P, bestimmten Losungskurve der Differentialgleichungen (1).
Man nennt daher diese Integralkurven auch Bahnkurven der Trans-
formation und denkt sich den Parameter ¢ als Zeitparameter gedeutet.

2. Die Gruppe. Diese einparametrige Schar von Transformationen (2)
bilden eine Gruppe. Um das einzusehen, haben wir zu zeigen, dafBl 1. die
aus zwei Transformationen zusammengesetzte zur Schar gehort, und
daB 2. die inversen Transformationen zur Schar gehéren.

Sind

Tyt 2= [, (b — 1y, X0, Fao) (¢=1,2)
Lot H =1 (lp— b, %1, %9) (t=1,2)

1 Die P,(#,, #;) mbgen in einem Bereich B samt ihren partiellen Ableitungen
erster Ordnung stetig sein.
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zwei Transformationen der Schar, so ist nach (2)

Tzt %= [ (ta— %o, %10, Xao)» (t=1,2)
so daB also hierdurch die zusammengesetzte Transformation ¥,=%,%,
gegeben ist.

Insbesondere ist daher
%0 = [s(lo — 2, %1, %) (1=1,2)
die zu (2) inverse Transformation.
Dies erkennt man nach (3), wenn man in der vorausgegangenen
Betrachtung ¢, = £, setzt.
Will man die Transformation ¥; =%,¥, haben, so schreibe man
Lot x5 =[i(ta— 1, %10, %a0)

Tyt x=[{l— 1, %7, %3)

Tyt Fy="[;(la— fo, %10, %ao) -

Es ist somit ¥, = X,. Die Transformationen sind also vertauschbar.
Es liegt eine ABELsche Gruppe vor. Die Parameterwerte ¢ — £,, welche
die einzelne Transformation der Schar festlegen, werden bei der Zu-

sammensetzung addiert und die Summe der Parameter ist der Para-
meter der zusammengesetzten Transformation.

3. Infinitesimale Transformationen. Ist nun eine Funktion F (x,,%,)
vorgelegt, so wird es interessieren, ihren Wert in einem Bildpunkt
(#,, x,) mit dem Wert im Originalpunkt (%9, %5,) zu vergleichen. Tragt
man (2) in-F (%,, %,) ein, so findet man

4 F(t) = F(f; (t — £y, %105 %20)» fa (t — 2o, %10, %a0)) -
Es wird
oF

dF
F' () = 97, (%10, %a0) Py (#10, %20) + TN (%10, %20) Pa (%19, %z0) -

Will man F (#) nach Potenzen von ¢ — #, entwickeln, so wird der An-
fang der Entwicklung

F(t)=F(to) + (¢t —to) F'(to) +- - - .
Also

(5) F (%y, %) = F (%39, %39) + (¢ — to) UF (%39, %g0) + -+ =,
wenn man in iiblicher Weise zur Abkiirzung
oF oF
UF = m P 1 + ‘a‘;; P 2
setzt. Nimmt man die P; als geniigend oft differenzierbar an, so werden
die weiteren Koeffizienten der Entwicklung erhalten, indem man die
Operation U wiederholt anwendet. So wird dann der Koeffizient von
(—t)*
2

U*F=U(UF) = 52 (UF) P, + 52— (UF) P,.
2

9
ox,y
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In erster Anniherung ist die Anderung von F unter dem EinfluB einer
Transformation der Gruppe durch die in (5) angeschriebenen Glieder
gegeben. Diese Anndherung wird um so besser sein, je kleiner ¢ — £,
ist, d. h. je weniger die Transformation von der identischen abweicht.
Denn letztere kommt ja heraus, wenn man ¢ = {, nimmt. Die in (5)
angeschriebenen Glieder wiirden den Einfluf} der Transformation genau
wiedergeben, wenn diese durch

(6) %y =%;9 + (£ — fo) Py (%19, Xap) (t=1,2)

dargestellt wire, d. h. wenn es sich um die Integration von Differential-
gleichungen

dx,;

dr
mit konstanten rechten Seiten handelte. Man hat sich gewohnt, die
Transformationen (6) infinitesimale Transformationen zu nennen und
zu ihrer Bezeichnung UF zu verwenden. Insbesondere wird ndmlich

Ux; = P; (%1, %),
so daB man statt (6) auch schreiben kann

xi=xi0+ (t_to) leo (7: = 1, 2).

Die Kenntnis von UF lehrt nach (4), den EinfluB der Transformation
auf irgendeine Funktion zu ermitteln. Den ungefihren Ort des Bild-
punktes kann man durch mehrmalige Anwendung von (6) wie folgt
ermitteln. Man bilde nacheinander

Hiy = ;0 + (8 — o) Py (%10, Xz0)

Fig = %i1 + (ta — ) Pi (%11, %29)

= P; (%19, %a0)

Xip = Xip—1 + (tn - tn-——l) Pz (xl'n-l’ xz'n—l)‘
Dann wihle man die ¢, — #,_,, geniigend klein. Je kleiner sie sind, um
so genauer wird (%,,, %,,) die Lage von
%; = [ (bn — to» %19, %ao) (1=1,2)

besitzen. Man wendet also sukzessive immer Transformationen an, die
wenig von der Identitit abweichen. Die dabei herauskommenden
Zwischenpunkte sind weiter nichts als die Ecken eines der S. 45 betrach-
teten EuULERschen Polygone, die die Losungskurven der Differential-
gleichungen (1), d.h. also in unserer jetzigen Sprechweise, die Bahn-
kurven der Transformation approximieren.

4. Invariante Kurvenscharen. Es mége nun durch
F (%, x3) = const

eine Kurvenschar gegeben sein. Wir wollen feststellen, unter welchen
Bedingungen durch die Transformation (2) jede Kurve der Schar
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wieder in eine Kurve der Schar iibergeht. Dafiir ist notwendig und hin-
reichend, daB aus allen den Punkten, wo F einen festen Wert hat,
wieder Punkte werden, in denen F wieder einen festen Wert hat, mag
dies nun derselbe oder ein anderer sein. Dafiir wieder ist notwendig
und hinreichend, daB das F(f) von (4) eine Funktion von ¢ und von
F (2,9, %9¢) allein ist. Nun ist

F(t+h)y=TF{f, ¢+ h—ty, %19, %), [ (¢ + B — by, %19, %ap)}
= F{f1 (h, %y, %5), I (B, %4, xz)} ,
wenn man
%; = [ (8 — g, %195 ¥20)
setzt. Dies folgt aus dem oben {iber die Zusammensetzung der Trans-
formationen Gesagten. Also wird

, 0F oF
F'(t) = 3x, (%1, %9) Py (2, %5) + A (%1, %3) Py (%1, %) = U (F).
Ist dann F (¢ + ) eine Funktion von % und von F (x,, x,) allein, so
folgt, dal U (F) eine Funktion von F allein ist. Diese notwendige Be-
dingung fiir eine invariante Kurvenschar erweist sich nun aber auch als

hinreichend. Denn ist U (F) = @ (F), so wird

dF
— =0 (F).
Also
dF
t—ty= | 5 =T Fo).
Fo
Also

F=ow(F,t—t).

Wir haben somit das Ergebnis:

Datfiir, daf die Kurvenschar F = const durch die Transformationen (2)
0 sich tibergefiihrt wivd, ist notwendig wnd hinreichend, daf U (F) = @ (F)
ist, wo D (F) eine passende Funktion von F ist.

Ist insbesondere @ (F) = 0, so folgt F'({) = 0. D.h. F bleibt un-
gedndert. Dann geht jede Kurve der Schar in sich iiber. D. h. F = const
stellt die Bahnkurven der Transformation (2), d. h. die Integralkurven
der Differentialgleichungen (1) dar. Dies Ergebnis ist uns in der Tat
schon S.15ff. in etwas anderer Fassung begegnet.

§ 2. Die erweiterte Gruppe.

1. Erweiterte Gruppe. Die KurvenF = const werden im allgemeinen
die Integralkurven einer von (1) verschiedenen Differentialgleichung
sein. Es ist der Grundzug der Lieschen Theorie, zu ermitteln, welchen
Nutzen fiir die Integration einer Differentialgleichung die Kenntnis der
infinitesimalen Transformationen einer Gruppe besitzt, welche die In-
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tegralkurven derselben ineinander iiberfithrt. Um dies darlegen zu kén-
nen, wird es zunichst nétig sein, festzustellen, ob man nicht einem
System von Differentialgleichungen

(7) I = Q, (51, %) (=12

schon vor der Integration, d.h. bevor man die Integralkurven in der
Form F = const kennt, ansehen kann, ob seine Integralkurven eine
Transformationsgruppe (2) gestatten. Zu dem Zwecke wollen wir zu-
nichst feststellen, welchen EinfluB die Transformationen (2) auf ein
Linienelement haben. Ist

X0 = X;0(T)

eine stetig differenzierbare Kurve, so wird nach (2)

(8) %5 (T) = f1 (t — tg, %19 (7), %59 (7))
ihre Bildkurve bei festem ¢. Also wird
dxy _ 0f dxy, df; dxyy S
F i P el P =12

oder abgekiirzt
(2 %= F;(t— 1y, %19, %ag, %19, Kg) -
Die Transformationen (2) zusammen mit den (2') bilden wieder eine

Gruppe, die sogenannte erwesterte Gruppe. Die Funktionen F; von (2')
sind namlich die Integrale der Differentialgleichungen

, di; _9P;. | 0P, .
(1) ﬁ_ﬁ—ﬂx1+a_x;x2' (’1«—1,2)

Wegen (8) ist ndmlich fiir jedes v

dx;(z)
T=Pi(x1 (t), %5 (7)) -
Also
d#;, 0P, 8P, .
at Exl + 8x2.x2'

2. Differentialgleichungen mit Transformationen in sich. Nun kann
man die Betrachtungen des vorigen Paragraphen auf das von den Dif-
ferentialgleichungen (1) und (1') gebildete System ohne weitere Um-
stinde iibertragen. Insbesondere wollen wir die Frage beantworten,
wann das Vektorfeld einer Differentialgleichung (7) durch die Trans-
formationen der erweiterten Gruppe in sich tbergefithrt wird. Dies ist
gleichbedeutend mit der Frage, wann durch eine Transformations-
gruppe die Richtigkeit der Gleichung

F (%4, %g, %1, %) = %, Qg — %20, =0

nicht gestért wird. Nach den Darlegungen des § 1 ist dafiir notwendig
und hinreichend, daB8 fiir die erweiterte Gruppe UF = 0 ist immer dann,
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wenn F =0 ist. Es ist aber jetzt

UF =20 P+ 50 Pyt I0 (G005, + 500 i)

dF (0P, .
+8x \ax 1+ax )

oree S n B (s

1ax 2ax

Oder

+Qz<ax 1+ax 562) Ql(ax .1—+ 07g 922)

An nicht singulidren Stellen der Differentialgleichung (7) ist die
Bedingung, daB UF mit F gleichzeitig verschwinden soll, damit gleich-
bedeutend, daB

®) (032 —0.52) P + (0132 — 0. 52) ,

1 0P, 2 \
+0: (520 +520) — (e + 532 0) =0
ist. Wenn P, Q, — P,(Q, =+ 0 ist, so kann man hierfiir schreiben

(10) 7% (riagr) * ov: (ore ) =

Dafiir also, daf die Integralkurven der Differentialgleichung (7)
durch die zu (1) gehirige Transformationsgruppe in Integralkurven von
(7) dibergefiihrt werden, ist notwendig wnd hinreichend, daf entweder
P,Q, — P, Q; =0 oder daff (10) erfiillt ist. Die erste Moglichkeit ent-
spricht natiirlich dem Fall, daB die Integralkurven von (7) bei den
Transformationen der Gruppe jede einzeln in sich selber iibergehen.

§ 3. Differentialgleichungen mit bekannter Transformations-
gruppe oder mit bekannten infinitesimalen Transformationen.

1. Ermittlung von Multiplikatoren. Die Form (10) der Bedingung
dafiir, daB die zu (1) gehérige Transformationsgruppe, die die Integral-
kurven von (7) untereinander vertauscht, ohne sie einzeln festzulassen,
zeigt, daB aus der Kenntnis dieser Transformationsgruppe, ja schon
ihrer infinitesimalen Transformation, die Kenntnis eines Multiplikators
folgt. Denn die Gleichung (10) besagt ja unmittelbar, daB

1
NP~ Py
ein Multiplikator des Differentialausdruckes

() R R
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ist. Ist also D (x,, %,) eine Funktion, fir die

0D Qs 0D O
2 P~ Qe Py’ 0%, 1Py —0Q: Py

ist, so ist lings den Integralkurven von (7)
D (%,, x,) = const.
Das sind also die Integralkurven von (7).

2. Die Liesche Theorie der elementaren Integrationsmethoden. Die L1E-
sche Theorie der elementaren Integrationsmethoden besteht nun in der
Bemerkung, daB es in all den im Kap.I besprochenen Fillen relativ
leicht ist, infinitesimale Transformationen anzugeben, die die betreffende
Differentialgleichung in sich iiberfithren (ohne daB dabei die Integral-
kurven derselben einzeln festbleiben). Alle Beispiele von § 1 erscheinen
so als. Spezialfille des allgemeinen Falles, in dem man infinitesimale
Transformationen kennt, die die Differentialgleichung in sich {iber-
fithren. Die allgemeine Aufgabe, alle infinitesimalen Transformationen
von (7) zu finden, ist mit der Aufgabe identisch, alle Funktionenpaare
P,, P, anzugeben, welche die partielle Differentialgleichung (9) be-
friedigen. Es geniigt aber fiir die Integration von (7) ein solches Funk-
tionenpaar zu kennen.

Die Schreibweise (10) der Gleichung (9) lehrt, daB aus der Kenntnis
eines Multiplikators von (7) die Kenntnis eines Funktionenpaars ent-
nommen werden kann, das (9) geniigt. Ist namlich M ein Multipli-
kator von (7'), so ist

52 (MQ)) + 5= (M Q) = 0.

1 .
0P 0,7 St
Dann geniigen diese beiden (10) und daher (9), und daher bestimmen
P,, P, eine nichttriviale infinitesimale Transformation von (7). Damit
sind die Ausfithrungen von § 4 und 5 aus Kap. I der allgemeinen Theorie
untergeordnet.

Man bestimme zwei Funktionen P, und P, so, daf M =

3. Beispiele. Betrachten wir noch einige weitere Fille aus Kap. 1.
Wir haben damals nicht bemerkt, daB man im Falle der linearen
Differentialgleichung

Y +ix)y+ e =0
leicht einen Multiplikator angeben kann. Fiir die Liksche Theorie
schreiben wir diese Differentialgleichung so:

L ) %o — 9 (%)

dx,

- = 1.
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Es ist also Q, =1, 0, = — f(%,) %, — @(%,). Macht man den Ansatz
P, =0, so bleibt fiir P, nach (9) tbrig:

— 1) Py — 55 () e+ 9 () 357 = 0.

Es liegt nahe, % =0 zu nehmen. Dann bleibt fiir das nur noch von
2

%, abhingige P, iibrig:
P,
Man kann also
P, = ¢~f1m)an

nehmen. Somit ist
e 1

ein Multiplikator. Die Differentialgleichungen
%o Y liwyin
=0 =
liefern Transformationen der linearen Differentialgleichung in sich.
4. Eine allgemeine Substitutionsmethode. Im ersten Kapitel wur-
den mehrfach Substitutionsmethoden herangezogen, die zur Trennung
der Variablen fiihrten. Auch diese lassen sich von der Lieschen Auf-

fassung her systematischer verstehen. Betrachten wir z. B. die homo-
gene Differentialgleichung

dy y

o =1(7)
oder als System geschrieben

axy

T =1
(11) .,

()
Die Gruppe von Transformationen

%, = et xy,

Xy = €t %y,
die sich aus der Integration der Differentialgleichungen

axy dxy
at % T %

ergeben, fithren offenbar die Differentialgleichungen (11) in sich iiber.
In der Tat geniigen ja auch

Pi=2x, P,=x,

=1, 0=/(2)
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der Differentialgleichung (9). In

-

% f (;—:) — %3
hat man also einen Multiplikator. Wir arbeiteten aber auf S. 9 mit
der Substitution

=122
*1
Anders ausgedriickt: Wir filhrten durch
Nh=%
x
Y2 =x—j

neue Variablen ein, Die Kurven y, = const und ¥, = const sind dabei
die Niveaulinien des neuen Xoordinatensystems. Die Linien y, = const
sind die Bahnkurven der Transformationsgruppe, und die Linien
¥, = const stellen eine Kurvenschar vor, die durch die Operationen
der Gruppe in sich {ibergefithrt wird.

Damit haben wir eine allgemeine Substitutionsmethode erkannt:
Man fithre die Bahnkurven einer Transformationsgruppe, welche die
Differentialgleichung in sich iibertithrt, sowie eine weitere, bei dieser
Gruppe invariante Kurvenschar als neune Koordinatenlinien ein. Dann
sind in dieser neuen Verinderlichen — die man kanonische nennt —
die Variablen getrennt.

In den neuen Verinderlichen erhalten wir ein Paar von Differential-
gleichungen fiir die Operationen der Transformationsgruppe, deren Lo-
sungen %, == const sind und die zugleich Bahnkurven der Transfor-
mationen sind. Ferner sind die x, = const eine invariante Kurven-
schar der Gruppe.

Damit
dx
7[,1 = Py (%1, %)
dxy
a5 = P2 (%1, %)

durch x, = const befriedigt wird, muB Ux, = P,(%,, %,) = 0 sein.
Damit #, = const eine invariante Kurvenschar ist, mu8 nach S. 59
U % = Py (%, %)
eine Funktion von x; allein sein. Die Gruppe ist also durch
dx dx
7‘; =P 1 (xl) ’ _72 =0

d
definiert. Diese Gruppe muB nun die transformierten Differential-
gleichungen in sich iiberfithren. Die Q, und Q, miissen also der par-
tiellen Differentialgleichung geniigen, die sich ergibt, wenn man in (10)
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P, = P,(x,), Py =0 eintragt. Das liefert
7}
A ( Ql > —_ 0 .

0% \Qe Py
Also ist

Q1

QP @ (xo)
eine Funktion von x, allein. D.h.

& — Py (7y)

Q. @(x)

Also Q, =A(xy, x5) Py(xy), Qp =2 (xy, %,) @{x,) flr ein passendes 4.
Die transformierten Differentialgleichungen werden also
a
di.; = A (%, %) Py (%)
a
SR = Ay, x) @ (%)
Fihrt man durch

dr 1

d_Tl T A (% %)

einen neuen Parameter 7, ein, so kann man auch schreiben

dxy dxy
it = Py (%), i, ¢ (%)
a . . .
oder auch 222 = 22 pic Variablen sind also getrennt.

dxq Py (%9)

5. Beispiel. Diese allgemeine Bemerkung erklirt auch den Erfolg,
den die Substitution
v=x-+y

auf S. 8 bei der Differentialgleichung

ay
= =1+
hatte. Denn schreibt man

dxy dxy
qr ﬁ-]‘(%‘l‘xz):

so erkennt man, daB die Operationen
Xy = Xyg4 by Hg = Ko — ¢
die Differentialgleichung in sich iiberfithren. Diese Transformations-
gruppe entstammt den Differentialgleichungen
dx_q 4%

dt o= 1

Bahnkurven sind die Geraden

x; + x, = const,
BiesersacH, Differentialgleichungen. 3. Aufl. 5
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eine invariante Kurvenschar die Geraden
x; = const .

In der Tat wird auch (9) bzw. (10) von S. 61 durch P; =1, P, = —1,
Q, =1, Q, = [(% + x,) befriedigt.

§ 4. Projektive Transformationen.

Besonderen Reiz diirfte es haben, die voraufgegangenen Betrach-
tungen mit den Vorstellungen der projektiven Geometrie in Verbindung
zu bringen. Dies wird in verschiedener Richtung geschehen.

1. Affine Gruppe. Wann ist die durch

dx;

dr ZQi(xl’ xz) (7’: 1-2)
definierte Gruppe eine Gruppe affiner Transformationen ? Die Gruppe
soll also so aussehen

(12) %= Ao 1 By Xyo 1 Aoy Xgp (t=12),

wo die a;; passende Funktionen von ¢ — ¢, sind. Durch Differentiation
nach ¢ kommt

(13) X = g+ a3 Xy F Ay Xy

213%9

Da in (12) die Determinante 1 = 0 sein soll, so kann man aus (12)

A19%59
die x;, entnehmen und in (13) eintragen. Also kommen hier Differential-
gleichungen der Form

(14) X = 0oy 0y % + % Xy (t=12)

in Frage. Hier sind dann die «;;, die zunichst von ¢ abhéingen koénn-
ten, Konstante, da wir Differentialgleichungen betrachten wollen, deren
rechte Seiten vom Parameter nicht abhingen.

Die so gefundene Bedingung ist auch hinreichend. S.9/10 haben wir
uns ndmlich gerade mit der Integration von Differentialgleichungen
der Art (14) befaf3t. Sie waren nur damals nicht als System geschrieben.
Den dortigen Ergebnissen kann man tatsichlich entnehmen, dall die
Lésungen von (14) in der durch (12) angedeuteten Weise von den An-
fangswerten abhédngen.

2. Projektive Gruppe. Die affinen Transformationen sind ein Spezial-
fall der projektiven. Zu der Behandlung der letzteren fiihrt man am
besten homogene Koordinaten x,, %,, #; ein. So lautet jetzt die Frage
nach denjenigen Differentialgleichungen, deren Integrale sich in der

Form
3
(15) X = DAy %oy 1=1,2,3
]
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schreiben lassen. Die a,; sind dabei passende Funktionen von ¢ — ¢,
mit nicht verschwindender Determinante. Eine der in 1. angestellten
ganz analoge Uberlegung fiihrt jetzt auf Differentialgleichungen
3

(16) X = Xy X (t=1,23),
wo die «;; Konstanten sind. Dal3 auch umgekehrt die Lésungen von (16)
sich in der Form (15) schreiben lassen, ergibt sich so: Unter den Inte-
gralkurven von (16) kommt stets mindestens eine reelle Gerade vor.
Man unterwirft die Gleichungen (16) einer projektiven Transformation,
die diese Integralgerade zur uneigentlichen Geraden macht. Dabei ent-
stehen wieder lineare homogene Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten. Da aber jetzt x; = 0 eine Integralgerade ist, so hat die
letzte Differentialgleichung die Form

!
Xy = Kgg X3-

. . . . X
Geht man dann zu inhomogenen Koordinaten tiber, indem man §, = );1 ,
3

x .. .. . . - .
&, = ;2 setzt, so erhilt man fiir die &, Differentialgleichungen der

Form 3(14). Aus dem fiir diese schon geldufigen Ergebnis folgt, daB
auch bei den (16) die Losungen die Form (15) haben. Da man eben-
so auch die %, durch die x; ausdriicken kann, ist die Determinante von
Null verschieden. Man kann also sagen, daB man die Losungen von
(16) aus den Losungen von Differentialgleichungen (14) durch pro-
jektive Abbildung bekommt. Die Differentialgleichungen (14) kénnen
durch Parallelverschiebung nach S.9/10 homogen gemacht werden. Da-
her gehen die Losungen der Differentialgleichungen (16) durch projek-
tive Transformation aus den Ldsungen von Differentialgleichung

dy __ax -+by
dx ~ cx 4+ dy

hervor. Die Losungen solcher werden wir S. 74 in anderem Zusammen-
hang ausfithrlich diskutieren.

Es sei eine niitzliche Ubung fiir den Leser, die hier skizzierten Ge-
dankenginge in allen Einzelheiten durchzufithren und auch den hier
stillschweigend unterdriickten, S.9/10 aber erwihnten Ausnahmefall
durchzuarbeiten.

Hier werde nur noch angemerkt, daB man in der Literatur den
inhomogen geschriebenen Differentialgleichungen (16) berfliissiger-
weise den Namen Jacosische Differentialgleichung zu geben pflegt,
weil man sich immer noch daran erinnert, da3 JACOBI, in priprojektiver
Zeit diese Differentialgleichung zuerst studiert hat. Setzt man

_ % ¥

x =2, =2
Xg Y ¥y’
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so wird
dy _ ¥g¥) — ¥yxg (opy % + clop¥ + 0tyg) — ¥ {033 + atgo¥ + ig)
dx x3xh — 24x; (1% 4 0¥ - oy3) — X (g1 ¥ + e 4 0t3)

die Jacosische Differentialgleichung. )

Die Losungen solcher Differentialgleichungen pflegt man nach
KieIN und LiE als W-Kurven zu bezeichnen®. =

Wir beschlieBen damit unsere knappe Skizze der Lieschen Ge-
dankenginge, soweit sie fiir die Theorie der Differentialgleichungen
erster Ordnung in Betracht kommen. Wir verweisen den interessierten
Leser erneut auf die S. 27 erwihnte Literatur fiir weiteres Eindringen
in analoge Theorien bei Differentialgleichungen héherer Ordnung und
bei partiellen Differentialgleichungen.

IV. Kapitel.
Diskussion des Verlaufs der Integralkurven.

§ 1. Elementare Betrachtungen.

In diesem Kapitel soll rein qualitativ ein Uberblick iiber den Verlauf
derIntegralkurven gewonnen werden. Wir werden ihr Steigen und Fallen,
ihre Konvexitit und Konkavitit, ihre Wendepunkte und einige weitere
Dinge, die wir bald angeben werden, untersuchen. Zunichst soll in diesem
Paragraphen angedeutet werden, wie man oft schon durch ganz simple
Betrachtungen iiber die eben genannten Fragen AufschluB gewinnen
kann. Wenn die Differentialgleichung f (x,v,y") = 0 vorgelegt ist, so stellt
f(x,y,0) =0im allgemeinen Kurven dar, welche die Teile des Geraden-
feldes, in welchen die Integralkurven bei wachsendem x steigen, von
denjenigen trennen, wo sie fallen?. Differenziert man die Differential-
gleichung nach #x, so erhilt man f, -+ f,-3" + f,» -»" = 0. Daher sind
die Wendepunkte der Integralkurven unter den Punkten (x, ¥) ent-
halten, fiir die bei passender Wahl von 3’ die beiden Gleichungen

" of , of ,
fx,9,9)=0, 37 tayy =0
gelten. Diese Punktmenge oder Kurve, wenn man so sagen will, trennt die
Teile des Richtungsfeldes, wo die Integralkurven konkav sind, von den-

1 Math. Ann. Bd. 4. 1871.

2 Der Zusatz ,,im allgemeinen’’ deutet darauf hin, daB unter Umstinden
f(#,9,0) = 0 keine Kurve ist, wie z. B. bei f =4’ oder daB unter Umstinden
auch die Integralkurven iiberall steigen, wie z. B. fir f= »2 — 3’, wo also
f(#,v,0) = 0 nicht trennen kann. Sind aber Stellen beiderlei Art im Feld vor-
handen, so werden sie durch f(x, ¥, 0) = 0 voneinander getrennt.
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jenigen, wo sie konvex sind. Ohne weiteren Zusatz kénnen diese An-
gaben nur dann verwendet werden, wenn die Differentialgleichung
in der Form 3" =F (x, y) vorgelegt ist, und wenn dabei F (x, y) in einem
Bereich B samt seinen ersten Ableitungen als eindeutige und stetige
Funktion erklart ist. Dann wird F (%, ¥) =0 der Ort derjenigen Punkte,
wo die Integralkurven der x-Achse parallel sind und

oF oF

wird der Ort der Wendepunkte. Wir wollen an einem Beispiele die
Verwertung der Angaben niher kennenlernen.

Es sei ' =1 + xy vorgelegt. Der Ort horizontaler Tangenten ist
die Hyperbel 1 + xy = 0, wihrend die Wendepunkte auf der Kurve
dritter Ordnung x + vy + x2y = 0 liegen!. Beide Kurven sind in Abb. 7
punktiert  eingetragen.
Schon diese wenigen Be-
merkungen erlauben es,
zu erkennen, daB die In-
tegralkurven denin Abb.7
verzeichneten ungefihren
Verlauf haben miissen.
Man kann durch Be- =~ 4
trachtung der Isoklinen KA z
der Genauigkeit der Zeich- J =
nung noch etwas zu Hilfe ,
kommen, z. B. beachten,
daB die Achsen stets un- ;
ter 45 Grad durchsetzt Abb. 7.
werden. Aber nicht alle
Integralkurven kénnen die x-Achse treffen. Auch solche Kurven sind
in Abb. 7 zu sehen. Wenn man nimlich z. B. vom Punkte (4 2, — 2)
beginnend eine Integralkurve fiir wachsende x verfolgt, so fillt sie
standig, verfolgt man sie aber fiir abnehmende x, so steigt sie an, bis
sie die punktierte Hyperbel trifft. Hier ist sie der x-Achse parallel,
um dann bei weiter abnehmendem x wieder zu fallen.

J

1 Die Punkte dieser C; sind tatsichlich Wendepunkte der Integralkurven. Denn
fur das y”” der Integralkurven findet man 9"/ =2 4 3 vy + 22 + x%y. Die
Kurve 2 +3 xy + #% + 23y = 0 hat aber keinen eigentlichen Punkt mit der
C, gemein. Man kann noch hinzufiigen, daB jede Integralkurve, welche die C,
trifft, in diesem Schnittpunkt dieselbe auch durchsetzt. Denn in einem solchen
Schnittpunkt (x,, ¥,) gilt fir die Richtung y der Integralkurve: y; = 1 4 #,9,,
wahrend sich die Richtung y; der C; aus 1 + 2,3, + (1 4+ #7) ¥, = 0 ergibt.
Im Falle einer Berithrung beider im Punkte (x,, ¥,) miiite y) = y; sein. Das
kann aber nur fiir y, = 0 moglich sein. Hier aber ist wegen der Gleichung der
C, auch x; = 0. In diesem Punkte (0, 0) aber ist y; =1, y; = — 1.
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§ 2. Singuldre Punkte.

1. Allgemeine Bemerkungen. Wir haben S.27ff. bewiesen, dal
unter gewissen Voraussetzungen durch jeden Punkt eines Gebietes B
nur eine Losung der Differentialgleichung 3" = (%, ) geht. Die Voraus-
setzungen aber waren diese: f(x, y) soll in B eindeutig und stetig sein
und einer LipscHITz-Bedingung

lf(x:yﬂ _‘f(x:yz)]éMlyl"‘yzl

geniigen. Dabei ist M eine von x und dem Wertepaar y,, y, nicht ab-
hingende passende feste Zahl. Wir wollen uns nun die Frage vor-
legen, inwieweit die Bedingungen fiir die Giiltigkeit des Ergebnisses
auch nofwendig sind. Zunichst erinnern wir uns (vgl. S.47), daB die
bloBe Stetigkeit von f(x,y) schon die Existenz der Losungen zur
Folge hat. Wenn nur f(x, y) eine stetige Funktion ist, so geht durch
jeden Punkt von B mindestens eine Losung hindurch. Aber ohne weitere
Voraussetzungen iiber f(x, ¥) kann man nicht nachweisen, da§ durch
jeden Punkt nur eine Losung geht. Tatsichlich kann man Differential-
gleichungen mit stetigem f(x, v) angeben, welche mehrere Losungen
durch ein und denselben Punkt schicken. Das gilt z. B. bei der Diffe-
rentialgleichung —

Y=+ 7Viyl

Denn ihre Losungen sind neben y = 0 die Parabeln
y=3( kR (fir x> — )
y=—1(x+hn (fir x<—5),
welche bei x = — A die x-Achse beriihren.
Aber erinnern wir uns an die Definition der Losung: Losung heift
jede differenzierbare Funktion, welche der Differentialgleichung geniigt.

Daher sind auch solche Kurven als Lésungen anzusprechen, welche
aus einem geradlinigen Stiick und einem Parabelbogen bestehen. Z. B.

y=0 fir x <L a
=2%(x—a)?2 flir x=>2a (a=0).
Durch den Punkt x =0, y =0 geht auBler diesen Losungen auch
die Losung y = 0 hindurch?,

Ein weiteres Beispiel ist dieses: Die Ldsungen sollen durch folgende
Kurven geliefert werden:

y—a, a0 fir y<0
y=82 0SB fir 0y <o
y=x224+y, yp=0 fir y =22,

(o, B, y Parameter

der Kurvenscharen)

1 Fir x << — kb ware 9 nicht mehr positiv, so daB also nur diese Parabel-
bogen der Differentialgleichung geniigen.

2 Auch anlaBlich der Betrachtung der Crairautschen Differentialgleichung
ist bereits ein @hnliches Vorkommnis erwahnt worden.
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Daraus ergibt sich fiir das f(x, y) der Differentialgleichung
fx,y) =0 fir y<0

22, 0[
J‘(%,y)=J i A fir 0y <a?
0, x=0]

fx,y) =22 fir y> a2

Dies so fiir alle x, y erklirte f(x, y) ist durchweg stetigl. Gleichwohl
gehen durch den Koordinatenanfangspunkt unendlich viele Losungen,
ndmlich die zwischen y = 0 und y = x? gelegenen Parabeln y = Bx2.

Man hat zeigen koénnen, daB3 stets dann, wenn durch einen Punkt P,
wo f(x,y) stetig ist, mehrere Losungen gehen, dieselben zwischen
zwei- dullersten Losungen liegen und einen von beiden bestimmten
Bereich in der Umgebung von P liickenlos ausfiillen2.

Eine hinreichende Bedingung dafiir, daB eine stetige Differential-
gleichung durch jeden Punkt nur eine Losung schickt, haben wir in
der LipscuiTz-Bedingung erkannt. Oscoop? ist in der Frage nach hin-
reichenden Bedingungen fiir die Einzigkeit der Losungen zu folgendem
Ergebnis gekommen: ¢ (u) sei eine stetige Funktion, ¢ (0) =0, ¢ (%) > 0

%o
. . d .
fir 4 >0, lim f—u=oo, 0<e<<#uy. Es sei
e>0 (p(u)

9 —F(x, %) | S @ lyr— 2],

in dem der Betrachtung unterliegenden Bereich. Dann gibt es bei
gegebener Anfangsbedingung nur eine Losung. Man kann also z. B.
mit @(u) = ulog % arbeiten. TAMARKINE® hat eine hinreichende Be-
dingung fiir die Existenz mehrerer Losungen hinzugefiigt. Es sei y ()

stetig und monoton wachsend, y(0) =0 und f% konvergent,
0

ferner
Hx,y) —Hx, v) [ Z vy — 9.

in der Umgebung von (%, o). Dann gehen durch diesen Punkt mehrere
Losungen?.

! Far (#, y) = (0, 0) folgt dies daraus, da8 fiir alle (x, ) [Hx, v) | <2 #] ist.

2 Man vgl. W. F. Oscoop in den Monatsheften fiir Mathematik und Physik
Bd. 9, S.331. 1898. Ferner H. KNESER in den Sitzgsber. preuB. Akad. Wiss.,
Physik.-math. K1. 1923, S. 171, wo ein analoger Satz fiir Systeme bewiesen wird.

3 Math. Zeitschr. Bd. 16, S. 207. 1993.

4 Wegen weiterer Literatur, auch betr. Ausdehnung auf Systeme, vgl. den
zusammenfassenden Bericht von M. MULLER im Jahresbericht der Deutsch.
Math. Ver. Bd. 37, S. 33ff. 1928.
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Nun will ich weiter noch Differentiaigleichungen betrachten; bei
welchen die Stetigkeit des Richiungsfeldes in einzelnen Punkien unter-
brochen 1st.

Eine Stelle, wo eine oder die andere Voraussetzung unseres Exi-
stenzsatzes von S. 27/28 nicht erfiillt ist, soll stets eine singuldre Stelle
heiBen.

2. Typische Fille, 1. Ich betrachte
ay ¥

dx x
und will den Verlauf der Losungen dieser Differentialgleichung in der
Nihe des Koordinatenanfanges untersuchen. Da die Lgsungen die
Geraden y = cx sind, so zeigt sich, daB alle Integralkurven den Koor-
dinatenanfang passieren. Denn jede Integralkurve ist durch einen

ihrer Punkte (x,, v,) festgelegt. Die durch diesen Punkt gehende Inte-
gralkurve ist y = %‘1 x. Tatsiachlich ist ja auch —% fiir (%, y) =(0,0)
0

nicht stetig, und das ermdéglicht es, dal durch diesen Punkt nicht eine;
sondern alle Losungen gehen. Aber nicht jede Unstetigkeit am Koor-
dinatenanfang hat diese Folge.

2. Wir brauchen nur die Gleichung

ay vy

(1) 'i; = a 7‘ , a =*= 1
zu betrachten, um dies einzusehen. Man findet nidmlich y = cx® als
Losungen. Je nach der Beschaffenheit von a zeigen diese aber ver-
schiedenes Verhalten. Den Fall 4 =1 haben wir ja schon vorweg-
genommen. Ist a positiv, so erkennt man, daB nach wie vor alle Integral-
kurven durch den Koordinatenanfang gehen. Sie berithren dort alle
die x-Achse, wenn a > 1 ist. Sie berithren alle bis auf eine die y-Achse,
wenn a < 1 ist.

Wir sagen in all den bisher behandelten Fallen, es liege in (0, 0)
ein Knotenpunkt der Losungen vor.

Ein ganz anderes Bild bieten die Fille 2 << 0 dar. Dann sind nimlich
durch A
hyperbelartige Kurven dargestellt, deren Asymptoten die x- und die
y-Achse sind. Die eine der beiden Geraden, ndmlich y =0 gehért
auch zu den Losungen. Beide Geraden werden Losungen, wenn man statt

) % =ay betrachtet. Es hat
abgesehen von ¥ = 0 die gleichen Losungen wie (1). Wir sagen in diesem
Falle, es liege ein Satielpunki vor, weil die Integralkurven &dhnlich
aussehen wie die Hohenlinien in der Nihe eines Gebirgssattels.

In allen diesen Fillen gibt es also Integralkurven durch den Koordi-

natenanfang, also durch den singuliren Punki der Differentialgleichung.

der Gleichung (1) das System (Z—"; =%
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Darunter waren immer — wenn wir an den Systemfall denken -— min-
destens zwei Geraden. Nur eine Gerade kommt unter den Integral-
kurven von

x +

3.y = vor. Die Integralkurven sind ndmlich

y = x(c + log| %)

und darunter kommt nur die Gerade x = 0 vor. Alle Integralkurven
gehen durch den Koordinatenanfang, weil fiir x — 0 auch y — 0 strebt.
Wir haben also noch einen Knotenfall.

Nun werden wir endlich noch Fille kennenlernen, wo keine Integral-
kurven durch den singuliren Punkt gehen.

4. So sind z. B. die Integralkurven von

ay x

dx —  y
die Kreise

x4+ yi=c.

Wenn, wie in diesem Beispiel die Integralkurven sich geschlossen
um den singulidren Punkt herumlegen, spricht man von einem Wirbel-
punkt.

5. Endlich betrachte ich noch die Differentialgleichung der logarith-
mischen Spiralen

dy _x+ay
dx ax —y°

Zur Integration dieser Gleichung fithrt man am besten Polar-
koordinaten durch
X =7CosQ
=7 sin @
ein. Dann wird die Gleichung
dr
g
Also sind wirklich die logarithmischen Spiralen

=7ra.

¥ = Cce*?P
die Losungen. Diese durchsetzen bekanntlich alle Strahlen durch den
Ursprung unter einem festen Winkel, dessen Tangens % ist. DaB dies
der Fall ist, kann man ja auch direkt aus der Differentialgleichung

ablesen. Setzt man nimlich

1
- =g
und

y
v =8y,



74 1. 4. Diskussion des Verlaufs der Integralkurven.

so kann man ja die Differentialgleichung so schreiben

Y =tg(e+ ).

Jedesmal dann, wenn, wie in diesem Beispiel die Integralkurven
sich asymptotisch um den singuliren Punkt herum winden, spricht man
von einem Strudelpunks.

Die hier untersuchten Beispiele sind nun zunichst typisch fiir die
homogene Differentialgleichung

dy _ Cx+4 Dy
dx Ax 4+ By’

wie wir im nichsten Paragraphen sehen werden. Sie sind aber auch
typisch fiir eine ausgedehnte weitere Klasse von Differentialgleichungen

(§ 6).
. . . . ,__ Cx +Dy
§ 3. Die homogene Differentialgleichung y = VYEY TR

Ich setze voraus, daB in dieser Differentiaigleichung AD — BC =+ 0
ist. Denn sonst sind auf der rechten Seite Zihler und Nenner proportio-
nal, so daB sich die Gleichung auf 3’ = const bzw. im Systemfall auch
auf x" = 0 reduziert.

Die an den Beispielen des §2 und schon frither gesammelten Er-
fahrungen lassen es zweckmiBig erscheinen, statt

, Cx+ D
(1) Y = 1By
das System iz
d—:Ax—}—By
@) t
dy )
i =Cx + Dy

zu untersuchen. Jede Losung von (1) gibt zu einer Losung von (2)
AnlaB und umgekehrt fithrt jede Lésung von (2) zu einer Losung von

(1), es sei denn, daB fiir dieselbe % =0 ist, d.h. daB es sich um eine
Parallele zur y-Achse handelt. Man kann also auch sagen, daB der Uber-
gang von (1) zu (2) eine Erweiterung des Begriffs ,,.Lésung von (1)
bedeutet.

Ich will zunichst zusehen, welche Vereinfachungen das System (2)

durch eine lineare Koordinatentransformation erfahren kann. Ich fithre
durch?
(3) =artfy
n=yx+0y
(«, B, 7,9 sind Konstanten, fiir die «d — By < 0 ist)
1 Ein Leser, der den Matrizenkalkiil beherrscht, wird die folgenden Betrach-

tungen knapper fassen koénnen. Vgl. z. B. L. BIEBERBACH: Analytische Geo-
metrie. S.79. Leipzig: B. G. TEuBNER 1930.
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die neuen Verdnderlichen &, % ein. Ich erhalte
¢ dx dy g dx dy
a=ra TP w=rva oG

Ich will versuchen, durch passende Wahl der «, 8, v, § das System auf

die Gestalt
dé dn
) 2=k, = =Aam (A1, 4, konstant)

zu bringen. Das fithrt dazu, daB fiir alle x, y die beiden Gleichungen
x(@Ad + BC) + y(@B + D) = A(xx + py)
%(yA+06C)+y(y B+ 0D)=A(yx+9dy)

gelten. Daher mul sein:

5 HA— R HFC=0 g 7A—R)+0C=0

un
«B +BMD—4)=0 y B + (D —2)8=0.
Das sind zwei Paar linearer Gleichungen mit je zwei Unbekannten

o, bzw. y,d. Sollen dieselben nichttriviale Lésungen besitzen, so
miissen A4, und A, die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung

A—i C |
B D—li—
2 —AA+D)+AD —BC=0

sein. Man nennt sie die charakteristische Gleichung des Systems (2).

Wenn diese Gleichung zwei voneinander verschiedene Wurzeln besitzt,
so gehéren dazu vermoge der zwei Paar linearer Gleichungen (5) vier
Zahlen o, f,v, 6, deren Determinante «d — gy von Null verschieden
ist. Anderenfalls wire das dem einen Gleichungspaar (5) geniigende
Zahlenpaar «, # dem Zahlenpaar y, § proportional, das dem anderen
Gleichungspaar (5) geniigt. Da es sich um homogene Gleichungen
handelt, so darf man ¥ =« und é = nehmen. Dann wiirden aber
die beiden oberen Gleichungen (5) zur Folge haben, daBl «d, = ad, ist.
Wegen 4, &= 1, wire also « = 0. Aus demselben Grund wire f =0.
Wir hitten es also doch mit den trivialen Lésungen der Gleichungen (5)
zu tun. Es ist also «d — By == 0. Daher ist durch (3) eine lineare Sub-
stitution erklidrt, welche das System (2) auf die Form (4) 'bringt. Da
AD — BC = 0 angenommen wurde und da nach (6) AD — BC = 1,4,
ist, so kann keines der beiden A verschwinden. Sind insbesondere 4,
und 4, reell, so sind sofort einige der im vorigen Paragraphen besproche-
nen Fille wieder zu erkennen. Wenn aber die 4; und A, konjugiert
komplex sind, so bleibt erst noch zu untersuchen, welcher der im vorigen
Paragraphen besprochenen Fille sich unter dieser komplexen Form
verbirgt. Um das zu erkennen, mache ich in (4) die neue Substitution

(6)

oder

E=7rel?, n=rete,
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So erhilt man das System

/_"(2'1"%‘7-2) /_}-1_‘12

r=TTe ="
Die Integralkurven sind also

A+ A A — A
1’—_—(}1€Xp<1272>, @ = 12i 2(t+02)’
d. h.
A+ A

8 = AR,
(8) 7 CeXP<7’11—12 )

Dabei sind ¢, ¢,, ¢ Konstanten und exp (x) bedeutet ¢=.
Die Integralkurven werden also Spiralen, es sei denn, daf}

At A=0

ist. Dann sind es geschlossene Kurven (Ellipsen, da die x, y mit den
&, 7 durch eine affine Transformation verbunden sind). Es liegt also
ein Strudelpunkt oder ein Wirbelpunkt vor.

Nun bleibt noch der Fall zu behandeln, wo die quadratische Glei-
chung (6) zwer zusammenjallende Wurzeln hat.

Ich betrachte erst den Fall, da die Gleichungen (5) identisch
erfillit sind. Dann kann man a« =1, § =0, y =0, 6 =1 nehmen.
Die Substitution ist also £ = %, y = 7. Daher hat jetzt das System (2)
von vornherein die Gestalt:

dg; =hx, IZ_:: =hy
mit lauter geradlinigen Integralkurven. Sind aber die Gleichungen (5)
nicht identisch erfiillt, so wollen wir die Koeffizienten «, aus (5)
bestimmen, die y, § aber zunichst noch beliebig annehmen, aber so,

daB «d — By = 0 ist. Dadurch wird dann (2) auf die Form
d d
(9) P =nE U_Teyay

gebracht.

Hier ist aber 4 = A,. Dies folgt daraus, daf die charakieristischen
Gleichungen fiiv das wyspriingliche System (2) und das transformierte (9)
tibereinstimmen. Geht namlich durch irgendeine Transformation (3) das
System (2) in

&
(10) = =A4&+ By

an

{iber, und ist

x=o'é+ 7
y=y&+0y
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die zu (2) inverse Transformation, so wird (im Sinne des Matrizen-
kalkiils

(ra) = G ED) 5
r4a)  \yé/\CD/\y' &
und also)

A—2 B | «f|ld—i B iaf

I 4—37 yoi| ¢ D—allys)
wie man sofort nachpriift. Die charakteristische Gleichung des trans-
formierten Systems hat also dieselben Wurzeln wie die charakteristische
Gleichung von (2). Daher ist in (9) auch 4 = 4,. In dem so erhaltenen
System

dS__ dn
37—1115, ﬁ—-rf—}“}»ﬂ?

mache man im Falle I" 4= 0 nun weiter die Substitution "¢ = 4,¢,.
Dann geht es in
g,
dt

=h&, T=aE )
iiber, und dies haben wir schon im vorigen Paragraphen untcrsucht.
Von Koordinatentransformationen abgesehen, sind also die im
vorigen Paragraphen studierten Fille die einzigen, welche bei den
in der Uberschrift dieses Paragraphen genannten Differentialgleichungen
vorkommen.
Ich merke noch die rechnerischen Ergebnisse der Uberlegungen
an. Unsere Differentialgleichungen (2) zerfallen zunidchst mit Riicksicht
auf die Gleichung (6) in drei Klassen:

Klassz I: (4 —D)2+4BC>0
" II: (4A—D)2+4BC <0
. III: (A—D)2+4+4BC=0.
Bei Klasse I sind alle Integrale in
x4+ 0y)~4 (wx + By)* = const

enthalten. 2, und 4, sind die beiden Wurzeln der Gleichung (6). «, 8, y, &
kénnen aus (5) berechnet werden. Wenn dann 4, und 4, gleiches Vor-
zeichen haben, d. h. wenn

AD—BC>0

ist, so haben wir einen Knotenpunkt. Wenn aber 4, und 1, verschiedene
Vorzeichen haben, wenn also

AD—BC<O0

ist, so liegt ein Sattelpunkt vor.
Bei Klasse II kann gleichfalls das allgemeine Integral auf die Form

(yx + 0y) " (o x + B9)* = const
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gebracht werden. Das ist keine reelle Schreibweise. Die Betrachtungen
von S.75 und von S. 76 lehren aber, wie dieselbe zu erhalten ist. Man
findet beim Ubergang zu Polarkoordinaten von &, % aus nach (8)
lﬁ—f.: og az+fy

(@x 4+ By) (rx + 0y) =ce™ ™ T,
Es liegt im allgemeinen ein Strudelpunkt und ausnahmsweise ein
Wirbelpunkt vor. Insbesondere arten die Spiralen in Ellipsen aus,
wenn A; + A, = 0 ist. Thre Gleichung wird

‘ax 4+ fyiz=c.

Setzt man
X =0y + 0y

B=1p+1p,
so wird ihre Gleichung
(% + B1Y)? + (ax % + Bay)? = c.
Bei der Klasse III liegt wieder ein Knotenpunkt mit einer einzigen
Geraden
ax+pBy=0
vor, deren Koeffizienten o, § sich aus (2) bestimmen.

§ 4. Allgemeine Sitze iiber den Verlauf der Integralkurven
im reellen Gebiet.

1. Vektorfeld. Die bloBe Anwendung der Sitze iber die stetige
Abhingigkeit der Integralkurven von den Anfangsbedingungen 148t
weitgehende Schliisse iiber den Verlauf der Integralkurven einer Diffe-
rentialgleichung
(1) iz_ _ Q(x9)

ax P (x,9)

in einem Gebiete B zu, wo Zihler und Nenner als eindeutige und
stetige mit stetigen ersten Ableitungen nach x und y versehene Funk-
tionen erklart sind. | P(x, ) | und | Q(x, ) | mogen in B unter einer
Schranke M bleiben. Es erweist sich fiir die Betrachtung als zweck-
maBig, die Integralkurven auf einen Parameter ¢ zu beziehen und also
die Differentialgleichungen in der Form

(2) T =Py, ZL=0@9

anzunehmen. Durch diese Einfilhrung wird das durch (1) definierte
Feld von Linienelementen durch ein Feld von Vektoren (gerichteten
Geraden) ersetzt. Denn durch (2) wird nicht nur die Tangente der
Integralkurve im Punkte (¥, y) gegeben, sondern auch die Richtung
bestimmt, in welcher fiir wachsende ¢ die Integralkurve den Punkt
passiert. Nur in den Punkten, wo P und Q beide verschwinden, wird
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keine bestimmte Richtung erklart. Wir nennen solche Punkte singulire
Stellen des Vektorfeldes. Bei den folgenden Darlegungen aus diesem von
H. PoincaRE?! begriindeten Gebiet stiitze ich mich im wesentlichen auf
eine Arbeit von BENDIXSONZ:

2. Feld von Lésungskurven. Zunichst betrachten wir einen Kurven-
bogen x = x(1), ¥ = y(1) (1o =7 =1,), der nirgends den Feldvektor
beriihren soll und fir den %' (r) und y’(z) stetig sind und nicht gleich-
zeitig verschwinden.

Die Liosungen durch die Punkie dieses Kurvenbogens bilden in einer
gewissen. Umgebung desselben ein Feld, d.h. sie erfilllen einen diesen
Kurvenbogen enthaltenden Bereich vollig derart, daBl durch jeden
Punkt desselben genau eine Losung geht. Es seien

(3) x=x07), y=y(¢1)
diese Losungen. Es sei

2 (b, 7) =2(1r), ¥, 7) =y(7).
Dann ist

nach S. 41 fiir 7y < 7 = 7; und alle ¢ einer gewissen Umgebung von £,
stetig und von Null verschieden. Denn fiir ¢ = ¢, ist dies der Fall, da
die Anfangskurve die Losungen nicht beriihrt. Nach bekannten Sitzen
iber implizite Funktionen kann man daher fiir alle %,y aus einer
gewissen Umgebung der Anfangskurve die Gleichungen (3) auf genau
eine Weise durch Werte ¢ aus der Nihe von £, und Werte 7 aus jenem
Intervall befriedigen, worin unsere Behauptung liegt.

3. Verhalten der Losungen fiir groBe Parameterwerte. Wir haben
schon S. 35 festgestellt, da zu jedem Punkt x = x,, y ==y, des Ge-

bietes B und endliches £, genau eine Lsung gehdrt, fiir die lim x {£) = x,,
1>t

lim y (f) = y, ist. Eine Anderung des endlichen Wertes £,, welchen man
>t

dem Punkte zuordnet, dndert an der Losungskurve x = x(f), y = y(f)
nichts; dadurch dndert sich nur die Parameterdarstellung. Das folgt
sofort daraus, daB eine Substitution ¢, =¢ + % die Differentialglei-
chungen, auf deren rechter Seite ja der Parameter fehlt, nicht dndert.
Hat man also zwei Lisungen

% (@), () und %, (%), ¥, (%)
devart, daf fiir t =ty, t* =1, + h
%y (bo) = % (bo + 1), ¥1 (o) =y, (b0 + A)

1 Die in Betracht kommenden Arbeiten PoincaRrEs aus den Jahren 1878—1887
sind in dem Bd.1 der Oeuvres de HENRI POINCARE bequem zuginglich.
2 Acta mathematica Bd. 24. 1900.
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ist, so st fir alle T
2y (b +7) =2 (o2 +7), ylo+T)=90+"+1).

Eine solche durch einen Punkt x,, vy, festgelegte Losung wollen wir
nun auf ihrem weiteren Verlauf verfolgen. Sie moge etwa von x,, v, aus-
gehend ein Stiick weit nach der Methode der sukzessiven Approxi-
mationen durch eine Reihe dargestellt sein. Ist dann x,, y; mit dem
Parameterwert #, ein weiterer durch diese Darstellung erfater Punkt
der Losung, so kénnen wir fiir x,, v,, ¢, erneut das Verfahren der suk-
zessiven Approximationen ansetzen und so die Losung ein Stiick weiter
verfolgen. Nun sind zwei Fille denkbar. Entweder kann man dabei
bei fallenden oder bei wachsenden Parametern nicht {iber einen ge-
wissen endlichen Grenzwert T des Parameters hinauskommen, oder
aber man kann dabei zu beliebig groBen Werten des Parameters ge-
langen. Es geniigt dabei vollig, wachsende Parameter zu betrachten.
Der andere Fall wird durch die Substitution ¢, = — ¢ auf diesen zuriick-
gefiihrt. Zunichst ist leicht zu sehen: Wenn man bei der Fortsetzung
nicht zu beliebig grofen Parameterwerten gelangen kann, wenn also die
obere Grenze T der lings der Kurve in B erveichbaren Parameterwerte
endlich ist, so kann die Lisungskurve fiir gegen T wachsende Parameter-
werte wnicht tm Inneven eines abgeschlossenen Teiles des Bereiches B
bleiben. Denn nach Voraussetzung gilt lings der Kurve:

[Px@), y@) <M, 10(x@), y@) <M fir t(,<t<T.
Daraus folgt

|2(t) — x(t) | <Mit, — L), y@) —yE) <M Ity — 25!,
Das bedeutet aber die Existenz der Grenzwerte
lim x (f) = a, limy() =b.
t>T t>T
Der Punkt (a, b) miifite somit dem Inneren von B angehéren. Das
widerspricht aber der vorhin erwidhnten Feststellung von S. 35, weil
man sonst die Losung fiir 7 ibertreffende Parameterwerte verfolgen
konnte. Der Punkt (a, b) liegt also am Rand des Bereiches und gegen
ihn konvergiert die Kurve fiir £ —+ T.
Ich wende mich zu dem anderen der beiden unterschiedenen Fille.
In ihm kann man die Lgsung fiir beliebig groBe Parameterwerte in B
verfolgen, ohne einen gewissen abgeschlossenen Teilbereich von B
dabei zu verlassen. .
Ich will den Spezialfall vorwegnehmen, daB beide Grenzwerte

limx (f) = a, limy@) =b
> > o

existieren. Dann ist, wie ich zeigen will,
Pa,b)=0 und Q(a,d)=0.
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(a, b) liegt nimlich in B; wire z.B. P(a, b) = 0, so wire jedenfalis
fiir geniigend groBe ¢, z. B. fiir £ > m,

P(a,b)
5 -

| P (%) ))§>

Daher wire wegen der Stetigkeit von P(x (#), y () fir groBe ¢ entweder
stindig
P (a b)

P(x(t),y@) > >0,

oder stindig
P (a b)

Px@,y@) < < 0.

In beiden Fillen folgt durch Integration

i P(ab)]
2

%) — 2 (m) | > Lt —m),

so daB also gegen Annahme lim | #(f) | = ©© sein miiite. Stellen (a, b),
t> o

fiir welche P (a, b) = 0 und Q(a, b) = 0 ist, nannten wir S. 72 singuldre
Stellen der. Differentialgleichung (1), wofern nicht das gleichzeitige
Verschwinden von P (x, y) und Q (x, ) durch Beseitigung eines gemein-
samen Faktors zu beheben ist. Ubertragen wir die dort gegebene Defi-
nition sinngemidB auf das System (2) so gehért der Punkt (a, b) jeden-
falls nicht zu den singuldren, weil die im Existenzsatz von S. 34/35 for-
mulierten Voraussetzungen jedenfalls erfiillt sind. Tatsichlich geht ja
durch den Punkt (a,d) die Losung x =a,y = b, welche das all-
gemeine Existenztheorem liefert. Es ist aber nach dem eben Fest-
gestellten nicht ausgeschlossen, daB unter Umstinden noch eine weitere
Integralkurve diesem Punkte fiir #— 0o zustrebt. Auch stellt ja die
vom Existenztheorem gelieferte Losung x = a, ¥ = b in der x-y-Ebene
keine eigentliche Kurve dar. Schon die Betrachtungen des vorigen
Paragraphen haben uns einigen AufschluB3 {iber die hier etwa zu
erwartenden Moglichkeiten gegeben. Wir wollen diesem Sachverhalt
entsprechend die Stellen (a, b}, wie schon S. 35 erwihnt, zu den singuliren
rechnen. Der Wortlaut unserer Definition von S. 72 schliefit ja auch
eine solche Erwesterung der Begriffsbestimmung nicht aus.

4. Geschlossene Integralkurven. Ich betrachie nun einen Kuwven-
bogen x ==x(), y =y({t),t = 1t,, der keinen singuliren Punkt der
Differentialgleichungen (2) trifft. Die Punkte x(t), y(¢) sollen fiir t — oo
wehrere Haufungspunkte in B besitzen. Es soll also im Inneren ton B
Punkte geben, denen \x (8}, y ()| fiir beliebig grofe t beliebig nahe kommis.
Am Rande von B und tn singuliren Punkten sollen dagegen solche
Héufungspunkte nicht liegen. Dann ist die Kurve L: x = x(t), vy = v (f)
entweder selbst eine geschlossene Kurve, oder aber die Hiufungspunkie
fir t— o0 liegen auf einer anderven geschlossemen Integralkurve.

BIEBERBACH, Differentialgleichungen. 3. Aufl. : 6
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Diese Aussage entspricht der schon fiir den Fall der Existenz der
Grenzwerte gemachten besonderen  Feststellung. Denn die einem
singuliren Punkte (@, b) entsprechende Losung x =a,y = b gehort
zu den geschlossenen Ldsungen.

Zum Beweise unterscheide ich zwe: Fille. Ich nehme zundchst an,
etn Hiufungspunkt gehiore der Losung L selbst an. Die Losung soll also
einem ihrer Punkte fiir beliebig groBe ¢ beliebig nahe kommen. Dann
ist die Losung notwendig geschlossen.

Als geschlossene Losung wird eine Lésung angesprochen, auf welcher
zu einzelnen Punkten mehrere Parameterwerte gehoren. D. h. also:
einen solchen Punkt passiert die Kurve nicht allein fiir # = £,, sondern
noch fiir einen anderen Wert £, 4+ %. Daraus folgt aber, dafi auch be-
liebige Parameterwerte f, + 7 und ¢, + % + 7 dieselben Punkte ergeben
(5.79/80). Die samtlichen Kurvenpunkte sind also durch die zwischen
t, und f, + » gelegenen Parameterwerte bereits erschopft.

Ich will also jetzt beweisen, daff die Losung L notwendig geschlossen
ist, wenn einer threr zu t—> 0O gehirigen Hiufungspunkte auf thr liegt.
P sei ein solcher Haufungspunkt. Ich errichte in demselben die Kurven-
normale. Falls die Losung nicht geschlossen ist, so mul3 diese Normale
von der Lésung in unendlich vielen Punkten getroffen werden, die
sich in P hidufen. Denn sei Q irgendein weiterer Punkt der Losung.
P gehore zum Parameter p, Q zum Parameter ¢. Dann lehrt der Satz
von der stetigen Abhingigkeit der Ldsungen von den Anfangspunkten,
daB in einem beliebig gegebenen Parameterintervall p — 6 <t << p + 6
die Losung von den zu den um g — p gréBeren Parameterwerten
g — 0 <t<qg-+ 0 gehoérigen Losungspunkten nur wenig abweicht,
wofern nur Q hinreichend nahe bei P gewihlt ist. Stellt man also
diese Uberlegung fiir eine gegen P konvergierende Folge von Punkten Q,
der Losung L an, deren Parameterwerte g¢,-> oo streben, so erhilt
man unendlich viele Kurvenbogen, die beliebig nahe an dem um P
abgegrenzten Bogen der Lisung L entlang laufen. Wenn die Kurve L
geschlossen ist, dann fallen alle diese Bogen zusammen. Unsere Annahme,
die Kurve sei nicht geschlossen, hat zur Folge, daf§ alle diese Bogen
die Normale tiberschreiten, und zwar miissen sie alle in hinreichender
Nahe von P bei wachsenden Parameterwerten die Normale im gleichen
Sinne {iberschreiten. Auch dies folgt ja aus der Stetigkeitsbetrachtung,
weil doch in hinreichender Nidhe von P nur geringe Richtungsunter-
schiede der Integralkurven vorkommen. Dies aber fiihrt zu einer gestalt-
lichen Unméglichkeit. Man gebe ein P enthaltendes Normalenstiick »
vor, das so kurz gewihlt sei, da3 es von allen Bogen im gleichen Sinn
itberschritten wird. Man verfolge die Losung von P aus im Sinne wach-
sender Parameter, bis sie zum ersten Male die Normale des Punktes P
trifft. Dieser Treffpunkt sei P;. Der Kurvenbogen PP, und das
Normalenstiick P P, begrenzen dann nach dem JorDaNschen Kurver-
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satz! einen Bereich; aus welchem die Losung nie wieder austreten
(Abb. 8a) oder in den sie nie wieder eintreten kann (Abb. 8b), da sie
ja das Normalenstiick P P,, wenn iiberhaupt, so nur immer im selben
Sinne iberschreiten- kann, und da sie keinen Punkt des Bogens P P,
treffen ‘kdnn, ohne mit diesem Bogen im weiteren Verlauf iiberein-
zustimmen.- Der Bogen P P, enthalt

niamlich. .nach Voraussetzung keinen P
singuldfen Punkt. Daraus folgt, daB auf
der Normalen die Schnittpunkte in der-
selben Reihenfolge aufeinander folgen,
wie die zugehorigen Parameterwerte
auf der Kurve. P, ist also der P zu-
nichst gelegene Schnittpunkt auf der
Normalen. P koénnte also nicht Haufungspunkt der Schnittpunkte
sein. Die Losung L muf} also selbst geschlossen sein. Denn die An-
nahme, sie sei nicht geschlossen, fithrt zu unmoglichen Konsequenzen.

&

Abb. 8a. Abb. 8b.

Ich betrachte nun den anderen Fall. P sei also ein Haufungspunkt,
der nicht auf der zu untersuchenden Lisung L liegt. Alsdann will ich
zeigen, daff die durch P gehende Lisung L' geschlossen ist. Jedenfalls
ist sofort zu sehen, daBl jeder Punkt der durch P gehenden Lésung L’
ein Haufungspunkt von L fir ¢+ oo ist. Das folgt wie eben durch
Betrachtung einer gegen P konvergierenden Folge von Punkten (,
von L. Sind nimlich Q, auf L und P auf L’ gelegene Punkte, so be-
trachte man die Integralkurven L und L', die fiir ¢ = ¢, durch Q, oder
P gehen. Fir ein beliebiges Intervall? ¢, = ¢ = T sind sie dann um so
weniger voneinander verschieden, je niher Q, und P beieinander liegen.
Daher kann auch L’ keinem singuliren Punkt und auch nicht dem
Rande von B beliebig nahe kommen, weil sonst dasselbe (gegen An-
nahme) fiir L zutreffen miBte?. Wenn namlich L’ fiir £ - 0o dem singu-
laren Punkt o beliebig nahe kidme, so bestimme man T so, daf der zu
¢t = T gehorige Punkt von L’ um weniger als eine vorgegebene Zahl

g— > 0 von ¢ entfernt ist. Alsdann bestimme man @, auf L so nahe bei

P, daB fiir #, < ¢ = T die Kurve L um weniger als % von L’ abweicht.

Dann hat der zu ¢ = T gehorige Punkt von L eine Entfernung yon o,

! Der beste heute bekannte Beweis ist der von E. ScuMIpT in den Sitzgsber.
preufl. Akad. Wiss. 1923, S.318—329.

% Dies folgt mit Hilfe des BorELschen Uberdeckungssatzes sofort aus dem, was
S. 44 iiber die Intervalle gesagt wurde, fiir die dort die Stetigkeit bewiesen wurde.
Die dort angestellten Betrachtungen lassen sich ja mit Leichtigkeit auf Systeme
tibertragen.

% In dem Falle, wo neben anderen auch Haufungspunkte von L in singulire
Punkte fallen, lehrt unsere Betrachtung, daB jedenfalls ein beiderseits von singu-
laren Punkten begrenzter Bogen von L’ von Haufungspunkten besetzt ist.

6*
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die ¢ nicht {bertrifft. Da man aber ¢ > 0 beliebig wdhlen kann, so
kommt man in Widerspruch mit den {iber L gemachten Annahmen.

L’ verliuft also filr £ = ¢, vollig in einem abgeschlossenen Teil-
bereich von B, an dessen Rand kein singuldrer Punkt von B liegt.
Daher muB3 L’ im Innern von B fiir { — o0 Haufungspunkte besitzen,
die nicht singuldr sind. Diese Haufungspunkte liegen aber notwendig
auf L’. Anderenfalls sei R ein solcher Hiufungspunkt von L’. Dann
mache ich im Punkte R bei L’ dieselbe Betrachtung wie im vorigen
Falle im Punkte P bei L. Die durch R gehende Lésung heiBt dann
L. Auf ihr errichte ich in R die Normale und schneide diese mit L’.
Wieder erkenne ich, daB auf dieser Normalen in geniigender Nihe
von R die Schnittpunkte mit L’ in derselben Reihenfolge liegen wie die
zugehorigen Parameterwerte auf L’. Es seien also R;, R,, R, drei solche
Schnittpunkte mit L' und # <<f¢, < ¢; die zugehorigen Parameter-
werte. Nun aber kann man einsehen, daBl zwischen R; und R, sowohl
wie zwischen R, und R, die Normale nur einmal von L geschnitten
werden kann. Daraus wiirde dann folgen, daBl R, nicht Hiufungs-
punkt von L sein kann, entgegen der schon bekannten Tatsache, dafi
jeder Punkt von L’ ein solcher Hiufungspunkt ist. Um z. B. zu erkennen,
daf3 die Normale zwischen R; und R, nur einmal von L geschnitten
werden kann, muB man nur bemerken, daf3 alle etwa vorhandenen
Uberschreitungen, falls nur R,, R,, R, geniigend nahe an R gewihlt
sind, im selben Sinn erfolgen miiten. Da aber der Bogen R; R, von
L' keinen singulidren Punkt trifft und da er zusammen mit dem Geraden-
stiick R, R, einen Bereich begrenzt, so miiBten die Uberschreitungen
abwechselnd in der einen oder in der anderen Richtung geschehen,
den Ein- und Austritten von L aus diesem Bereich entsprechend. Denn
L kann ja L’ nicht schneiden, ohne mit ihm zusammenzufallen. Da
somit die Annahme, R lige nicht auf L', zu Ungereimtheiten fiihrt,
so muB3 R auf L’ liegen. Daher ist L’ geschlossen.

5. Periodische Losungen und Spiralen. Unser Satz ist damit be-
wiesen. Er kann aber noch durch die folgenden Bemerkungen erginzt
werden. Die Kurve L ist jedenfalls eine Spirale, die sich in immer
engeren Windungen an das geschlossene L’ heranlegt. L’ nennt man
einen Grenzzykel oder auch eine periodische Losung. Ist xg, v, £, ein
Punkt der Losung und ist = die kleinste positive Zahl, fiir die

(4) Xg = % (fo) = % ({ + 7), Yo =19 () =y +7)

ist, so heifit 7 die Periode der Losung. v ist davon unabhéngig, welchen
Punkt der Losung man mit x,, v,, {, bezeichnet hat. Denn aus (4)
folgt fiir beliebige ¢ nach S.79/80

x()=x(+71), yBO=yv({E+7).

Nun ergibt sich weiter, daf alle Lisungen, welche nur irgend einmal gentigend
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nahe an L' herankommen und welche mit L zusammen auf derselben Seite
von L' liegen, Spirvalen sein miissen, die sich fiir gegen 00 wachsende t dem L’
asymptotisch nihern. Um das zu erkennen, beschranken wir die Betrachtung
auf einen an L’ nach der Seite von L angrenzenden zweifach zusammen-
hingenden Bereich, der frei von singuliren Punkten ist. Solche kénnen
nidmlich nur da liegen, wo P und Q gleichzeitig verschwinden. Da auf
L’ solche singulare Stellen nicht liegen, so gibt es aus Stetigkeitsgriinden
einen solchen zweifach zusammenhingenden Bereich. Wir wihlen auf
L einen Punkt derart, daB alle zu groBeren Parameterwerten gehérenden
Punkte von L ganz jenem zweifach zusammenhingenden Bereich an-
gehoren. Wir errichten in einem
Punkt von L’ nach der Seite,
auf der L liegt, eine Normale
so kurz, dafl sie jenen Bereich
nicht verlaBt, und dal sie von
jeder sie treffenden Losung
immer im gleichen Sinn ge-
troffen wird. Von L behalten wir
nur noch den Teilbogen bet, der
in einem solchen Treffpunkt R, beginnt, und der sich iiber alle groBeren
Parameterwerte erstreckt. Den Teilbogen von L, der zwischen zwei
aufeinanderfolgenden der Treffpunkte R,, R,, R;, . . . mit der Normalen
liegt, nennen wir eine Windung von L. Jede Windung von L bildet
mit dem ihre Endpunkte verbindenden Normalenstiick eine geschlossene
Jordankurve. Eine solche kénnen wir zur Begrenzung des zweifach
zusammenhdngenden Bereiches verwenden. Durch die den {iibrigen
Windungen entsprechenden Jordankurven erscheint dieser dann in
Teilbereiche zerlegt (Abb.9). Wir stellen zunichst fest, daB keine ge-
schlossenen Losungen existieren, welche das Normalenstiick zwischen
R und R, treffen. Moge z. B. eine solche Losung die Normale zwischen
R, und R;, ., beim Parameterwert #, treffen. Dann verlduft sie fiir wach-
sende ¢ in dem in der Abb. 9 schraffierten Bereich. Soll sie geschlossen
sein, so muf sie fiir wachsendes ¢ wieder einmal an die Stellen gelangen,
die sie fiir £ < £ in geniigender N#he von £, passierte. Diese liegen aber
auBerhalb des schraffierten Bereiches. Daher kann eine solche Lésung
nicht geschlossen sein. Wir wollen nun weiter zeigen, daB jede in
einem Punkt des Normalenstiickes beginnende Losung eine sich an L’
anschmiegende Spirale ist. Dazu braucht nur gezeigt zu werden, daB
jede zwischen R, und R,,, beginnende Losung den schraffierten
Bereich der Abb. 9 zwischen R;.,; und R,,, wieder verlaBt. Denn
dann gilt das gleiche fiir den durch die ndchste Windung bestimmten
Bereich usw. Wenn die Ldsung iiberhaupt den Bereich wieder ver-
lassen soll, so kann dies nur auf dem genannten Normalenstiick ge-
schehen. VerliBt die Losung den Bereich nicht, so kann sie diesem
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Normalenstiick auch nicht beliebig nahe kommen. Denn nach S.79
bedecken die in Punkten dieses Normalenstiickes beginnenden Lésungen,
nach vorwirts und nach riickwirts verfolgt, einen gewissen das Nor-
malenstiick enthaltenden Bereich lickenlos. Die Losung verliefe daher
ganz im schraffierten Bereich ohne seinem Rand nahe zu kommen
und miite daher, da sie selbst nicht geschlossen sein kann (sie trifft
ja die Normale) und da im schraffierten Bereich kein singuldrer Punkt
liegt, sich asymptotisch an eine geschlossene Losung anschmiegen, die
selber ganz dem schraffierten Bereich angehort, da sie ja die Normale
als geschlossene Lésung nicht treffen kann. Andererseits miissen alle
Losungen, die geniigend
nahe bei R, zwischen R,
und R, ,, die Normale
treffen, wegen der ste-
tigen Abhingigkeit von
der Anfangsbedingung
die Normale in der Nihe
von R;,.,und zwar auf
Ry 1Ry, treffen. Be-
zeichnenwir mit R’ einen
Punkt zwischen R, und
R, derart, daB3 alle zwischen R, und R’ beginnenden Losungen das
nichste Normalenstiick treffen, daf dies aber fiir Losungen, die jenseits
R’ dicht bei R’ beginnen, nicht mehr so ist und betrachten die Losung
durch R’. Sie kann dann selbst die Normale nicht wieder treffen, da
sonst alle Nachbarlésungen auch noch die Normale wieder trifen. Sie
bleibt daher im schraffierten Bereich und schmiegt sich wie schon gesagt
einer diesem schraffierten Bereich angehorigen geschlossenen Losung
an. Macht man aber bei dieser dann eine analoge Konstruktion wie bei
L’, so sieht man (vgl. Abb. 10), dafi alle in der Nihe von R’ beginnenden
Losungen in dem in der neuen Abbildung schraffierten Bereich von
einem gewissen Parameterwert an verbleiben miissen. Das tridfe auch
fiir diejenigen dicht vor R’ beginnenden Ljsungen zu, von denen wir
gerade vorhin sahen, daB sie sich an L’ anschmiegen. Da sich beides
widerspricht, so kann es keinen Punkt R’ mit den angegebenen Eigen-
schaften geben. Daher sind alle auf dem Normalenstiick beginnenden
Losungen Spiralen, die sich an L’ anschmiegen. Wir zeigen nun noch,
daB sie den an L’ sich anschlieBenden zweifach zusammenhingenden
Bereich schlicht und liickenlos erfiillen.

Um das einzusehen, brauchen wir nur einen von den Spiralen be-
deckten Punkt dieses Bereiches mit einem eventuell nicht bedeckten
zu verbinden. Wir fithren lings der Verbindungskurve einen Parameter
ein, der von dem bedeckten zu dem unbedeckten Punkt hin von 0 bis 1
wachsen moge. Wir betrachten die obere Grenze der Parameterwerte,

Abb. 10.
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welchen bedeckte Punkte entsprechen. Mdge der dieser oberen Grenze
entsprechende Punkt P z. B. im schraffierten Bereich der Abb. 9
liegen. Die durch P gehende Loésung trifft dann die Normale nicht.
Denn sonst gehorte sie zu den Spiralen und die Nachbarspiralen wiirden
eine volle Umgebung von P bedecken. Da also die Losung durch P
nicht zu den Spiralen gehért und die Normale also nicht trifft, verlauft
sie ganz im schraffierten Bereich und schmiegt sich wieder an eine ge-
schlossene Losung aus diesem Bereiche an. Dann aber ist das gleiche
fiir alle Losungen durch Nachbarpunkte der Fall. Aber darunter sind
ja Spiralen, die sich an L’ anschliefen, also nicht im schraffierten Bereich
bleiben. Dieser Widerspruch lehrt, daB ein an L’ sich anschlieBender
zweifachzusammenhangender Bereich liickenlos von den Spiralen be-
deckt wird.

8. Beispiel. Ich schlieBe noch einige Betrachtungen diiber das
Verhalten der Losungen in der Umgebung einer geschlossenen Losung
an. DaB eine geschlossene Lésung von einer Schar geschlossener
Lésungen umgeben sein kann, haben wir schon im vorigen Paragraphen
am Beispiel

dx d
}’:x>

- Y. dn
gesehen. Hier sind die Losungen Kreise um den Ursprung als Mittel-
punkt. Dafl auch in der Umgebung einer geschlossenen Losung Spiralen
liegen koénnen, und noch manches andere, sieht man an dem folgenden
Beispiel, in dem § eine beliebige Zahl bedeutet.

dx . 1
T 2 2 i
T v (x4 v l)xslllxszyg_1
iy 1 fiir &% 4 y2 4= 1.
T r O =) ysing
) dx dy . 2
Aber;t———y und -5 ==« fiir x% 4> =1.

Fiihrt man namlich Polarkoordinaten ein (x =7»cosd, v = 7sind),
so werden diese Gleichungen

ar o . .
a—g:ér(r———l)smﬂ_l fiir r == 1
%:0 fir r=1.

Unter den Losungen sind, den unendlich vielen Nullstellen von
. 1 . . . .
sin 3— entsprechend, unendlich viele Kreise enthalten, die sich gegen

den Kreis » =1 hiufen. Zwischen zwei aufeinanderfolgenden dieser
Kreise verlaufen aber die Lésungen als Spiralen, die sich um jeden
der beiden Grenzkreise herumwinden. Dazwischen hingt ndmlich 7
monoton von ¢ ab.
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Es fallt auf, daB sich die Differentialgleichung zwar in der Um-
gebung der isolierten Kreise analytisch verhilt, daf sie aber auf dem
Hiufungskreis selbst nicht analytisch ist. Dall tatsdchlich so etwas
im analytischen Fall nicht vorkommen kann, ist leicht einzusehen.
Ich will ndmlich zeigen, dag in der Umgebung einer geschlossenen Lisung,
auf der sich die Differentialgleichung analytisch verhilt, entweder nur
geschlossene Losungen oder nur Spivalen liegen. Nehme ich namlich an,
gegen eine geschlossene Losung hauften sich andere geschlossene Lo-
sungen, dann errichte ich in einem Punkt P der Hiufungslésung eine
Normale, und fithre auf dieser Normalen den Abstand s von P als Para-
meter ein. Durch einen beliebigen Punkt s der Normalen lege ich eine
Losung. Diese verfolge ich in Richtung wachsender Parameter, bis
sie zum ersten Male wieder die Normale trifft. Das geschehe bei dem
Parameter s;. Dann ist s; nach S.53 eine analytische Funktion f(s)
fiir alle s, die zu Punkten der Normalen aus der Umgebung der Hiufungs-
16sung gehoren. Fiir diejenigen unendlich vielen Werte s aber, welche
geschlossene Losungen bestimmen, ist dann f(s) =s. Da dies aber
nun in einem Intervall, in dem f(s) analytisch ist, unendlich oft der Fall
ist, so ist nach bekannten Sitzen iiber analytische Funktionen fiir
alle s: f(s) = s und das heifit, daB alle Losungen aus einer gewissen
Umgebung der Hiufungslésung geschlossen sein miissen.

7. Anderung der Differentialgleichung. Ich fiige noch eine Be-
merkung tiber das Verhalten geschlossener Ldsungen bei hinveichend
geringer Abdnderung dey Differentialgleichung an.

Dafl bei hinreichend geringer Abinderung einer Differential-
gleichung geschlossene Losungen wieder in geschlossene -Ldsungen
iibergingen, wird man schon angesichts des letzten Beispieles, in dem
man ja 0 beliebig klein wihlen kann, nicht behaupten wollen. Wohl
aber kann man eine solche Aussage machen, wenn man von einer
Differentialgleichung mit einer <solierten geschlossenen Losung L un-
gerader Ordnung ausgeht. Darunter will ich eine Losung verstehen, an
die sich von auBen und innen andere Losungen spiralig anschliefen.
Daher die Benennung zsoliert. Es moge aber auBerdem der Windungs-
sinn der Spiralen auBen und innen derselbe sein, d. h. so, daBl simtliche
Spiralen fiir #— 4 0o sich der geschlossenen Losung nidhern. Nur
dann soll die geschlossene Losung von ungerader Ordnung heien.Alsdann
gilt der Satz, daB eine jede andere Differentialgleichung, die in einer
gewissen Umgebung dieser geschlossenen Lisung hinreichend wenig von
der ersten verschiedew ist, in dieser Umgebung selbst mindestens eine
geschlossene Lisung besitzt. Zum Beweise betrachte ich wieder die schon
vorhin eingefithrte Funktion s, = f(s), bei der man aber jetzt, wo die
Differeritialgleichung nur den zu Beginn dieses Paragraphen formulierten
Voraussetzuiigen geniigt, nur von der Stetigkeit Gebrauch machen kann.
Die entsprechende Funktion fiir die abgeinderte Differentialgleichung
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sei s; = g(s). Hier ist nun dem geringen Unterschied beider Differential-
gleichungen entsprechend die zweite Funktion nur wenig von der ersten
verschieden. Nach unseren Voraussetzungen erfihrt nun beim Durch-
gang durch s =0 die stetige Funktion f(s) —s einen Vorzeichen-
wechsel. Daher gilt das gleiche auch fiir die Funktion g(s) — s fiir einen
oder mehrere s = 0 benachbarte Werte von s. Auch die abgednderte
Differentialgleichung besitzt also geschlossene Losungen, die dazu noch
in der Nihe der geschlossenen Losung der urspriinglichen verlaufen.
Unsere Betrachtung 148t auBerdem deutlich erkennen, inwiefern die
Voraussetzung, daB die geschlossene Losung von ungerader Ordnung
sei, wesentlich ist. Anderenfalls braucht tatsichlich die Gleichung
s = g(s) keine Losung zu besitzen.

8. Existenz singulirer Punkte. Uber geschlossene L&sungen gilt
weiter der folgende Satz: Im Inneren einer jeden geschlossenen Lisung L
liegt mindestens ein singulirer Punkt der Differentialgleichung. Dabei ist
vorausgesetzt, daf die Lisungskurve einen einfach zusammenhdngenden
Bereich umschlieft, in dem die Koeffizienten P(x, v), Q (x, v) der Diffe-
rentialgleichung den zu Beginn dieses Paragraphen angegebenen Voraus-
setzungen geniigen.

Beim Beweise stiitze ich mich darauf, daB die Differentialgleichungen
(2), die ich im Gegensatz zur Behauptung als singularititenfrei an-
nehme, in einem L enthaltenden einfach zusammenhingenden Bereich
ein stetiges Vektorfeld erkliren. Verfolgt man den Feldvektor langs L und
durchlduft dabei L so, daB sein Inneres zur Linken liegt, so erleidet
der Vektor, da er zugleich Tangentenvektor von L ist, beim vollen
Umlauf eine Gesamtdrehung um 2z. Dies steht im Gegensatz zur
Annahme, daB das Vektorfeld im Inneren von L frei von Singularititen
ist. Verfolgt man ndmlich den Feldvektor z. B. lings eines geniigend
kleinen Dreiecks, so ist seine Gesamtdrehung wegen der Stetigkeit des
Vektorfeldes Null. Liangs eines jeden Sehnenpolygons, das L geniigend
nahe approximiert, ist die Anderung des Feldvektors gleichfalls 2.
Dies Polygon kann Selbstiiberkreuzungen haben. Aber man kann es
in einfach geschlossene Polygone zerlegen. Lings eines jeden ist die
Drehung des Feldvektors ein Vielfaches von 2z und lings mindestens
eines derselben ist sie ein positives Vielfaches von 2z. Ein solches
Polygon zerlegt man durch Diagonale in Dreiecke. Bei Umlaufung
mindestens eines derselben ist die Gesamtdrehung des Feldvektors ein
positives Vielfaches von 27. Denn umlduft man alle Dreiecke im glei-
chen Sinne, so ist die Summe der einzelnen Drehungsinderungen des
Feldvektors gleich der Gesamtdrehung bei Umlaufung des Polygons.
Ein solches Dreieck, bei dem die Drehung des Feldvektors von Null
verschieden ist, zerlege man durch Parallele zu den Seiten, die man
durch die Seitenmitten zieht, in vier kongruente Dreiecke. Bei mindestens
einem desselben ist die Gesamtdrehung ein von Null verschiedenes
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Vielfaches von 2 7. Dies zerlege man in der gleichen Weise. Durch Fort-
setzung dieses Verfahrens erhidlt man beliebig kleine Dreiecke, bei
deren Durchlaufung der Feldvektor sich jeweils um ein von Null ver-
schiedenes Vielfaches von 27 dreht. Das widerspricht aber den vorhin
festgestellten Tatsachen, dafl lings geniigend kleinen Dreiecken die
Anderung des Feldvektors Null ist, falls das Feld frei von Singularititen
ist, d. h. frei von Stellen, wo die zugeordneten Vektoren Nullvektoren
sind. Also besitzt das Feld innerhalb von L Singularititen?®.

Man kann, wie man leicht sieht, und wie der Leser des niheren
durchiiberlegen moge, aus den vorausgegangenen Betrachtungen den
folgenden SchlufB3 ziehen:

Ein Bogen einer Liosung, der fiiv alle positiven ¢ ganz im Inneren
eines einfach zusammenhingenden Bereiches verldufi, der in setnem
Inneren hichstens eine simgulive Stelle P enthdlt, ist eniweder eine P
wmschlieflende geschlossene Kurve, oder ist eine Spivale, die sich einem
Grenzzykel anschmiegt, welcher P umschlieft, oder ev miindet tm singuliren
Punkt, oder er ist eine Spirvale, die sich an eine Lisung anschlieft, die
sowohl fir t — + 0o wie fiir t > — o0 1m singuliren Punki miindet,
oder aber sie strebt ftir t — - oC gegen den Rand.

Hat man weiter eine Losung, die fiir alle positiven und negativen ¢
‘ganz im Inneren eines einfach zusammenhingenden Bereiches bleibt,
der in seinem Inneren hochstens eine singulire Stelle enthilt, so muf3
jeder der sich fiir positive und negative ¢ ergebenden Lésungsbogen
einer der eben beschriebenen Arten angehoren. Beachtet man noch,
daBl wegen der Stetigkeit der Richtungsvektoren sich nicht beide
Bogen demselben Grenzzykel anschlieBen kénnen, so bleiben nur folgende
Moglichkeiten:

1. geschlossene Lésung um P;

2. geschlossene Losung durch P;

3. ein Ende miindet im Rand, das andere ist Spirale oder miindet
in P;

4. beide Enden miinden im Rand;

5. ein Ende miindet in P, das andere ist Spirale.

9. Verlauf der Losungen in der Nihe eines singuldren Punktes,
Ich beschlieBe diese gestaltlichen Betrachtungen mit dem folgenden
niitzlichen Satz. Eine singulire Stelle P sei von etnem Kreise umschlossen,
in dem keine weiteven singulirven Stellen liegen. Von zwei Punkien seiner
Peripherie mogen Losungen L, und L, ausgehen, die in P miinden. Diese
mogen zusammen mit der Peripherie des Kreises einen Bereich G be-
stimmen, in welchem keine weitere in P wmiindende Lisung verliuft.

1 Zu diesem Beweis vgl. man den PriNGsHEiMschen Beweis des Cavucmy-
schen Integralsatzes oder den Beweis des WEIERSTRASsschen Monodromiesatzes.
Vgl. BIEBERBACH: Lehrbuch der Funktionentheorie Bd. I, 3. Aufl. 1930.
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Dann kann wman um jeden auf L, und jeden auf L, gelegenen Punkt
(P, und P,) durch Kreisbogen aus G solche Gebiete ausschuneiden, daf
jede Lisung L', die in dem einen beginnt, auch das andere Gebiet passiert
(Abb. 11).

Ersichtlich ist dies eine Verallgemeinerung des Satzes von der
stetigen Anderung der Losungen bei Anderung der Anfangswerte. Man
kann diesen ja offenbar in ganz dhnlicher Weise formulieren. Zum Be-
weise errichte ich in den beiden Punkten P; und P, Normalen, die in
G hineinfiithren, und die so kurz sind, dal3 sie einander nicht treffen,
und verbinde gemaB Abb. 11 ihre End-
punkte P} und P; in G durch einen Kur-
venbogen. Der von P;PP,P, P, P, be-
grenzte Bereich sei B’. Alsdann lasse ich
in einem Punkte R der Normalen zwischen
P, und P/ eine Losung beginnen. Diese
kann nicht in P miinden. Sie kann nicht
geschlossen sein, da es sonst neben P noch
singuldre Punkte gibe, sie kann sich aus
demselben Grund keiner geschlossenen Lo-
sung anschmiegen, sie kann sich aber auch
keiner mit beiden Enden in P miindenden L&sung anschmiegen, da dies
sich mit unseren Annahmen nicht vertriigt. Sie kann auch in keinem Punkt
von B’ miinden, da dieser singuldr sein miiBte. Also muB sie einmal wieder
B’ verlassen. Wir betrachten den ersten Austrittspunkt. Das muB ein
Punkt der Verbindungslinie P, P; P, P,sein. Ich kann durch geniigend.
kurze Wahl der Normalen erreichen, daB dieser Austritt S weiter von P,
ab, also ndher an P, heran, als der Beginn R liegt. Den Anfangspunkt
lasse ich sich nun stetig auf P, hin bewegen. Dann bewegt sich der
Endpunkt S stetig von P; weg einer Grenzlage zu. Ich behaupte,
daf} diese Grenzlage P, sein mul}. Denn anderenfalls sei V' der zwischen
P, und P, gelegene Grenzpunkt. Ich behaupte, daf3 die durch ihn gehende
Lésung in P miinden miifite. Die Losung durch ¥ muf} dann im Punkte
V in der Feldrichtung B’ verlassen. Lige sie ndmlich in der Umgebung
von V ganz aulerhalb von B’, so miifte jede durch einen V benachbarten
Randpunkt von B’ bestimmte Lésung in der Nihe von V ein zweites
Mal den Rand von B’ treffen. Es lige also kurz vor ihrem Austritts-
punkt aus B’ noch ein Treffpunkt mit dem Rand von B’, in dem sie
in B’ eintritt, Das widerspricht unseren Annahmen iiber V. Also ver-
14Bt die durch V bestimmte Lésung bei ¥ den Bereich B’. Verfolgt man
sie riickwirts, so mufl man irgendwo auf P, P; P, P, ihren Eintritts-
punkt U in B’ antreffen. Sie kann ja nicht in P miinden. Auf der
Strecke P, P; V kann dieser Punkt U nicht liegen. Er liegt also auf
V P, P,. Wire er von P, verschieden, so miiten die durch alle Nachbar-
punkte von U bestimmten Lésungen in allen Nachbarpunkten von V
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den Bereich B’ verlassen. Das widerspricht der Definition von V. Also
miifte die durch V bestimmte Losung riickwirts verfolgt durch P,
gehen, also auf die durch P, bestimmte Losung fallen. Diese geht
aber nicht nach V, sondern nach P. Also kann V nicht vor P, liegen.
Also muB3 V mit P, zusammenfallen. Darin liegt aber der Beweis unseres
Satzes. In G verlaufen also die Losungen #dhnlich wie in der Um-
gebung eines Sattelpunktes. Wegen weiterer Sitze iiber gestaltliche
Verhaltnisse sei auf die S. 79 erwihnte Arbeit von BENDIXSON ver-
wiesen. Ich gehe jetzt zu Anwendungen auf spezielle Differential-
gleichungen iber.

10. Bemerkungen. 1. Wir haben die Sitze dieses Paragraphen fiir Differential-
gleichungen gewonnen, welche der LipscHiTz-Bedingung geniigen. BROUWER hat
in einigen Arbeiten iiber stetige Vektorverteilung auf Oberflichen in den Amster-
damer Berichten von 1910 den allgemeineren Fall von nur stetigen Differential-
gleichungen behandelt und dort entsprechende Ergebnisse gewonnen.

2. Hinsichtlich der Ubertragung dieser Satze iiber den Gesamtverlauf von
Loésungen auf Systeme ist noch wenig bekannt. Wir werden insbesondere spiter
bei Differentialgleichungen zweiter Ordnung nzher auf die Dinge eingehen. Hier
liegen weitergehende Untersuchungen vor.

11, Anwendung auf den Pomncareschen Wiederkehrsatz. Die Lo-
sungen
§ x = [t —1ty, %, ,

y =g —t, %o, Yo)
der Differentialgleichungen (2) S. 78 bilden nach S. 56 eine Gruppe und
man kann auch schreiben

xﬂ :f(t() —t,x;y) b

Yo=g(to—1,%,).
Wir nehmen an, daB ein gewisser Bereich B durch die Operationen
dieser Gruppe in sich transformiert werde — d. h. die Lésungskurven,
deren Anfangspunkte im Bereich B liegen, sollen fiir alle # dem Bereich B
angehdren. AuBerdem sollen die Operationen der Gruppe inhalttreu
sein. D. h. durch jede Abbildung der Gruppe soll jeder Teilbereich von B
in einen von gleichem Inhalt abgebildet werden?.

(3)

1 Ich bemerke nur beildufig, daB fiir die Inhalttreue notwendig und hin-
reichend ist, da in B
dP  9dQ
ox ' dy
sei. Denn es soll fiir jedes G, sein
ffd"'odyo = f_fdxdy
G, Gy

=0

Nach (5) ist
'a

dxydy, =
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Da jede Loésungskurve ganz in B verlduft, so ist mach S.81 jede
Losung entweder geschlossen oder asymptotisch zu einer geschlossenen,
wofern in B keine Singularititen der Differentialgleichungen (2), also
auch keine Stellen liegen, an denen P und Q zugleich verschwinden. Da
aber nach S.89 aus dem Vorhandensein von geschlossenen Lésungen
auf das Vorhandensein singulirer Stellen geschlossen werden kann, so
konnen inhalttreue Gruppen fiir einfach zusammenhingende Bereiche
bei AusschluB von Singularititen nicht existieren.

Ziehen wir also mehrfach zusammenhingende Bereiche B heran.
Dann folgt aus unseren Betrachtungen, daB alle Lisungskurven ge-
schlossen sind. Denn zunéchst folgt nach den eben schon beriihrten Uber-
legungen, daB jedenfalls geschlossene Losungen vorkommen. Sei L eine
solche, so sind die Nachbarlosungen entweder geschlossen oder zu L
asymptotisch. Dies letatere ist aber mit der vorausgesetzten Inhalttreue
nicht vertraglich, weil dann durch eine Transformation mit geniigend
groBem Parameter ¢ der in Abb. 9 S. 85 schraffierte Bereich oder ein
Teilbereich desselben in einem anderen abgebildet wiirde, der sich be-
liebig eng an L anschlieBt und der daher nicht denselben Inhalt haben
konnte.

Deutet man die Transformationen (5) durch den zeitlichen Ablauf
einer Strémung, so kann man also auch sagen, daB jeder Punkt P, im
Verlauf der Zeit beliebig oft wieder seine Ausgangslage annimmt. Der
PoincarEsche Wiederkehrsatz ist eine Verallgemeinerung dieses Ergeb-
nisses auf Systeme von mehr als zwei Differentialgleichungen. Zwar
kann man hier nicht behaupten, daB jeder Punkt seine Ausgangslage
immer wieder passiert, sondern nur, daB alle Punkte mit Ausnahme
solcher, die einer Menge vom LEBESGUEschen MaB Null angehéren.
immer wieder der Ausgangslage beliebig nahe kommen. Fiir diesen von

Daher ist

notwendig und hinreichend fiir die Inhalttreue. Da aber diese Funktionaldeter-
minante fiir £ = ¢, zu 1 wird, so ist ihre Konstanz notwendig und hinreichend.
Und dafiir ist wieder notwendig und hinreichend, das8 fiir £,= ¢ die Ableitung nach ¢,

. . . 0%, CEN
verschwinde. Fir f, =7 aber wird #, = #, y, = v, also FPERRE WZO’
Z—’:’ =0, %—J;g: 1. Daher wird fiir ¢, = ¢

|02 03,
d | 0x 0y dP | 9Q
E?;i\ayo aiVoI T 9x T ay
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PoiNCARE ersonnenen Wiederkehrsatz vgl. man den einfachen Beweis,
den CARATHEODORY?! gegeben hat.

§ 5. Die Differentialgleichungen wmz—%= ay+ b4 (x, y).

B (x, y) sei dabei eine Potenzreihe, die keine Glieder von niedrigerer
als der zweiten Dimension enthilt und die in der Umgebung von
(0, 0) konvergiert. Von dem zu gewinnenden Ergebnis werden wir im
folgenden Paragraphen eine Anwendung machen. m werde stets als
ganze positive Zahl vorausgesetzt. Wir gehen wieder zur Parameter-
darstellung iiber und setzen

dx — ym

dt

dt

Ich unterscheide mehrere Falle.

1. m ewme ungerade ganze Zahl, a < 0.

Zundchst wihlen wir eine Umgebung des Ursprungs, in welcher
kein weiterer singulirer Punkt liegt. Als solche Umgebung kann ein
parallel den Koordinatenachsen orientiertes Rechteck genommen wer-
den. Es wird durch die Losung x = 0 in zwel Teilrechtecke zerlegt,
die wir getrennt zu betrachten haben. Zunichst wihle ich die Zahl
0 > 0 so, daBl die Punkte (0, 8) und (0, — &) dem Rechteck angehdren
und daB

ad 4+ B(0,0) <0

—ad+ PO, —0) >0
ist. Dann kann man weiter die Zahl ¢ > 0 so wihlen, daB das von

den Geraden x = 4-&, y = -~ 0 begrenzte Rechteck ganz im erst-
genannten enthalten ist und daB fir | x| Z e

ad4+bx+ P(x,0) <0,
—ad+bx+ Bx, —6) >0
gilt. Ich betrachte dann zunichst denjenigen Teil des kleineren Recht-
ecks, in dem x < 0 ist. In ihm gibt es, wie ich zeigen will, genau eine
Losung der Differentialgleichung, welche im Ursprung miindet. Ich

lege durch irgendeinen inneren Punkt P der Begrenzungsstrecke y = ¢
dieses Rechtecks eine Losung der Differentialgleichung. Da in diesem

Punkt und in seiner Umgebung Ei% > 0 ist, so verliBt diese Losung

mit zunehmendem x das Rechteck. Ebenso steht es auf der gegen-

1 C.Caratutopory: Uber den Wiederkehrsatz von Poincaré. Sitzber. preuf.
Akad. d. Wiss. 1919, S. 580-—584.
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iberliegenden Rechteckseite, wo d%:' < 0 ist. Verfolgt man daher eine

solche Losung fiir abnehmende x ins Rechteck hinein, so muB sie die
Rechteckseite x = — ¢ treffen!. Ich lasse nun den Anfangspunkt P,
auf y = 0 gegen den Punkt (0, J) konvergieren. Die Punkte, in welchen
die zugehorigen Loésungen die Rechteckseite x = — ¢ treffen, hdngen
dabei stetig von der Lage des Punktes P, ab und riicken monoton auf
die Rechteckseite y = — 0 zu. Sie streben daher einer Grenzlage S,
mit den Koordinaten (— &, s;) zu, wenn P, seiner angegebenen Grenz-
lage zustrebt. Betrachtet man ebenso die Lésung durch einen Punkt
P, auf y = — ¢ und 148t wieder P, von links her gegen (0, — 4) kon-
vergieren, so streben die stets vorhandenen Schnittpunkte dieser Lo-
sungen mit x = — ¢ einer Grenzlage S, mit den Koordinaten (— &, s,)
zu. Hier ist 5; = s,, weil sich sonst eine von einem Punkte von y = ¢
ausgehende IL.osung mit einer von einem Punkte von y = — § aus-
gehenden im Inneren des linken Teilrechtecks treffen miilte. Legt man
dann durch S, eine Losung, so mufl dieselbe im Ursprung miinden.
Denn man kann sie bis zum Verlassen des Rechtecks verfolgen. Dies kann
nur auf y = 4- § oder im Ursprung geschehen. Denn x = 0 ist eine sonst
von Singularititen frele Losung und der y-Achse parallele Tangenten
kommen auf der zu untersuchenden Lgsung nicht vor. Wenn aber
die Losung durch S; in einem inneren Punkt einer der beiden Recht-
ecksseiten y == -- § endete, so miiite das aus Stetigkeitsgriinden bei
allen Lésungen durch, S, beiderseits benachbarte, Punkte ebenso sein.
Das widerspricht aber der Definition von S;. Die Lésung durch S,
muB also im Ursprung miinden. Die gleiche Uberlegung gilt fiir die
durch S, gehende Losung. Daraus ergibt sich S; = S,. Denn es gibt
nur eine in der Rechteckshilfte x << 0 gelegene Losung, welche im
Ursprung mindet. Anderenfalls seien ndmlich y,(x) und vy,(x) zwel
derartige Losungen. Dann hat man

X m

. B (x, — v, . . .
Hier ist f(x) :_S_J:_,(f‘_l;l__,?_(ij’z?, eine Funktion von %, die sich nach
1 2
Potenzen von x, vy, und y, entwickeln 146t und die fiir x =0 ver-

schwindet. Daher gibt es eine Zahl ¢ derart, daf}

[
1

1 a .
)< 5 fir lx <o.
Ist dann — o << %, < 0, so ist (fiir vy < x < 0)
€
a+f(&) .
frgo.
x
Y1 (%) — ¥y (%) = [y; (x0) — ¥ (xg)] ™
' 1 Sollte sie’ namlich iiber y = 4 § oder iiber y = — § das Rechteck ver-
lassen, so miiten beide Male der y-Achse parallele Tangenten auf ihr zu finden
sein, was flir # << 0 unmdglich ist.
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Daher ist

[yy (%) — 5 (%) | > | 31 (%) — ¥ (%) e *
> | y; (%) — Y3 (%) |

und das widerspricht der Annahme, da8 y, (%) und y,(#x) im Ursprung
miinden sollen. In der Rechteckhilfte x < 0 gibt es also gemau eine im
Ursprung miindende Losung. Das gleiche ist in der Rechteckhilfte x > 0
der Fall. Das erkennt man am raschesten, indem man diesen Fall auf
den vorigen durch Vorzeicheninderung von x zuriickfithrt.

2. m ungerade ganze Zahl, a > 0.

Ich konstruiere ein Rechteck genau wie im vorigen Fall. Jetzt ist
aber fir | x| <e&

ad+bx+ B (x,0)>0
—ad+bx+ PB(x, —6) <O0.

Ich betrachte zuerst die Hilfte ¥ > 0 des Rechtecks. Eine in diesem
beginnende Losung kann bei abnehmendem x nach diesen Unglei-
chungen das Rechteck weder auf y = + é noch auf y = — § ver-
lassen. Sie kann ihm aber auch nicht iiber x == 0 entrinnen. Sie muf}
also entweder im Ursprung miinden oder geschlossen sein oder sich
einer geschlossenen anschmiegen. Die beiden letzten Fille sind aus-
geschlossen, weil sonst im Rechteck weitere singulire Punkte ligen.
Also miinden alle Lésungen im Ursprung. Ebenso schlieBt man in
der Halfte x <0 fiir wachsende x. Jefzt ist also der Ursprung ein
Kwnoten, insofern als alle im Rechieck beginnenden Lisungen im Ursprung
miinden.

3. m gerade ganze Zahl, a < 0. Es sind keine neuen Erérterungen
mehr nétig. Fir x << 0 schiiefit man wie eben auf ein Knotengebiet und
fir x > 0 greift die Uberlegung von Fall 1. wieder Platz. In x >0
liegt also nur eine im Ursprung miindende Lisung.

4. m gerade ganze Zahl, a > 0. Man schlieft fiir x >0 wieder auf
Knoten und fiir x <0 auf eine einzige im Ursprung miindende Losung.

Die Fiélle @ =0 erfordern eine eindringendere Behandlung. Auch
sie sind erledigt, wie wir sehen werden, wenn allgemein davon die
Rede sein wird, wie man allgemeinere analytische Differentialgleichungen

dy By (%, 5)
dx Py (v.9)
in der Nahe des Ursprungs behandeln kann. Da wird sich zeigen, daB
man alles auf die eben behandelten Typen zuriickfithren kann.
Es wird nun aber noch von.Interesse sein, zu sehen, wie man in
allen besprochenen Fillen die unter Umsténden nur in einem Exemplar
vorhandene, im Ursprung miindende Losung wirklich berechnen kann.




§ 6. Die Differentialgleichungen 4y = Cx+Dy+09) 97

dx Az + By +&(@x9)

Das geschieht mit Hilfe einer von BENDIXSON herriithrenden Methode
der sukzessiven Approximationen. Man kann sie auch im Knotenfall
zur Berechnung der Losungen bis in den Ursprung hinein verwenden.
Uberhaupt erhilt man so auch eine neue rechnerische Herleitung
unserer Ergebnisse. PERRON hat in einer schonen Arbeit (Math. An-
nalen 75) mit dieser Methode noch wesentlich allgemeinere Differential-
gleichungen von der Form

¢ ()% =f(x,y)

erledigen konnen, wo dann fiir ¢ (x) und f(«, y) nur gewisse Stetigkeits-
bedingungen erfiillt zu sein brauchen. Ich méchte mich aber hier damit
begniigen, fiir den erwdhnten Fall die Methode zu schildern.

Es geniigt, den Fall m = 1, 4 << 0 zu betrachten.

Dann nehme man als erste Naherung y, = 0 und bestimme y, aus

d
22 = ay, + bx + P (x,0)

so, daB entweder lim y,(¥) =0 oder lim y,(x) = 0 ist. Ich will den
z>+0 z>—0
zweiten Fall weiter verfolgen. Man iiberlegt sich leicht, daf

0

yy=—x0 [(b&+ B (£,0)E° T dE

z

der gestellten Forderung geniigt. Dann trage man y, ein und setze

a

Y= —x0 [ (D& + B (& yy)E° T dE.

z

Setzt man dies Verfahren fort, so erhilt man eine Folge von Funktionen
¥.. Diese konvergieren gleichmiBig gegen eine Grenzfunktion v, welche
der Differentialgleichung geniigt und fiir die lim y(x) =0 ist. Das

z>—0
Nihere der Beweisfithrung mége der Leser sich entweder seibst zurecht-
legen oder bei BENDIXSON oder PERRON nachlesen.

N . . dy _Cx+Dy+d(xy
§ 6. Die Differentialgleichungen ax —AxTByfeoy’

1. Fragestellung. Unter ziemlich allgemeinen Voraussetzungen kann
man den Satz aussprechen, daB fiir das Verhalten der Losungen dieser

Differentialgleichung in der Umgebung von x =y =0 das Verhalten
der Losungen von

dy _ Cx-+ Dy

dx A=z -+ By
in der Umgebung desselben Punktes maBgebend ist. Der Punkt
% =y =0 soll auch fiir die vorgelegte Differentialgleichung ein sin-
guldrer sein; es sei also 6(0,0) = &(0,0) = 0. Obwohl unsere Uber-

BiesersacH, Differentialgleichungen. 3. Aufl. 7
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legungen meist viel allgemeiner gelten, wollen wir uns weiter einer
formal einfacheren Darstellung zuliebe auf den Fall beschrinken,
daB 6 und ¢ als Potenzreihen in x, y gegeben sind, die mit Gliedern
frithestens zweiter Dimensionen beginnen. Die Determinante der line-
aren Glieder AD — BC sei von Null verschieden. Wir schreiben auBer-
dem die Differentialgleichung in Parameterdarstellung:

[ =4+ By + Bix

|22 = cx + Dy + B3,

2. 2,, Ay reell und von gleichem Vorzeichen. Ich beginne mit dem ein-
fachsten Fall. Die beiden Wurzeln Ay, A, der chavakteristischen Gleichung

4 —2 B
¢ D-—1

seten reell und mit dem gleichen Vorzeichen versechem'. Dawn lifSt sich
eine Umgebung wm den Ursprung abgrenzen, devart, dafl die durch die
Punkte dieser Umgebung bestimmien Lisungen alle in den singuliren
Punkt hineinlaufen.

Wie wir von S. 74 ff. wissen, kann man durch eine Koordinatentrans-
formation die Differentialgleichungen auf die Gestalt

% = hx + By (%1, ¥1)

Yi=p% + Ay + B2, 71)

bringen. Dabei sind 4, und 4, die beiden Wurzeln der charakteristischen
Gleichung und g ist nur dann vielleicht von Null verschieden, wenn
A =14, ist. By, B, sind wieder zwei Potenzreihen, die keine Glieder
nullter oder erster Dimension enthalten. Ich nehme zunichst y =0

an. Dann betrachte ich 22 4+ 3? d.i. das Quadrat der Entfernung
der Punkte einer Losungskurve vom Ursprung. Aus (3) folgt

(4) %% + 191 = A af + A yf + 2 By + v P
A2 4 Ay y2 ist eine definite quadratische Form, da 1, und 2, gleiches
Vorzeichen besitzen. Sind z.B. A; und A, negafiv, so ist nach (4)

1)

(2) =A—A(Ad+D)+A4D —BC =0

3)

d
7; @1 + ) <0 und daher nahert sich bei zunehmendem Parameter-

wert die Losungskurve stindig dem Ursprung. Grenzt man eine geniigend
kleine Umgebung um den Ursprung ab, so besitzt darin dieser Ausdruck
stets dasselbe Vorzeichen wie 4,42 + 2,7%. Es sei z. B. fir 22 + y§ <6
stets
. L0 By + 9 Bo | S 5 A of + Ao
Dann ist
%%+ 9 S5 af 4 Ay])  fir af 4 9f <6
1 Wegen AD — BC + 0 ist A = 0 keine Wurzel von (2).
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Wir zeigen dann, daB jede Losungskurve durch einen Punkt von
22 + 2 < 6 im Ursprung miindet, d. h. fiir hinreichend groBe positive
¢ ist %% + y? beliebig klein. Denn wéren z.B. alle Punkte einer
solchen Losungskurve um mindestens ]/; vom Ursprung entfernt, wire
also stets x% + »% = o, so wire auf derselben, da ¢ < § ist, die Ab-
leitung #, %] + y,y; wegen (5) stindig unterhalb einer angebbaren
Schranke. Bezeichnet man n#dmlich mit # das Minimum von — 4,42
— 2y ¥% fiir 42 4 y2 =1, so ist

— w2 mo fir a0
Also wire
d
L@+ < —mo
und

() + 23 (0) — 25 (o) —2i(te) £ —mo(t —1y),

wenn £, der Parameterwert eines Kurvenpunktes aus #2 4 32 < ¢
und ¢ > ¢, ist.

Es wire somit % - y2 < 6 — ma(t — 4,), was fiir geniigend groBe
t — ¢, ein Widerspruch gegen 2 4 y2 = o ist.

Es gibt also entweder einen endlichen Wert 7 von ¢, so daB lim x (¢)

>t

=lim y(f) =0, oder aber es ist lim x(¢) =lim y{¥) = 0. Die erst-

i->7 t->—oo > — ©
genannte Moglichkeit steht nach S.79 im Widerspruch mit der Tat-
sache, daBl es auBler der trivialen Losung ¥ =0, y = 0 keine andere
geben kann, die fiir £ =7 die Werte x =0, y = 0 annimmt.

Auf die gleiche Weise sieht man auch, da8

14,
oW T (*1) = A 27 + % By (%1, v1)

sowie
1

_2’;2 08 = A 9% + v, Balr1, 1)
fiir hinreichend kleine #; und y; im Falle 4; < 0,4, < 0 negativ sind,
daB also fiir zunehmende ¢— 4 o0 sowohl x,(f) wie y,(f) monoton
gegen Null abnehmen.

Ahnlich kann man im Falle schlieBen, wo 4 =+ 0, also die beiden
Zahlen A; und 1, gleich sind. Dann betrachte man den Ausdruck

a1+ Ry
der ja fir positives & definit ist. Fiir seine Ableitung folgt aus (3)
%y + Eyryy =2 xF + Epxyy, + EA ot A+ % B+ ky, B

und das ist nun fiir geniigend kleines positives % in einer geniigend
kleinen Umgebung des Ursprungs wieder definit. Daher schlieft man
genau wie eben, daB alle Losungen in den Ursprung einmiinden.

¥
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In diesem Falle sieht man weiter analog wie vorhin ein, daf3

%&d’,‘ (#3) = A% + 2% By (%1, ¥1)

fiir hinreichend kleine x,,y, im Falle 4; <0 negativ ist, daB also
jetzt wenigstens x, (f) fiir #— -+ co monoton gegen Null abnimmt,

Geometrisch gesprochen besagen dic eben angestellten Uberlegungen,
daf fiir Wurzeln Ay und A, mit gleichem Vorzeichen alle Lisungen im
Ursprung miinden, und daf sie dabei wnicht spivalig verlaufen konnen.
D. h. sie koénnen nicht alle Geraden des Ursprungs in dessen Umgebung
beliebig oft treffen. Denn sonst konnte x,(f) nicht monoton gegen
Null abnehmen. Daraus werden wir bald zu schlieBen lernen, daB die
Lésungen in bestimmten Richtungen im Ursprung miinden.

3. 21, %y konjugiert imaginir. Offenbar versagen unsere Uber-
legungen fiir den Fall, daB die Wurzeln der charakteristischen Gleichung
zwar reell sind, aber verschiedenes Vorzeichen besitzen. Wohl aber
bleiben sie anwendbar in dem Falle, daB die Wurzeln der charakte-
ristischen Gleichung konjugiert imaginir sind. Setzt man dann

A=y + iy, Ay = py — i iy,
so kann man x;, durch x, — ¢y, und y, durch %, + 7y, ersetzen und
so die Differentialgleichungen (3), in denen dann wieder u =0 ist, auf
die Form

(5) {x; = Hy %y + Mo ys + By(%1, ¥1)

V1= — fa %y + Y1 + Ba(®, 1)

bringen, wo wieder die Potenzreihen 9B;, B, erst mit den Gliedern
zweiter Dimension beginnen. Wir betrachten wieder #% + 32, dessen
Ableitung

20021 + y1y1) = 2p1 (6 4+ 9%) + 2%, By 4 29, Py

ist. Betrachten wir den Fall u;, & 0 ndher. In einer geniigend kleinen
Umgebung des Ursprungs ist wieder x,%] + y,y; definit, und daraus
folgt wieder, daB alle Losungen dieser Umgebung in den Ursprung
einmiinden. Ist aber y; =0, so gilt ein solcher SchluB nicht, und die
Erinnerung an den frither betrachteten Strudelpunkt lehrt auch, daf
jetzt nicht mehr immer die Lésungen in den Ursprung miinden miissen.
Zur Klirung dieser Dinge sind tiefergreifende Erorterungen nétig,
die wir noch zuriickstellen wollen. Zur Entscheidung dariiber, ob im
Falle uy =0, d. h. rein imaginirer Wurzeln der charakteristischen Glei-
chung (2), Strudel oder Wirbel vorliegt, reichen nicht mehy die Glieder
erster Ordnung hin.

4. Knoten und Strudel. Unsere Betrachtung 148t bei den bisher
behandelten Fiallen noch nicht den spezifischen Unterschied zwischen
Knoten und Strudel oder Wirbel erkennen, den wir in dem vorvorigen



dy _Cx+Dy+d(9)
dx  Ax -+ By-+se(x,9)’
Paragraphen bei den homogenen Gleichungen herausgearbeitet hatten.
Bevor wir uns also dem noch ausstehenden Fall reeller 4, und A, mit
verschiedenem Vorzeichen zuwenden, wollen wir diese Frage noch er-
ortern. Es wird sich wieder zeigen, daB bei reellen Wurzeln gleichen
Vorzeichens stets der Knotenfall vorliegt. Bei komplexen Wurzeln
aber liegt Strudel oder Wirbel vor.

5. Ein Satz von BenpixsoN. Diese Untersuchung beruht auf einem
von BENDIXSON herriihrenden Satz, den ich zunichst angeben will.
Der Satz bezieht sich sogar auf etwas allgemeinere Differentialgleichun-
gen. Ich will ihn in dieser allgemeinen Fassung aussprechen, dann aber
nur fiir unseren Fall beweisen. An der Beweismethode wird dabei nichts
Wesentliches verlorengehen. Der Satz bezieht sich auf Differential-
gleichungen von der Form

[%=Xm+$1(x:y)

Dabei sind X,, und Y,, ganze rationale homogene Funktionen m-ter
Ordnung, wihrend die Potenzreihen $B; und P, Glieder m-ter oder
niedrigerer Ordnung nicht enthalten. Der Satz lautet dann: FEine
Liosung der Differentialgleichung, welche im Ursprung miindet, ist ent-
weder eine Spirale oder sie miindet mit einer bestimmien Tangente ein.
Diese gendigt der Gleichung xY,, — yX,, =0.

Ich beschrinke mich, wie schon gesagt, beim Beweis auf den Fall
m =1. Hier ist X, = Ax 4+ By, Y, = Cx 4 Dy. Man fithrt Polar-
koordinaten ein: ¥ = g cos#, y = gsind. Die Differentialgleichungen
werden dann

o =p{cos?-X,(cosd,sind) + sin ¥ Y, (cos &, sin D)} + 02/, (e, )
# = cosd- Y (cosd,sin ) — sin 9 X (cos &, sin 9) + o /,(0, F).

Dabei ist
0%f1(0, 9) = cos & By (0 cos P, g sinB) + sin 9 P, (o cos#, p sin )
ofa(0, ¥) = —sind Pi(ocos#, gsind) + cosd P,(ocosP, gsinH).

Es gibt dann eine Zahl R, so daB die beiden Funktionen f, und f,
sich fiir p £ R, — 00 < ¢ < + o0 nach Potenzen von ¢ entwickeln
lassen. Wir betrachten nun eine einzelne im Ursprung miindende
Loésung. Man darf ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen,
daB3 man fiir wachsende ¢ auf der Lésung dem singuliren Punkt zustrebt.
BloBe Vorzeichendnderung von ¢ bringt dies ja nétigenfalls mit sich.
Man kann dann eine Zahl T so bestimmen, daB fiir £ > T die Losung
ganz im Kreise ¢ < R bleibt. Wihrend man sich auf der Losung dem

101
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Ursprung nihert, muB ¢ — o0 streben. Wire nidmlich fiir ein endliches
l=1

limx () =0, limy(¢) =0,

t>z t>7
so erhielten wir nach S. 79 einen Widerspruch mit der Tatsache, daB
es eine andere Losung gibt, welche fiir ¢ =7 die Werte ¥ =0 und
y = 0 annimmt; das ist ndmlich die triviale Losung * =0, y =0, fiir
die » und y fiir alle £ den Wert Null haben.

Wir nehmen also an, daB fiir # > T die zu betrachtende Losung
ganz im Kreise g =< R liegt und daB sie fiir # - 00 gegen den Ursprung
konvergiert. Wir hatten schon Polarkoordinaten g, & eingefithrt. Deuten
wir diese wieder als rechtwinklige Koordinaten einer neuen Ebene,
so verliuft die zu betrachtende Losung?! fir ¢ > T ganz im Streifen
0 =< p = R und strebt fiir £— o0 gegen die Gerade p = 0. Wir fragen
nach den Haufungspunkten, die die Punkte der Kurve dabei auf
o = 0 besitzen und beweisen, daB es deren nicht mehr als einen geben
kann. Dieser Nachweis ergibt sich besonders leicht in dem Fall, dafB
xY, — yX, nicht identisch verschwindet. Dann gibt es nimlich (bis
auf Vielfache von 2x) nur endlich viele Werte §. fir die

(8) cosP- Y, (cos?, sind}) —sind- X, (cos?, sind) =0

ist. Wenn dann unsere Losung auf ¢ = 0 zwei verschiedene Haufungs-
punkte hat, ¢ =a und ¢ =, so wihlen wir einen Wert ¢ =y zwi-
schen beiden, fiir den cos y- Yy (cos y, siny) — sin y- X, (cos y, siny) == 0
ist und wihlen R so klein, daf} fiir & =4, 0 < R gemidB (7) auch
# 40 ist. Dann kann die den Streifen 0 < p < R durchsetzende
Gerade & =y von unserer Losung nur einmal {iberschritten werden;
denn wegen des festen Vorzeichens von ¢ miiBten alle Uberschreitungen
in der gleichen Richtung geschehen, also entweder in Richtung wach-
sender oder in Richtung abnehmender #. Daher muBl unsere Losung
von einem gewissen Parameterwert an entweder stindig oberhalb oder
stdndig unterhalb der Geraden ¢ =y bleiben. Daraus folgt, daB nicht
? =ao und 9 =g (die zu beiden Seiten von & =y liegen) auf ¢ =0
beide Hiufungspunkte sein konnen, so daB die Losung nur einen
Haufungspunkt auf g = 0 besitzen kann. Liegt dieser im Unendlichen,
so bedeutet das offenbar, daB die entsprechende Losung in der x-y-
Ebene eine Spirale ist, da sie jede Gerade durch den Ursprung dann
unendlich oft durchsetzt. (Die Geraden & =&, ¢ =8, + 2x ... der
o-9-Ebene geben ja alle dieselbe Gerade der x-y-Ebene.) Ist der Grenz-
punkt aber ein endlicher Punkt & = &, so bedeutet dies, daB unsere
Losung in der x-y-Ebene in bestimmter Richtung o in den Ursprung

1 Wir legen ihr Bild in der p-8-Ebene dadurch eindeutig fest, da8 wir in einem
Punkte dies bei # zundchst unbestimmte Vielfache von 27 irgendwie fixieren.
So erhalten wir eine wohlbestimmte Losung von (7).
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einmiindet. Diese Richtung ist durch die #-Koordinate des Punktes
auf g = 0 bestimmt, dem die Losung in der g-9-Ebene zustrebt. Dieser
?-Wert aber geniigt der Gleichung (8). Denn auch ¢ =0 ist Lésung
der Differentialgleichungen (7). Der Grenzpunkt & = « muB also ein
singuldrer Punkt fiir diese Differentialgleichungen sein und daher mu8
(8) fiir & = o erfiillt sein. Das bedeutet aber doch, daB lings der Tangente
xY,—yX;, =0
ist.

Da X, und Y, lineare Funktionen von x und v sind, so ist dies
eine quadratische Gleichung. So erkennt man, daf in dem Falle, daB
xY, — yX, nicht identisch verschwindet, nicht mehr als zwei Richtungen
in Betracht kommen, in welchen Liosungen in den Ursprung einmiinden
konnen. Ob aber in jeder dieser beiden Richiungen oder auch nuy in einer
von thnen Lisungen eimmiinden, ist eine erst wnachher zu enischeidende
Frage. Dariiber enthilt auch der augenblicklich zu beweisende Satz
von BENDIXSON keine Aussage. Diesen haben wir durch die vor-
stehenden Betrachtungen fiir den Fall bewiesen, dal x Y, — ¥ X, nicht
identisch verschwindet.

Er bleibt nur noch zu beweisen fiir den Fall, daB x Y, — y X, identisch
verschwindet. Dann ist offenbar

xY,=yX =ayx7,
wo @, konstant und = 0 ist. (X; und Y; verschwinden nach S. 98

nicht identisch.)

Also ist X; =ayx und Y, =«ayy. In Polarkoordinaten werden
dann die Gleichungen:

0 =¢ea +0*f1 (0,9
¥ =01 S, ., (cos P, sind) + o"+2 1, (0, F).

Dabei ist 7 eine passende positive oder verschwindende ganze Zahl
und S, , ein Polynom, von der durch den Index angegebenen Ordnung.

. . d . .
Durch die Gleichung d—ttl = p fiihren wir nun lings der zu untersuchen-

den Losung einen neuen Parameter #; ein. Dann werden die Differential-
gleichungen

(9) o'=a+eoh

B =g Sy + 07

Nun sei ¢ = « irgendein Punkt auf p = 0. Es ist ein regulirer Punkt
fiir das Gleichungssystem (9), das wegen a, = 0 auf g = 0 keine singu-
laren Punkte besitzt. Daher geht durch diesen Punkt genau eine
Losung von (9). Diese ist aber, anders wie im vorigen Falle, nicht o = 0.
Denn diese Kurve ist gar nicht Losung von (9), wegen a4, == 0. Ihr
entspricht in der x-y-Ebene eine Losung von (8), die in der Richtung «
in den Ursprung einmiindet. Umgekehrt entspricht auch jeder Lésung



104 I. 4. Diskussion des Verlaufs der Integralkurven.

der Gleichungen (6), welche in der Richtung « in den Ursprung ein-
miindet, eine Losung von (9), welche durch ¢ =0, & = « hindurch-
geht!. Da dies aber ein regulirer Punkt ist, so gibt es auch nur eine
Losung von (6), welche in der Richtung « in den Ursprung einmiindet.
Ich betrachte weiter die durch ¢ =0, ¢ =« + 27 gehende Ldsung
von (9). Thr entspricht dieselbe Losung von (6). Beide Kurven der g-9-
Ebene schneiden fiir hinreichend kleines R aus dem Streifen 0 < o < R
ein Gebiet G aus, das als umkehrbar eindeutiges Bild von ¢ =< R der
x-y-Ebene anzusprechen ist. In diesem Gebiet miissen nun die Bilder
aller anderen Lésungen von (6) liegen, welche durch Punkte p < R
hindurchgehen. Da nun bisher ja « ganz beliebig war, so haben wir
in jeder Richtung durch den Ursprung genau eine Lésung. Dieser ent-
spricht eine durch ¢ =0, ¢ = « hindurchgehende. Alle so erhaltenen
Lésungen von (9) bedecken nun aber offenbar das Gebiet G vollstindig;
d. h. durch jeden Punkt dieses Gebietes geht genau eine der gefundenen
Losungen hindurch. Das folgt sofort daraus, dafl diese Losungen stetig
vom Anfangspunkt o =0, # =« abhingen. Daher sind damit alle
Lésungen von (6) im Gebiete ¢ =< R erschopft.

Den auf S. 101 angegebenen Satz von BENDIXSON haben wir nun be-
wiesen. Wir haben erkawnt, daf in dem Falle, wo xY, —yX, =0
ist, jede Losung in einer bestimmien Richtung im Ursprung miindet,
und daf zu jeder Richtung auch gemau eine Lisung gehért. Wenn aber
x Yy — y X, nicht identisch verschwindet, so miindet entweder jede Lisung,
i einer der beiden xY, — yX, =0 geniigenden Richtungen in den
Ursprung, oder aber alle Losungen ndihern sich spivalig dem Ursprung,
d. h. so, daf jede Lisung jeden Strahl des Ursprungs in dessen Umgebung
unendlich oft schmeidet, oder es gibt diberhaupt keine im Ursprung miindende
Losung.

6. 2y, 1y konjugiert imaginir. Wenden wir nun diesen Satz von
BeENDIXSON an. Er lehrt, daB3 in dem Falle, wo die charakieristische
Gleichung (2) komplexe Wurzeln hat, nur spivalige Lisungen in den
Ursprung miinden koénnen. Denn die Gleichung fiir die Tangenten
wird dann

x(Cx+Dy)—y(Adx+By) =0
oder
Cx®+(D—A4)xy—By*=0
und dies liat keine reellen Nullgeraden. Denn es ist
(D—A4)*4+4BC=(D+A)2—4(AD—BC) <0,

weil die charakteristische Gleichung (2) keine reellen Wurzeln hat.
Im Falle komplexer, aber wicht rein tmaginirer Wurzeln der charakie-

! Eg sei wieder daran erinnert, daB die Darlegungen sich stets auf den Fall
m =1 voii (6) beziehen.
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ristischen Gleichung wmiinden somit alle eimer gewissen Umgebung des
Ursprungs angehdrigen Lisungen spivalig in demselben. Der Fall rein
imagindrer Wurzeln bleibt wie auf S. 100 noch unentschieden. Aus dem
Satz von BENDIXSON ergibt sich auch, daB im Falle reeller Wurzeln
gleichen Vorzeichens der charakteristischen Gleichungen die Losungen
alle unter bestimmten Tangentenrichtungen in den Ursprung miinden.
Diese Aussage ist in dem Falle, wo x Y, — y X, identisch verschwindet,
nach dem vorhin Gesagten direkt im Satze von BENDIXSON enthalten.
Das ist also der Fall, wo in (3) 4, = 4, und p = 0 ist. Allgemein haben
wir aber auf S.100 fiir charakteristische Wurzeln von gleichem Vor-
zeichen bereits festgestellt, dafl spiralige Losungen #nicht vorkommen
Also miinden fiir reelle A von gleichem Vorzeichen alle Lisungen in be-
stimmien Richtungen im Ursprung.

Wir werden bald noch niher untersuchen, inwieweit die nach dem
Satz von BENDIXSON moglichen Richtungen wirklich vorkommen.

7. 24, 74 reell und von verschiedenem Vorzeichen. Wir wenden uns
jetzt dem Falle zu, daf die chavakteristische Gleichung veelle Wurzeln von
verschiedenen Vorzeichen besitzt. Diese seien dann 4, =41 >0 un
A, = —A < 0. Dann kann man die Differentialgleichungen (1) auf
die Form
2 =2ix+ P (x,9)
yo=—Ay+ By (%)
bringen. Da es uns vor allem auf die den Ursprung passierenden L&-
sungen ankommt, so machen wir die Substitution y = x4,. Dann finden
wir die Differentialgleichungen
2 =Ax + 228 (%, )
yi=—@A+ )y + 20, (%, y1).

Dabei sind £, und £, neue Potenzreihen, die nach Potenzen von x
und y, fortschreiten. Wir miissen diejenigen Losungen dieser Gleichung
aufsuchen, die fiir ¥ — 0 endlich bleiben, oder doch so schwach un-
endlich werden, daB xy; — 0 strebt. Wir wollen zunichst diejenigen
Losungen von (11) suchen, die durch x =0, y; =0 hindurchgehen.
Dazu gehért namentlich ¥ = 0 selbst. Dieser Lsung entspricht aber
bei den Gleichungen (10) nur die triviale Lésung x =0, y = 0. Auf
jede Losung kann man in der Umgebung von x =0, y; =0 durch

d
=t 20 (r )

den neuen Parameter 7 einfithren. Fiir gentigend kleine %, y, wichst
er wegen A >0 mit ¢ zugleich. Nach Einfithrung dieses Parameters
gehen die Differentialgleichungen (11) in

(10)

(11)

¥ =x

2) Ay, 2D, vy A+ A
= ‘;b+x101(x,yi)(x’ e R D
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iber, wo £; eine neue Potenzreihe ist, die nach Potenzen von %, y,
fortschreitet. Auf (12) wenden wir die Ergebnisse von S. 94 ff. an. Dar-
nach gibt es noch genau zwel weitere Losungen von (11) durch den
Ursprung. *Diesen entsprechen dann Ldsungen von (10), welche durch
den Ursprung gehen und dort ¥ = 0 beriihren. Es gibt deren also genau
zwei, von denen ibrigens die eine die positive, die andere die nega-
tive x-Achse beriihrt. Genau ebenso kdnnen wir dann mittels der Sub-
stitution ¥ = yx,; zwei Losungen von (10) ausfindig machen, welche
durch den Ursprung gehen und dort ¥ = 0 beriihren. Damit sind dann
alle Losungen bestimmt, welche im Ursprung eine der beiden Koordi-
natenachsen ber{ihren. Der Satz von BENDIXSON lehrt aber dann weiter,
daf alle dem Ursprung zustrebenden L&sungen von (10) dort unter
bestimmten Tangenten ankommen. Denn spiralige Losungen miiBten
die beiden schon gefundenen Lsungen in reguliren Punkten treffen.
Weiter lehrt der Satz von BENDIxsoN, daB als solche Tangentenrich-
tungen nur die beiden Koordinatenachsen in Betracht kommen. Daher
haben wir dann alle Losungen durch dem Ursprung gefunden. Es sind
genan vier. Je zwei bevithven eine dev beiden Koordinatenachsen von ver-
schiedenen Seiten herkommend.

8. Zusammenfassung. Ich stelle nun zundchst usammen, was wiy
bis jetzt fiir die in der Uberschrift dieses Paragraphen genannten Diffe-
rentialgleichungen erveicht haben. Im Falle reeller Wurzeln der charakte-
ristischen Gleichung gehen bei gleichem Vorzeichen sdmtliche einer
gewissen Umgebung des Ursprungs angehorige Losungen in diesen hinein.
Das gleiche ist im Falle komplexer Wurzeln der Fall, es sei denn, daB
die Wurzeln rein imaginir sind. Dieser Fall ist noch unentschieden.
Im Falle reeller Wurzeln von verschiedenem Vorzeichen gehen genau
vier Losungen in den Ursprung hinein. Im Falle komplexer Wurzeln
wurde weiter erkannt, daB die im Ursprung miindenden L&sungen
Spiralen sind. Im Falle reeller Wurzeln gleichen Vorzeichens miinden
alle Losungen in bestimmten Tangentenrichtungen. In dem Falle, wo
2Y, —yX;=0ist,dh.wod =D =0,B=C,dh. A, =4, u=0
ist, miindet nach dem Satz von BENDIXSON in jeder Richtung genau eine
Losung. Wie sich die Richtungen der Ldsungen auf die beiden Null-
geraden von xY; — yX; =0 verteilen, bleibt in den anderen Fillen
noch zu untersuchen. Im Falle A, = 2,, u == 0 ist die Antwort ohne
weiteres klar. Denn hier wird xY, — yX; = us?, so daB alle Lo-
sungen tm Ursprung x, = 0 berithren. So bleibt nur noch der Fall, daf
die beiden Wurzeln dev charakievistischen Gleichung veell und verschieden
sind. Die beiden in Betracht kommenden Tangentenrichtungen sind
dann aus

(13) 2Y, —vX,=x(Cx+Dy)—y(Ax+ By)y=0

zu bestimmen. Sie sind, wie man leicht sieht, verschieden, sind es
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doch die Richtungen der geradlinigen durch den Ursprung gehenden
Lésungen der zugehérigen homogenen Gleichungen, die entstehen, wenn
man PB; und P, durch Null ersetzt. Wir diirfen das Koordinatensystem
so legen, daB die Koordinatenachse ¥ = 0 in keine dieser Richtungen
fallt. Somit ist B #= 0. Wir machen in den Gleichungen (1) die Sub-
stitution: y = x#. Sie fithrt uns auf
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fi—f=Ax+an+x“Ef‘(x,n)

‘Z_’Z:C_}_Dyi-—-n(A‘—i—B?’])+x$§(xJ77)°

Ihre auf der Losung x = 0 gelegenen singuliren Punkte werden durch
(15  CH+Dn—(A+Byn=—B@n—mn)n—1n)=0

gegeben. Es sind also zwei voneinander verschieden reelle Punkte,
deren n#-Koordinaten 7, und #, nach (13) mit den Richtungen der even-
tuellen Tangenten iibereinstimmen. In der Umgebung dieser beiden
singuldren Stellen gehort diese Differentialgleichung dem in der Para-
graphentiberschrift genannten Typus an. Die Wurzeln der zugehérigen
charakteristischen Gleichungen sind beide Male reell.

Daher lehren die Betrachtungen dieses Paragraphen, daB durch
jeden der beiden singuldren Punkte auBer x = 0 noch weitere Losungen
hindurchgehen. Daraus folgt, durch Eintragen dieser fiir x — 0 gegen
bestimmte Grenzwerte konvergierenden Funktionen in y =#xx, daB
durch den Ursprung gewisse Losungen von (1) mit bestimmter Tan-
gentenrichtung hindurchgehen. Daher gehen nach S. 104 alle im Ur-
sprung miindenden L&sungen in bestimmten Richtungen in diesen
Punkt hinein. Gleichzeitig wird erkannt, daB in jeder der beiden mog-
lichen Richtungen L6sungen im Ursprung miinden.

Nunmehr ist es leicht, zu zeigen, daB tatsichlich ein Kuotenpunkt
vorliegt, daf also tatsichlich alle Lésungen bis auf zwei mit derselben
der beiden Tangenten einmmiinden. Zu dem Zweck miissen wir zeigen,
daB der eine der beiden singuldren Punkte von (14) auf x =0 ein
Knoten, der andere ein Sattel ist, daB also in den einen alle, in den
anderen nur vier Ldsungen einmiinden. Zwei von diesen vier werden
durch x = 0 selbst absorbiert, den beiden anderen entsprechen dann

(14)

! Betrachtet man z. B. die Wurzel %, von (15) und setzt § — n; = H, so wer-
den die linearen Glieder von (14), wenn man rechts nach Potenzen von # und H
entwickelt: (4 + Bay)x und — B(yy — n) H + *PF(0,m,). Hier kann aber
die Determinante der Koeffizienten der linearen Glieder nicht verschwinden.
Denn dann miiite entweder 4 + B, = 0 oder — B (x5, — 7,) = 0 sein. Im ersten
Falle wire, da #,; eine Wurzel von (15) ist, auch C -+ Dz, = 0 und daher miiBte
AD — BC =0 sein, gegen unsere Annahme. Im anderen Falle wire 7, eine
Doppelwurzel von (15) entgegen einer bereits gemachten Feststellung. Die charak-
teristische Gleichung wird (4 + B, — A)(— B, — 1;) — A) = 0, hat also reelle
Wurzeln.
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zwel mit der einen der beiden méglichen Tangenten einmiindende
Losungen von (17), wihrend alle iibrigen dem Verhalten des anderen
singuldren Punktes von (14) entsprechend in der anderen Richtung
einmiinden. Um nun diese Verhiltnisse der beiden singuliren Punkte
von (14) einzusehen, muB man sich ihre charakteristischen Gleichungen
ansehen. Falls 5, und 7, die beiden singuldren Punkte auf ¥ = 0 sind,
so werden, wie man ausrechnet,

(A+Bn, —uw (B(n1‘“7]2)+;“):0

(A+Bny—p) (Bme—m) + 1) =0
ihre charakteristischen Gleichungen. Um zu sehen, daB im einen Fall
die beiden Wurzeln verschiedenes, im andern aber beide gleiches Vor-

zeichen haben, ist nur festzustellen, daB das Produkt aller vier negativ
ist. Dies Produkt ist aber

— (4 + Bmy) (4 + Bn) B2 (1, — 1)
Und das ist wegen (15) gleich,
— (4D —BC) B?-(n, — ns).
Die Determinante 4D — BC ist aber positiv, denn nach (2) ist sie
das Produkt der beiden A,4,, die gleiches Vorzeichen haben. Nach
S.107 ist B £ 0.

Es liBt sich auch noch feststellen, daB die Richtung, welche von
fast allen Ldsungen im Ursprung eingehalten wird, die gleiche ist,
wie bei der zugehorigen homogenen Gleichung. Der Leser mége das
selbst nachpriifen.

Damit ist nun die Diskussion der Differentialgleichungen

dy _Cx+Dy+ B, (»9)

ix Ax+ By + By (% 9)
in dem in Aussicht genommenen Falle, da AD — BC = 0 ist, zu
Ende gefiihrt. Man kann das Ergebnis dahin aussprechen, daB fiir das
qualitative Verhalten der Losungen in der Nihe des Ursprungs in der
Regel allein die linearen Glieder maBgebend sind. Diese bestimmen
sogar die Richtungen, in welchen die Lésungen im Ursprung miinden.

9. Wirbel und Strudel. Freilich konnten wir bisher im Falle rein
imagindrer Wurzeln der charakteristischen Gleichungen nicht den
Wirbelfall vom Strudelfall trennen, Hier sind eben tatsichlich die
linearen Glieder nicht mehr allein maBgebend. Das erkennt man sofort
an zwei Beispielen, in welchen die linearen Glieder die gleichen sind.
So wird

und

x' =y 4 293, Y =—x—243
durch die geschlossenen Kurven

%% 4+ y2 + x* 4+ y* = konst.
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dx ~ Ax+Byte(x,9)
gelost. Hier liegt also ein Wirbel vor. Dagegen liegt bei
K=yt (s 4 9?)
Y= —x+y (42

ein Strudel vor. Denn in Polarkoordinaten werden diese Gleichungen

o =03 ¥=—1.
Ihre Losungen sind die Spiralen
' 1
=551
Da wir jetzt an eine Stelle gekommen sind, wo im Falle von Diffe-
rentialgleichungen, deren Koeffizienten im Ursprung sich nicht ana-

lytisch verhalten, die Dinge anders liegen konnen, so will ich auch
dafiir noch ein Beispiel geben. Ich betrachte

% =y + (x* + yz)xsinp—i?
&= —x (@) ysin .
Fihrt man Polarkoordinaten ein, so kommt
g'=g3sinz)1?, P =—1
oder
g—g = —g3 sin—;?

und daraus erkennt man, den unendlich vielen gegen Null sich hiufen-
den Nullstellen der rechten Seite entsprechend, daB der Differential-
gleichung durch unendlich viele Kreise mit dem Nullpunkt als Mittel-
punkt geniigt wird. In einem von zwei aufeinanderfolgenden derartigen
Kreisen begrenzten Ring liegen aber keine weiteren geschlossenen
Integrale. Denn in einem solchen Ring ist g’ von einerlei Vorzeichen.
Die hier verlaufenden Integralkurven wickeln sich also spiralig um
die Begrenzungskreise herum.

10. Methode von Pomcarté. Kehren wir zuriick zum analytischen
Fall. Wir legen uns die Frage vor, wie man nun bei einer vorgelegien
Differentialgleichung entscheiden kawnn, ob sie zum Strudelfall oder zum
Wirbelfall gehsyi. Man kennt dafiir zwei verschiedene Methoden, eine
von POINCARE und eine von BENDIXSON. Die PoINCAREsche beruht
auf folgenden Gedanken. Wenn eine Schar geschlossener Integralkurven
den Ursprung umschliefen soll, so wird man die Gleichung derselben
in der Form F = konst. annehmen diirfen. Es liegt nahe, es hier einmal
mit einer Funktion F zu versuchen, die sich nach Potenzen von x und y
entwickeln 148t. Fiir F ergibt sich dann aus den Differentialgleichungen
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die Bedingung
adF 0F dx OF dy
O=F=%rat tayar
Um F dieser Bedingung gemiB bestimmen zu konnen, denken wir
uns die Entwicklung von F nach homogenen Polynomen der x,y
geordnet:
F=F,+F+---

Dabei ist F,, ein homogenes Polynom k-ter Ordnung. Die Differential-
gleichung diirfen wir nach S. 100 in der Form

dx
= y+X2—|-...

Ez:—-x—}—yz_l—...

annehmen!. Daraus erkennt man sofort, daB} F; = 0 sein muB. Ebenso
leicht findet man F, = %2 + y2. Denn auf einen konstanten Faktor
kommt es bei der Bestimmung von F nicht an. Und ferner hat man

die Bedingung, daB bei Ordnung von d—dlj;- nach homogenen Polynomen

alle diese einzelnen Polynome verschwinden miissen. Fiir das Polynom
F, findet man hiernach die Bedingung

OF, aF,
(16) y%—-—x—a-;—Gk.

Dabei ist G, ein Polynom k-ten Grades, das sich aus der Differential-
gleichung und denjenigen F; zusammensetzt, deren Ordnung niedriger
als % ist. Zur weiteren Rechnung fithrt man am bequemsten Polarkoordi-
naten ein: ¥ = pcos®, y = psin®. Dann erkennt man leicht, daB
fir ein homogenes Polynom k-ten Grades

G = 0% 3 (p, cos nd 4 g, sin n )
gilt. In der Fourierreihe kommen dabei nur solche Glieder vor, deren
Nummer # dieselbe Paritit hat wie %, und % nicht iibertrifft. Man sieht
auch leicht ein, daB umgekehrt diese Bedingung dafiir hinreichend
ist, daB das g@* -fache der Fourierreihe ein homogenes Polynom k-ten
Grades ist. Setzt man dann Fj = ¢* ¢(9) und G, = ¥y (d), so wird
aus der Gleichung (16) die folgende:
d
— =y ().
Man kann ihr also dann und nur dann geniigen, wenn das Absolut-
glied in der Fourierreihe fiir 9(9), d.i. also p, =0 ist. Das ist fur

1 Das zunichst noch vorhandene y, kann man durch die Parametertransfor-
mation

art .
7 = P d.i.T=17u,
zu Eins machen.
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ungerades % offenbar von selbst erfiillt, da ja ¢* (J) ein homogenes
Polynom sein soll. Fiir ungerades % ist dann @(8#) eindeutig bestimmt,
da doch auch in ¢(¥#) das Absolutglied Null sein muB. Bei geradem
k indessen bedeutet Verschwinden von $, eine besondere Bedingung,
und jetzt ist auch ¢ (&) nur bis auf eine additive Konstante bestimmt.
Ich behaupte nun, daB das Verschwinden der ¢, eine notwendige
Bedingung fiir das Vorliegen eines Wirbels ist. Nehme ich ndmlich
an, diese Bedingung des Verschwindens der p, sei bis zur Nummer
k=2 n erfiillt, fiir & = 2 u selbst aber sei sie nicht mehr erfiillt, dann
kann man eine Funktion ¢(#) aus

— 22 =) — o

bestimmen. Das ist gleichbedeutend mit der Bestimmung eines zu-
gehorigen homogenen Polynoms aus der Gleichung

dF,, dF,,
y a:, —X a; :GZn_ﬁO(x2+y2)n‘

Nun setze ich

F=a+ 9+ Fyt -t Fppoy o+ Fap.

Dabei mogen dieFg, ..., Fy,_4, . . ., aus den Gleichungen (16) bestimmt
sein. Dann fallen in dem Ausdruck

dF
dat

alle Glieder von kleinerer als 2 n-ter Ordnung weg, wihrend das Glied
2 n-ter Ordnung

— po (x* + y*)"
wird. Daraus folgt, daf in geniigender Nahe des Ursprungs (—21—; von

einerlei Vorzeichen ist. Ich will annehmen, es sei das negative. Dann
folgt hieraus, daB auf einer, dieser Umgebung des Ursprungs angehérigen,
Integralkurve ¥ = % (f), ¥ = ¥ (¢) bei wachsendem Parameter ¢ die Funk-
tion F monoton abnimmt. Mit wachsendem ¢ nihert sich also die Integral-
kurve immer mehr dem Ursprung. Sie miindet daher entweder in den-
selben fiir £ — co oder aber sie hat eine Kurve F == ¢ als Grenzzykel.
Nun aber kénnen in unserem Falle einer analytischen Differential-
gleichung und einer analytischen Funktion F nur endlich viele Kurven
F = ¢ Integralkurven sein. Denn aus F = ¢ findet man als Gleichung
der Integralkurve y = f(x, c), und dies hingt algebraisch vom Para-
meter ¢ ab. Wenn diese Funktion nun fir unendlich viele sich gegen
Null hdufende Werte von ¢ der Differentialgleichung geniigte, so miiBte
dies nach allgemeinen S#tzen iber analytische Funktionen fir alle ¢
so sein, wahrend wir doch von einer Integralkurve ausgingen, auf
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der F sich monoton 4ndert, statt konstant zu sein. Somit gibt es in unse-
rem Falle, wo ein py == 0 ist, in einer gewissen Umgebung vom Ursprung
keine geschlossenen Integralkurven. Daher miissen alle einer solchen
Umgebung angehorigen Integralkurven im Ursprung miinden. Daher
ist fiir den Wirbelfall das Verschwinden aller $, eine notwendige Be-
dingung. DaB sie auch hinreicht, zeigt PoiNcARE durch den Nachweis,
daB die fiir F so zu findende unendliche Reihe konvergiert. Doch will
ich darauf nicht mehr eingehen.

11. Methode von Benpixson. Lieber will ich noch die Methode von
BENDIXSON schildern. Dieser setzt von vornherein die Differential-
gleichung in Polarkoordinaten an. Man kann sie dann auf die Form

2 e, + e (B) +- -

bringen. Diejenige Losung, welche fir ¢ =0 den Wert g, annimmt,
hingt analytisch von g, ab (S.53). Sie 4Bt sich also fiir hinreichend
kleine g, durch eine fiir alle 0 < & < 27 konvergente Reihe

0 =10(8, 00) = ot (¥) + 0§tz (§) + - - -

darstellen. Aus g (0, g,) = g, folgt, da dies fiir alle geniigend kleinen
go gelten soll, %,(0) =1, %, (0) =0(k =2,3...). Trigt man diese
Reihe in die Differentialgleichung ein, so erhilt man fiir die #, die fol-
genden Differentialgleichungen

d

%9! = %; 6, (§)

d

= ty0, (9) + 16 ¢y (9)

%27"351(’9)"‘2”"17"202(5‘)+“§03(19)-

Die Losungen sind durch die bei # =0 vorgeschriebenen Werte
vollig bestimmt. Fiir die Geschlossenheit der Losungen ist hinreichend,
daB die u; periodische Funktionen der Periode 2z sind. Diese Be-
dingung ist aber auch notwendig. Denn wiren etwa #u,,u,,...u,
periodisch, #, ,; aber nicht periodisch, so sei z. B.

%,,+1 (27!) - uv+1 (O) =d < 0.
Dann wird

4 (275, 90) —Q (O: QO) = QZ'H [d -+ Qo {%,,+2 (275) Uy 19 (0)} +- - ] .
Dabher ist fiir hinreichend kleine g,
0(27,00) —0(0,0) <O.
Also wird durch wiederholte Anwendung dieses Schlusses

0(0,00) >0(27,00) >0 4m, Q) >---.
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Daher wird & =0 unendlich oft von jeder Losung getroffen. Die
Bedingung ist also auch notwendig.

Man muB sich aber vor Augen halten, daB die Tragweite dieser
Betrachtungen begrenzt ist. Sie enthalten insbesondere bisher keine
Rechenvorschrift, nach der man in einem konkreten Fall vorgehen
kann. In dieser Richtung liegt nur eine Arbeit von Durac! vor, der
fiir die Differentialgleichung

ay y+a 2L by vy fcpy?

dx  — %t aga®tbyry - cgy?
die Diskussion vollig durchgefithrt hat. Hier geniigen acht der un-
endlich vielen Bedingungen, wie man bei direkter Ausfithrung der

Integration sieht.

12. Zusatz. Zum SchluB dieser Betrachtungen noch den Hinweis,
daf} in der Arbeit von BENDIXSON eine Methode entwickelt wird, die
das Verhalten der Losungskurven einer jeden Differentialgleichung

iy _ Bl )

dx Ba(r, )
in der Nahe des Ursprungs festzustellen erlaubt. Durch eine Kette
bilinearer Transformationen wird eine jede solche Differentialgleichung
auf die in diesem und dem vorigen Paragraphen ausfiihrlich disku-
tierten Typen zuriickgefithrt.

13. Bemerkungen: 1. In zwei neueren Arbeiten in der Math. Zeitschr. Bd. 15
u. Bd. 16 hat PerroN den Gegenstand dieses Paragraphen erneut vorgenommen
und in weitem Umfang die Bedingungen fiir 6(x, ) und &(#, ¥) angegeben, unter
denen die Satze dieses Paragraphen richtig bleiben.

2. Die Ubertragung der vorliegenden Ergebnisse auf Systeme hat bisher
nur diirftige Ergebnisse gezeitigt. Sie beschrinken sich wesentlich auf die durch
gewisse Reihenentwicklungen gewonnene Erkenntnis, daf3 im Falle, wo v der
Wurzeln der charakteristischen Gleichung einen negativen Realteil haben, eine
v-parametrige Schar von Ldsungen fiir £ — 00 gegen den Ursprung konvergiert.
Wenn z. B. alle diese Wurzeln positiv reell sind, so kann dies ganz analog wie
S. 98 bewiesen werden. Ein dem allgemeinen Satz dieses Paragraphen entsprechen-
der ist bisher nicht bekannt. Doch hat das Wenige, was bekannt ist, schon fiir
Fragen der Mechanik wichtige Dienste getan. Vollstindig kann man natiirlich
analog zu § 3 die Diskussion fiir Systeme linearer Gleichungen mit konstanten
Koeffizienten durchfiithren. Anlaglich der linearen Gleichungen zweiter Ordnung
werden wir noch weitere Fille betrachten (vgl. auch S. 143ff.).

3. Die Betrachtungen dieses Paragraphen legen den Gedanken nahe, durch
eine umkehrbar eindeutige Transformation die vorgelegte Differentialgleichung
in eine mit linearer rechter Seite zu verwandeln. So wiirde es in die Augen
springen, daf der Verlauf der Losungskurven durch die linearen Glieder be-
stimmt ist, Dies Verfahren ist tatsichlich durchgefithrt worden? und bietet
auch Moglichkeiten zur wirklichen Berechnung der Lésungen.

1 Bull. des sc. math. Bd. 32. 1908.

2 H. Durac: Solutions d’un systéme d’équations différentielles dans le voi-
sinage de valeurs singuliéres. Bull, de la soc. math, de France Bd. 40, 324—383,

BIEBERBACH, Différentja]gleichungen. 3. Auil. 8
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§ 7. Uber die Verteilung der singuliren Stellen.

1. Ubergang zu Kurven auf Flichen, Man darf immer annehmen,
daB durch eine vorgelegte Differentialgleichung einem jeden Punkt
einer geschlossenen Fliche eine sie berithrende Richtung zugeordnet
sei und daB es sich also darum handelt, auf der geschlossenen Fliche
Kurven zu finden, die jeden Punkt in der dort vorgeschriebenen
Richtung passieren. Denn wenn ein System

adx

dy
2 =8®9)

in einem Bereich der x, ¥ vorgelegt ist, so kann man ein Stiick dieses
Bereiches durch stereographische Projektion auf eine Kugeloberfliche
projizieren. Hierdurch wird jedem Punkt dieses sphirvischen Bereiches
eine Tangentenrichtung zugeordnet. Die so in einem Stiick dieser Fliache
vorliegende Erklirung der Differentialgleichung kann man dann iiber
den Rest der Fliche so ergdnzen, daBl eine auf der geschlossenen Kugel-
oberfliche erklirte Differentialgleichung herauskommt. Dieser Gedanke
gibt auch die Moglichkeit an die Hand, die bisher besprochenen Ergeb-
nisse auf Differentialgleichungen der Form f(x,y, y') =0 zu iiber-
tragen, wo etwa f(x, vy, ') ein Polynom sein moge. Dann ist das Pro-
blem, diese Gleichung zu untersuchen, nach POINCARE gleichwertig mit
der Untersuchung der Differentialgleichungen

dx of ay af

TR T T %

auf der Fliache f(x, v, 2) == 0 und somit haben wir in manchen Fillen
wieder eine Differentialgleichung, die jedem Punkt einer geschlossenen
Flache in eindeutiger Weise eine sie beriithrende Richtung zuordnet.

Tatsichlich definieren diese drei Differentialgleichungen Raumkurven,
. a .

deren Projektion auf die #x-y-Ebene Z—z = %:‘Z—’: ==z liefert, so daB3

also diese Projektionen der Differentialgleichung f(x, y, ¥') = 0 ge-

niigen. Tatsdchlich liegen diese Raumkurven auf der Fliche f(x, y, 2)

=0, falls man ihre Anfangspunkte darauf wihlt. Denn lings derKurven
ist Z—g =0.

1912. G. D. BirknOFF: Divergente Reihen und singulire Punkte gewodhnlicher
Differentialgleichungen. Sitzber. d. preuB. Akad. d. Wiss, 1929, S.171—183.
G. D. BirgHOFF and F. R. BRaMFORTH: Divergent series and singular points of
ordinary ditferential equation. Trans. Am. math. Soc, Bd. 32, S. 114—146. 1930.
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An diesen Ansatz kénnen wir ankniipfen, wenn wir jetzt noch einen
allgemeinen Satz diber die Verteilung der Singularititen erértern
wollen.

Zundchst betrachten wir eine einzelne singulire Stelle S eines

Systems
(1) T=fwy, L=g@y.
Dabei sollen f(x, y), g(x,y) in der Umgebung von ¥ =0,y =0 ein-
deutig und stetig erklirt sein und einer LipscuiTz-Bedingung geniigen.
Im Punkte x =0, y == 0 selbst sollen f(0,0) = g(0, 0) = 0 sein, wih-
rend in der betrachteten Umgebung keine weiteren singuliren Stellen
liegen. Jedem von (0, 0) verschiedenen Punkt ist dann durch (1) ein
gerichtetes Linienelement zugeordnet.

2. Der Index. Nach POINCARE ordnen wir der isolierten singuliren
Stelle S einen Index j zu. Mit BIRKHOFF erkldren wir ihn so: Man lege
um die singuldre Stelle eine cinfach geschlossene Kurve €, welche aus
endlich vielen, stetig differenzierbaren Bogen besteht und auBer S
keine andere singulidre Stelle umschlieBt. Durchliuft man dieselbe im
positiven Sinn, so erfihrt dabei der durch die Differentialgleichungen
erklirte Vektor eine Drehung j-27. 7 heiBt dann Index der singuliren
Stelle. Man erkennt niamlich sofort, daB die ganze Zahl § von der Wahl
der umschlieBenden Kurve unabhingig ist. Denn bei stetiger Anderung
derselben miiite sich auch j stetig dndern und bleibt daher als ganze
Zahl unverindert.

Bei den Differentialgleichungen des § 6 ist es leicht, den Index zu
bestimmen. Er ist namlich stets dem Index der bei Beschrinkung
auf die linearen Glieder entstehenden homogenen Gleichung gleich.

Setzt man namhch - + 7 7; ==7e'?, so wird der Index der 3 n—fachen

Anderung gleich, welche @ bei Durchlaufung einer geschlossenen Kurve
um die singuldre Stelle erfahrt. Ist x = %(z), vy = y(z),0 <7 < 1 die
geschlossene Kurve, so Wird somit

.1
7_ﬁ
0

Denn log 7 dndert sich beim Umlauf nlcht. Also ist
1

1 fl+ lg/
o | i,
0

=1(xy). % =g(x,9)

log(re“" T.

]=

Wi
wenn dx

die Differentialgleichungen sind, und /" und g’ die Ableitungen von
f und g nach 7 bedeuten. Ist insbesondere f = A x 4- Bv + B, (x, ),
8*
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¢g=Cx+ Dy + B,(x,y), wie im § 6, wo also B, und R, Potenz-
reihen sind, die nur Glieder von héherer als der zweiten Ordnung ent-
halten, so wird bei Verwendung von Kurven, die hinreichend nahe den
Ursprung umschlieBen, geschlossen, daf3
1
_ 1 (A +By)+i(Cx 4 Dy)
1=3%%7i) @r+By)+i(Cr+Dy) ¢
0

ist. Man erkennt dies dhnlich wie beim RoucHEschen Satz der Funk-
tionentheorie, indem man statt ; und B, zunichstA%;,AB,, 0 =A== 1
eintrigt und bemerkt, daBl das Integral so lange stetig von A abhingt,
als der unter dem Integral vorkommende Nenner nicht verschwindet.
Dies aber ist fiir 0 =<4 = 1 sicher dann der Fall, wenn lings der ge-
schlossenen Kurve %, und %, hinreichend klein sind, d.h. wenn die
Kurve hinreichend nahe am Ursprung verlduft. Da aber das Integral
eine ganze Zahl als Wert hat, so ist es von A unabhingig.

Fir die homogenen Gleichungen ist aber der Index leicht zu be-
stimmen. Man erschliet seinen Wert unmittelbar aus den auf S. 741f.
gemachten Angaben.

Im Knotenfall, im Strudelfall und im Wirbelfall ist darnach j =1,
im Sattelfall aber ist j = — 1.

3. Anwendung des Eurerschen Polyedersatzes. Wir betrachten nun
eine geschlossene Fliche vom Geschlecht p mit eindeutig erklirter
Indikatrix. Auf ihr sei wieder durch Differentialgleichungen mit ein-
deutigen stetigen und der LipscHiTz-Bedingung geniigenden Koeffi-
zienten ein Vektorfeld gegeben. Es moge endlich viele singuldre Stellen
aufweisen. Wir zerlegen dann durch irgendwelche endlich viele JORDAN-
sche Kurvenbogen mit stetig sich dndernder Tangente die geschlossene
Fliche in endlich viele einfach zusammenhingende Gebiete, deren jedes
an seinem Rand keine, in seinem Inneren nicht mehr als eine singulire
Stelle besitzen moge. Diese Einteilung der Oberfliche kann als Polyeder
aufgefalit werden, und so hat man nach dem EUrLERschen Polyeder-
satz zwischen der Anzahl e der Ecken, & der Kanten, und f der Fliachen-
stiicke die Beziehung?

et+f—k=2—-2%.
Falls nun in einer Ecke » Kanten zusammenstoBen, so gilt noch
e
2v; =2Fk. Wir bestimmen nun fiir jedes der Gebiete den Index j.
1

Dabei ist der Index derjenigen Gebiete, die keine singuldre Stelle ent-

1 Man kann sie als Definition des Geschlechts p ansehen. p ist immer eine posi-
tive ganze Zahl und kann auch als die Maximalzahl der punktfremden geschlossenen
JorpANkurven erklart werden, die man gleichzeitig auf der Fliache anbringen kann,
ohne sie zu zerstiicken.
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halten, Null. Zur Bestimmung des Index fiir die anderen Bereiche be-
dienen wir uns des folgenden Verfahrens. Wir betrachten den Winkel &,
um den man den Tangentenvektor der Randkurve im Sinne der Indika-
trix der Fliche drehen muB, um ihn in den Feldvektor iiberzufiihren.
Die Randkurve sei im Sinne der Indikatrix umlaufen. In den Ecken
gibt es den beiden Tangentenrichtungen entsprechend auch zwei Er-
klirungen des Winkels #. Dann ist die Winkelinderung des Feldvektors
gleich der Summe der Anderungen, die der Tangentenvektor lings der
Randbogen und in den Ecken erfihrt, vermehrt um die entsprechen-
den Anderungen des Winkels zwischen Tangentenvektor und Feld-
vektor. Die erstere Anderung ist 27. Die letztere ist ein Vielfaches von
27, das man findet, wenn man abzihlt, wie oft der Winkel im wach-
senden bzw. im abnehmenden Sinn ein Vielfaches von s durchlauft?.
Die ersteren nennen wir innere, die anderen #duBere Beriihrungen des
Feldvektors mit dem Tangentenvektor. Nun aber heben sich die An-
teile, welche Berithrungen von Losungen mit inneren Kantenpunkten
zuzuschreiben sind, gegenseitig auf, wenn man die Summe aller Indizes
bildet. Denn eine solche Berithrung ist fiir das eine der angrenzenden
Gebiete eine innere, fiir das andere eine duBere. Es bleiben also nur die
Beriihrungen mit Losungen in den Ecken der Gebiete. Geht aber eine
Losung durch eine Ecke, so passiert sie dort das Innere zweier Gebiete
und beriihrt die ¥ — 2 anderen von auBlen, es sei denn, daB eine Losung
eine Ecke in einer Kantenrichtung passiert. Man darf aber immer die
Einteilungslinien so wihlen, daf3 dies nicht der Fall ist. Somit hat man
in einer Ecke v — 2 duBere Beriihrungen. Bildet man nun die Summe

der Indizes iiber alle Bereiche, so wird sie gleich — 2 Y ;42‘ +7.
Denn alle inneren und 4duBeren Berithrungen heben sich auf, mit Aus-
nahme der in den Ecken stattfindenden Berithrungen. Eine jede duBere
Beriihrung aber gibt eine Abnahme um =z und die f Flichen geben der
Winkeldnderung der Tangente entsprechend einen Zuwachs um 2.

Zur Bestimmung des Index ist durch 2z zu dividieren. Somit wird
Si=e+f—k=2-—2p.

Fiir die Kugel ist $ = 0; hier besitzt also eine Kurvenschar stets
mehr als eine Singularitat, falls nur Singularitdten der bisher betrach-
teten Art vorkommen. Denkt man sich andererseits auf der Kugel
das Kreisbiischel, das entsteht, wenn man sie mit einem Ebenenbiischel
durch eine ihrer Tangenten schneidet, so ist dies eine Kurvenschar
mit nur einem singuldren Punkt. Der Index muB also 2 sein. Um das
nachzupriifen, denken wir uns die Kugel stereographisch auf eine Ebene

1 Punkte, in denen eine Losung die Randkurve berithrt und durchsetzt,
werden nicht gezahlt, weil da der Winkel zwischen Tangentenvektor und Feld-
vektor zwar ein Vielfaches von 7 erreicht, aber es nicht passiert.
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so projiziert, daBl wir das Kreisbiischel
(x — a)? + 2 = a2
erhalten. Als Differentialgleichung findet man
2 =2xy, y' = y% — x2,

Sie gehért also nicht zu den im vorigen Paragraphen untersuchten
Fillen. Verfolgt man das Vektorfeld dieser Differentialgleichung lings
eines Kreises um den Ursprung, so be-
stdtigt man leicht, daB der Index 2 ist
(vgl. Abb.12). Hier liegt auch im gestalt-
lichen Verhalten der Losungen etwas
Neues vor. Es treten sogenannte ,,ge-
schlossene Knotengebiete' in dem betrach-
teten Kreise auf. Das sind Bereiche, in
welchen jede Losung aus dem Ursprung
kommend wieder im Ursprung miindet.
Friher kamen ,,Sattelgebiete vor. Diese
‘waren von Losungen begrenzt, die im
Ursprung miindeten, und darin gingen
die Losungen alle am Ursprung vorbei.
In allen bisher betrachteten Fillen be-
steht zwischen dem Index 4, der ZahlZ
der geschlossenen Knotengebiete und der Zahl 2 der Sattelgebiete
die Relation

Abb. 12,

. kR—1+2
1= -
BeNDIXSON hat in der S.79 genannten Arbeit gezeigt, daB diese plau-
sible Relation stets dann richtig ist, wenn die Zahlen % und A endlich
sind, und dies ist, wie er gezeigt hat, bei allen Differentialgleichungen
dx ay

ﬂ=$1(x:y): jﬁ":%z(x:y)

der Fall, wo %; und P, Potenzreihen sind, die in der Umgebung des
Ursprungs konvergieren. Z. B. ist fiir einen reguliren Punkt, wo %,
und B, nicht beide verschwinden, 2 =0, 4 =2. Also 7 =0.

§ 8. Singulidre Lésungen.

1. Diskriminantenkurve. Schon gelegentlich der Crairautschen
Gleichung lernten wir auf S. 22 das eigentiimliche Vorkommen von sin-
guldren Losungen kennen. Wir machten damals die Erfahrung, daf3
durch einzelne Punkte zwei sich dort beriihrende Integralkurven gingen.
Die singuldre Losung trat als Enveloppe der die CramrauTtsche Glei-
chung 16senden Geradenschar auf. Nun wollen wir von allgemeineren
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Wir betrachten eine Differentialgleichung

1) f(x9.y)=0.

f(x,y,p) sel samt seinen partiellen Ableitungen erster und zweiter
Ordnung fiir alle in Betracht kommenden Linienelemente (x,y, $)
eindeutig und stetig. Die in Betracht zu ziehenden Linienelemente
seien: (x, y) aus einem Bereich B, $ beliebig.

Um die bisher aufgestellten Sitze anwendbar zu machen, muf} erst
die Auflosung nach p bewerkstelligt werden. Dariiber gibt der bekannte
Satz iiber implizite Funktionen AufschluBl. Er lehrt folgendes: Wenn
man ein Wertetripel x,, ¥, $, hat, das der Gleichung f(x,y, ) =0
geniigt, und wenn fiir dies Wertetripel die Ableitung

0
# (%0, Yo, Do)

nicht auch verschwindet, so gibt es in einer gewissen Umgebung von
(%9, Vo) eine einzige wohlbestimmte eindeutige stetige Funktion

p=Fxy),
die der Gleichung geniigt, und die fiir x = %, ¥ = y, den Wert p = p,
annimmt, und welche stetige Ableitungen erster und zweiter Ordnung
nach x und y besitzt. Oft werden so zu jedem ‘Wertepaar, d. h. zu
jedem Punkt x,, y, mehrere Werte p, und damit mehrere Funktionen
P = F(x, y) gehoren, die der Gleichung geniigen. GewissermaBen wird
das Feld der Linienelemente aus mehreren Schichten bestehen. Eine
besondere Rolle miissen nach allem aber jedenfalls die Linienelemente
spielen, welche auch noch der Gleichung

at

(2) a5 &9 0) =0

geniigen. Alle diese Linienelemente geniigen den beiden Gleichungen
a

3) Feyp) =0, 2l(ny,p)=0.

Wir betrachten die Menge derjenigen (%, y), zu welchen p-Werte ge-
horen, die zusammen mit den (x,y) den beiden Gleichungen (3) ge-
niigen. Wir nennen die von diesen (¥, y) gebildete Menge die Diskrimi-
nantenkurve. Man kann sie in vielen Fillen durch Elimination von p
aus (3) gewinnen. Dies gelingt z. B. in der Umgebung derjenigen Linien-

. 1. O? . . .
elemente, fiir die # == 0 ist. Dann kann man aus der zweiten Glei-

chung (3) p als stetige mit stetigen Ableitungen versehene Funktion
gewinnen und in die erste Gleichung (3) eintragen. Aus ihr gewinnt
man dann die Diskriminantenkurve als mit stetig sich #ndernder Tan-

gente verschene Kurve in der Nihe derjenigen (x, y), fiir die nicht auch
d a . . o s . . .
5% und 5—;} verschwinden. Die Linienelemente, die den beiden Glei-

chungen (3) gentigen, heiBen singulii;'e Linienelemente.
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2. Beispiele. Betrachten wir z. B. die Differentialgleichung
Y'2=x,
Thre singuliren Linienelemente geniigen den beiden Gleichungen

P =z,
24 =0.

Sie sind alle der x-Achse parallel und liegen auf der Kurve x = 0. Man
stellt weiter leicht den Verlauf der Integralkurven fest. Nur fiir positive x
sind reelle Integralkurven vorhanden. Dieselben treffen die Diskrimi-
nantenkurve senkrecht.

Die Losungen sind y = 4% v +c¢. Den beiden Schichten
vy =4 ]/;c_ und ¥’ = — }x entsprechend gehen durch jeden Punkt
mit positiver Abszisse x zwei Integralkurven hindurch.

Ich betrachte weiter die Gleichung

yi=y.

Hier geniigen die singuldren Linienelemente den beiden Gleichungen
152 =Y,
2p=0.

Sie sind alle der x-Achse parallel, liegen aber jetzt auf der Kurve y = 0.
Diese Kurve ist daher selbst Losung, und die iibrigen Integralkurven

2
=& + 9 beriihren dieselbe. Wir sagen in diesem Fall, die Diskri-

minantenkurve sei singuldre Losung.

3. Singuldre Losungen. Wir verstehen also unter einer singuliren Losung
eine aus lauter singuliren Linienelementen aufgebaute Losung. Nach der
Definition der Diskriminantenkurve kann eine singulire L&sung nur
aus einzelnen Bogen der Diskriminantenkurve bestehen. Denn diese
ist der Ort der Punkte, welche singulire Linienelemente tragen. Aber
das erste Beispiel lehrt zugleich, daB die Diskriminantenkurve ganz
und gar nicht immer eine singulire Losung der Differentialgleichung
ist. Damit dies der Fall ist, miissen vielmehr noch besondere Zusatz-
bedingungen bestehen. Diese wollen wir jetzt herleiten. Wir miissen
ja nur feststellen, unter welchen Umstinden die Richtung der Dis-
kriminantenkurve mit der in ihren Punkten vorgeschriebenen singu-
liren Feldrichtung iibereinstimmt. Wenn dies lings eines Bogens der-
selben der Fall ist, so ist dieser Bogen singulire Losung. Um aber die
Richtuhg der Diskriminantenkurve zu bestimmen, hat man ihre Glei-
chung (8) zu differenzieren. Das liefert

af of ay of dp

9x oy dx+6p a7 =0
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Da aber lings der Diskriminantenkurve
af
Era
ist, so erhélt man die Bedingung
af of dy
or T oy ax =

Soll daher das % der Diskriminantenkurve mit dem p des Feldes

iibereinstimmen, so muB
o 4 of
ox oy
sein. Daher erhdlt man zur Bestimmung der singuliren Losungen die
drei Gleichungen

=0

[ f(xy,9)=0

@) a%f,‘(x:y:?) =0

i) 0 \
B+l (69, p) P =0.

Wenn umgekehrt zu jedem Punkt einer Kurve ein Wert des Para-
meters p gehort, derart daB die drei Gleichungen (4) erfiillt sind, so
ist sie eine singuldre Losung der Differentialgleichung, falls nicht auch
noch fiir alle ihre Punkte

of _
W(x,y,zﬁ) =0

ist. Denn wenn man zur Bestimmung der Richtung die erste der drei
Gleichungen (4) differenziert, so erhlt man unter Beriicksichtigung
der zweiten Y, Y

aw Ty V=0
Daher ist nach der dritten
of , ,
37 W' —p)=0.

Hieraus ergibt sich wegen der auf Z_j‘; beziiglichen Bedingung

Y =2,
so daB fiir das y” der durch (4) erklirten Kurve wegen der ersten Glei-
chung (4) f(x, y, y') =0 gilt. Sie ist also eine Losung, und zwar eine
singuldre, wegen des Bestehens der zweiten der drei Gleichungen. Die

drei Gleichungen (4) zusammen mit % (%, 5, p) & 0 legen daher die
singuldren Losungen fest.

4. Diskriminantenkurve und singulire Lésung. Man sieht aus den
vielen fiir eine singulire Lésung notwendigen Bedingurgen, daB im
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allgemeinen die Diskriminantenkurve nicht singulire Lésung sein wird.
Sie wird vielmehr im allgemeinen Ort derjenigen Stellen sein, durch
die zwei einander berithrende Integralkurven gehen (vgl. das erste
Beispiel). Ubrigens kann sehr wohl auch die Diskriminantenkurve Lisung
sein, ohne aus singuliren Linienelementen zu bestehen. Sie kann mit an-
deren Worten auch nichtsingulire Losung sein. So ist es z. B. bei

2—2x2+y) —1) =0.
Fiir die singuliren Elemente muB3

B+ p—1=0
2p(p—1)+4*—x+y=0

sein. Elimination von # liefert als Diskriminantenkurve

(x—y) (y—2+1)=0.
Auf x = y sind p = 0 die singuldren Richtungen. Auf y = x — 1 sind
p =1 die singuldren Richtungen; y = x ist also Losung, ohne singulire
Lésung zu sein. Das kommt dadurch zustande, daB ein anderer Zweig,
der durch f(x, y, p) =0 definierten Funktion p = F (x, y) lings der
Diskriminantenkurve deren Richtungen liefert.

und

5. Singuldre Losungen und Enveloppen. Nach diesen Darlegungen
ist es klar, daB eine jede Enveloppe einer Schar von Integralkurven,
d. h. eine jede Kurve, die in jedem ihrer Punkte von einer Integralkurve
beriibrt wird, eine singulire L8sung ist, im Sinne der vorhin aufgestell-
ten Definition. Denn da durch jedes ihrer Linienelemente zwei ver-
schiedene Integralkurven gehen, muB der vorhin erwihnte Satz iiber
implizite Funktionen in seiner Anwendung auf die Linienelemente der
Enveloppe versagen®. Solche Linienelemente nannten wir aber singulr.
Die Enveloppe besteht also nur aus singuliren Elementen.

Man darf aber nicht umgekehrt schlieBen wollen, daB alle singu-
liren Loésungen als Enveloppen einer Schar von Integralkurven auf-
gefaflit werden kénnen. Es ist also nicht immer der Fall, daB die sin-
guldre Losung in ihren Punkten von anderen Integralkurven beriihrt
wird.

6. Beispiele. Einige Beispiele sollen die Verhiltnisse klarstellen. Ich
betrachte die Tangenten der kubischen Parabel

Y = x8,

1 Es sollen nur solche Linienelemente betrachtet werden, fiir die % existiert.
Ebenso mag die Moglichkeit beiseite bleiben, da8 man zwar in der Umgebung
des betreffenden Linienelementes die Gleichung f(#,y, ¥") =0 nach 3y’ auf-
16sen kann, daB aber fiir die aufgeléste Gleichung v' = f(#, y) die LipscuiTz-
Bedingung nicht erfiillt ist. Auch so konnte es ja kommen, daB mehrere Losungen
durch das Linienelement gehen.
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Sie geniigen der Gleichung
(5) 27 (y — ¥ x)? = 4y'5.
Wenn man die singuldren Integrale derselben sucht, so hat man noch
die beiden Gleichungen
(6) 54y —y'x)x + 12y"2 =
(7) —54(y—y %)y +y' 54y —y' %) =0
aufzustellen. Da (7) identisch erfiillt ist, so hat man zur Auffindung
der singuldren Losungen nur 3’ aus (5) und (6) zu eliminieren. Das
fithrt auf
108-4y'3x2 — 1449yt = 0.
Daher ist entweder

y'=0
oder
vy =32,
Die erste Moglichkeit fithrt zu der singuliren Lésung
y=0,
die zweite zur Parabel
Yy = x3.

Wihrend diese als Enveloppe der die Gleichung befriedigenden Ge-
radenschar aufzufassen ist, gibt es keinerlei Integralkurven, die die
Gerade ¥ =0 in ibren einzelnen Punkten beriihrten. Sie ist keine
Enveloppe. Trotzdem besteht sie aus singuldren Linienelementen. Diese
Erscheinung tritt stets bei den Wendetangenten der Leitkurve einer
Differentialgleichung auf, deren Lésungen durch die Tangenten dieser
Leitkurve bestimmt sind.
Wenn nimlich

n=f(&)

die Gleichung der Leitkurve ist, so sind

y—1E) =7 -8

die Gleichungen ihrer Tangenten. S.14 haben wir gelernt, wie man
die Differentialgleichung einer solchen Kurvenschar bestimmt. Sie er-
gibt sich durch Elimination von & aus den beiden Gleichungen

y—1HE) =1 (x—§
v =17
Zur Bestimmung der singuldren Losungen dieser Gleichung hat

man die &-Ableitung der ersten Gleichung Null zu setzen. Das liefert
aber

1) (x — &) =0.
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Also
x—&=0
und
{7 =0.
Der erste Fall liefert die Leitkurve. Der zweite Fall fithrt zu den Wende-
tangenten, da ja die Wendepunkte durch f’(£) =0 charakterisiert
sind. (Zu den Wendetan-
genten zdhlen wir also alle
Tangenten, die in hoherer
als der ersten Ordnung die
Kurve beriihren.)
Warum gerade diese
Wendetangenten mit zu den
singuliren Losungen, also
auch mit zu der Diskri-
7 A minantenkurve  gehoéren,
148t sich am vorigen Bei-
spiel der Gleichung

21(y —y'x)2=4y'3

leicht erliutern, wenn man

Abb. 13. beachtet, da wvon de_n

Punkten des in Abb. 13

schraffierten Gebietes drei Tangenten an die Parabel gehen, von den

Punkten des nicht schraffierten Gebietes aber nur eine. Beide Gebiete

werden naturgemiB durch die Diskriminantenkurve getrennt, denn
das ist deren geometrische Bedeutung.

Ich betrachte noch ein zweites Beispiel, in dem die singuldren
Lésungen nicht als En-
veloppen auftreten. Das
ist der Fall bei der Dif-
ferentialgleichung

yE=y3
Thre Losungen sind

. 4
Y=o

- Dazu kommt noch die
singuldre Losung

Abb. 14.
y=0.
Sie wird von keiner anderen Integralkurve im Endlichen beriihrt,
tritt vielmehr als gemeinsame Asymptote aller Integralkurven auf,
die sich ihr beliebig nahe anschmiegen. Diese gehen nimlich aus-
einander durch Parallelverschiebung in Richtung der x-Achse hervor.
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Wenn daher eine der Kurven, z. B. y = % (Abb. 14), fiir x > 20 nur

um héchstens 45 von y = 0 abweicht, so kann man sie so parallel
verschieben, daB eine Kurve entsteht, die schon fiir ¥ > x, nur noch
um t#gvon y = 0 abweicht. x, kann dabei ganz beliebig gewihlt wer-

den. Denn 4

YT 20— 7,0
ist die gewiinschte Kurve.

V. Kapitel

Differentialgleichungen erster Ordnung
im komplexen Gebiet.

§ 1. Feste und bewegliche Singularititen.

1. Einteilung der Singularitdten. Fir z-Werte, welche einem Be-
reich B der komplexen z-Ebene, und fiir w-Werte, weiche cinem
Bereich G der komplexen w-Ebene angehoren, sei f(z, w) eine ein-
deutige, bis auf gewisse Singularititen regulire analytische Funktion.
B, und G, seien abgeschlossene Teilbereiche von B und G. Auf diese
werden z und w weiterhin beschriankt. Uns wird hier allein der Fall
beschiftigen, daB f(z, w) fiir die genannten Werte (z, w) durchweg von
rationalem Charakter ist. Wir wollen also f(z, ) als Quotient zweier in

flz )
T hzw)’
wo f, (2, w) und f,(z, ) im zugrunde gelegten Bereiche regulir sind.
Dann stellen wir uns die Aufgabe, die Losungen der Differential-
gleichung
(1) C_iﬂ — f1(z w)

' dz  fy(z w)
in diesem Bereiche zu untersuchen. Solche Lésungen sind durch ihre
Anfapgsbedingungen bestimmt, und wir wissen von S.51 her fol-
gendes: Wenn die Anfangswerte zy, w, so gewihlt sind, daB f{z, »)
an dieser Stelle regulir ist, daB also mit anderen Worten daselbst
der Nenner nicht verschwindet, dann gibt es genau eine in der Um-
gebung von z, eindeutige reguldre Funktion w(2), fiir die w(z) = w,
gilt und die der Differentialgleichung geniigt. Wir wissen weiter, daB3
es auch keine andere nichtanalytische dieser Bedingung geniigende
Losung gibt, ja man kann der FuBnote! von S. 32 sogar entnehmen,

da es keine weitere der Bedingung lim w (z) = w, geniigende L8sung
zZ>2

gibt. Wir haben S. 52 auch eine Feststellung iiber den Konvergenz-

kreis gemacht: Ist 'Mz'w)!<M in |[z—2z|<a, |w—w,| £0,
| falz @) |

dem Bereiche regulirer Funktionen annehmen. Es sei f (z, w)
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undista M < b, soist die w(z) darstellende Potenzreihein |z — 2| < a
konvergent.

Die weitere Aufgabe ist nun, mit Hilfe funktionentheoretischer Me-
thoden eine solche durch ihre Anfangsbedingungen festgelegte Lisung ver-
mittelst analytischer Forisetzung in threm weiteren Verlauf zu verfolgen.
Wo sind z. B. die Singularititen einer solchen Ldsung zu suchen? Ich
nehme an, bei Fortsetzung lings eines bestimmten Weges kénne man
bis an eine Stelle z, aus B heran, nicht aber iiber dieselbe hinaus ge-
langen. Hier sind nun zwei Fille zu unterscheiden. Entweder kon-
vergiert bei Ammdherung an die Stelle z, die Funktion w(z) einem be-
stimmten Grenzwert zu oder nicht. Ich betrachte erst den zweitgenannten
Fall. Es wird sich zeigen, dafl er nur dann eintritt, wenn f,(z, w) =0
ist fiir alle w. Da nimlich der Nenner f,(z, w) im abgeschlossenen Be-
reich G regulir ist, so gibt es in G nur endlich viele Stellen w;, fiir die
fa(29, ;) =0 ist, falls nicht f,(z,, ) = 0 ist. Man umgebe sie durch
Kreise vom Radius 24 und konzentrische Kreise vom Radius 9,
iiber deren Kleinheit noch zu verfiigen sein wird. Dann kann man
eine von der Kleinheit der Kreise abhingende Zahl 2¢ so bestimmen,
daB fir |z — 2| < 2p die Wurzeln w von f,(z, w) = 0 alle im Innern
der Kreise vom Radius ¢ liegen. Dann gibt es eine positive Zahl M
derart, daB fir | 2 — z, | = ¢ und fiir ein jedes nicht den Kreisen vom
Radius § angehorige w stets | f,(z, w) | > M gilt. Ich nenne D, die
Menge: |z — 2| = 2@ und w aus dem AuBeren der Kreise vom Radlus 0.
Dann gibt es auch eine Zahl M, so daf in D; durchweg
fi(z, w)
falz, @) ‘ <M
ist!. Wahlt man nun die Kreise geniigend klein, so muB es beliebig nahe
bei z, auf dem der Fortsetzung zugrunde gelegten Wege Stellen geben,
wo die Werte der Losung auBerhalb oder auf der Peripherie der Kreise
vom Radius 24 liegen. Denn sonst miiBBte gegen die Annahme w (2)
fiir z — 2, gegen einen Grenzwert konvergieren. Nun gibt es zwei Zahlen®
0<p,=9,0<d; <6 derart,daB g, < ;M und dall man um jede
Stelle (z;,w,) von D, einen Bereich: |z —z | < gy, |w —w, | <6,
abgrenzen kann, derart, daB darin noch
f1{z @)
f2 (2 )
ist. Die Losung der Differentialgleichung, welche an der Stelle z; den
Wert w, annimmt, ist dann in | z — 2, | < g, reguldr. Da somit zu jeder
Stelle aus D, ein endlicher Konvergenzkreis gehort, dessen Radius

<M

1 Analog sei D, der Bereich: | z — z,| < p und w aus dem AuBern der Kreise
vom Radius 2 §. D, ist ein Teilbereich von D;.

2 Sie werden mit Riicksicht auf die Rinder von S; und wegen g; < 6;M ein-
gefiihrt.
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stetig vom Entwicklungsmittelpunkt abhingt, so konnen bei An-
niherung an z, die Konvergenzradien nicht gegen Null streben. Denn
sie besitzen in D, ein positives Minimum. Somit ist tatsichlich nur
der erste der beiden aufgezdhlten Fille wirklich mdoglich. Wenn also
die Fortsetzung iiber z, hinaus nicht moglich ist, ohne daB f,(z,, @) = 0
ist fiir alle w, so muB w(z) bel Anniherung an z, einem bestimmten
Grenzwert 1w, zustreben. Die Betrachtung lehrt dann auBerdem, daB
fa(20, wo) = O ist. Jetzt bleibt es unentschieden, ob f,(z,, w) fiir alle w
oder nur fiir einzelne w verschwindet. Nun haben wir drei Fille zu
unterscheiden:

Im ersten Falle sei f,(z,, wg) =0, aber f,(zy, w) =0 fir w == w,
in der Umgebung von w,, ferner f,(z,,w,) == 0. Wir nennen dann
(29, w,) eine bewegliche Singularitit. Denn der Grenzwert w,, mit dem
wir in z, ankommen, h#ingt von dem Anfangswert der untersuchten
Losung ab. Es erweist sich dann also bei Fortsetzung lings des-
selben Weges eine andere Losung unter Umsténden in z, als nicht sin-
gulir, falls sie namlich fiir z — 2, einen von w, verschiedenen Grenz-
wert hat. Im zweiten Falle sei f,(z,, w) = O fiir alle w. Dann sagen wir,
es liege an der Stelle z, eine feste Singularitit vor. Denn nun wird fiir
jede Losung bei Anniherung an z, der Nenner f,(z, w) Null. Hier werde
nicht besonders unterschieden, ob f, (z,, @) fiir kein w oder fiir einzelne
w verschwindet. Ein Fall, in dem f,(zy, ) und f,(2,, @) identisch in w
verschwinden, verdient keine Beachtung, weil er durch Wegheben
einer Potenz von z — z, aus Zihler und Nenner beseitigt werden kann.
Der dritte noch zu unterscheidende Fall ist der, daB aufler f,(z,,wo) =0
auch f, (2, wo) = 0 ist. Wieder sel [, (2, @) == 0 fiir w == w, in einer
gewissen Umgebung von w,. Wir nennen solche Stellen (zp, w,) sin-
guldre Stellen dritter Art.

Der erste der eben aufgezihlten Fille werde niher betrachtet. In
diesem Falle, wo zwar f,(zy, wy) =0 ist, in der Umgebung von wu,
aber f,(z,, @) nicht weiter verschwindet, und wo f;(zy, @) == 0 ist, ist
in der Differentialgleichung

dz fa(z, w)

@) i~ hiew)’

welcher die Umkehrungsfunktion geniigt, die rechte Seite in der Um-
gebung von z,, w, regulir. Die rechte Seite verschwindet zwar fiir
Zy, Wy, aber sie verschwindet nicht fiir z, und beliebiges w. Daher
kommen in der Entwicklung der rechten Seite Glieder vor, die von
z — z, unabhingig sind. Dann Gt sich diejenige Losung, welche fiir
w = w, den Wert z, besitzt, in eine um w = w, konvergente Potenzrethe
entwickeln:

(3) z2=2)+ Cppr (@ — W) A -,

wo m eine passende positive ganze Zahl ist.
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Denn sei
(4) g—; = a,, (W —wy)™ B, (0 — w,) + (2 — zp) Bo (2 — 20, w0 — W),

wo P, und P, Potenzreihen bedeuten, die in der Umgebung von w = w,
bzw. z = z,, w = w, konvergieren, und wo a, =+ 0, B;(0) +=0 sei.
Dann mache man nach S. 53 den Ansatz

Z2=zy+ ¢y (w—wy) + « -+

Dann ist
1 sakz
‘e = 7!— <m>(w-—=wo)'
Man siecht aber aus (4) sofort, daB daher ¢, =c¢,=...=¢, =0,

Cms1 + 0 ist. ‘
Die Umkehrung der Reihe (3) lehrt, daB w in der Umgebung von z,
1

nach Potenzen von (z — z)™ ! entwickelt werden kann. Es liegt also
fiir die Losung ein m ++ 1-blittriger algebraischer Verzweigungspunkt vor.
DaB dieser Verzweigungspunkt auftrat, ist aber durchaus dadurch be-
dingt, daB wir gerade die Losung betrachteten, die fiir z — z, gegen w,
strebte. Denn verlangen wir diejenige Losung von (4), welche fiir
w = w, den Wert 2, annimmt, so finden wir fiir dieselbe eine Reihe

2=zyF oa(w—w)+ ---,

in der jetzt der Koeffizient «, der ersten Potenz nicht verschwindet,
falls nur w, hinreichend nahe bei w, liegt, namlich so nahe, daB

fa (20, w1) +0

ist. Dann wird aber
1
w:wl-{—-;;(z—zo)—}- o e

in der Umgebung von z, regulir. So erklirt sich die nicht ganz treffende
Bezeichnung ,,bewegliche” oder auch ,,verschiebbare* Singularitat.

Alle  beweglichen Singularvititen sind algebraische Verzweigungs-
punkte. .

Im zweiten der drei Fille, wo f,(z,, @) = 0 ist fiir alle w, wiirde
die gleiche ﬁberlggung nur zu der Losung 2z = 2, fithren, mit der wir
fiir unseren Zweck weiter nichts anfangen konnen. Bei Anniherung
an eine derartige Singularitit zweiter Art kann nun tatsichlich die
Losung w(z) unbestimmt werden. So sind ja z. B. die Lésungen von

dw w

az A
1

durch w = Ce *? gegeben. Sie werden fiir C 4 0 bei Annzherung an
z =0 lings der imaginiren Achse tatsichlich unbestimmt, d.h. sie
streben keinem Grenzwert zu. Hier sprechen wir von einer festen Sin-
gularitit.
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Eine groBe Menge von Untersuchungen befaBt sich damit, bei
gegebener Differentialgleichung die Natur der Losungen in der Nihe
einer solchen festen singuliren Stelle z, zu untersuchen. BrioT und
BouguET haben die Untersuchungen begonnen, PICARD, POINCARE,
Durac, BEnDIxsoN, HorN und neuerdings MALMQUIST haben sie ge-
férdert. Ich verweise wegen alles Weiteren auf eine Arbeit von MALM-
QUIST im Arkiv for matematik, astronomi och fysik, Bd. 15, wo auch die
Literatur erwihnt ist. Hier sei nur so viel gesagt: Den Ausgangspunkt
der Untersuchung bildet immer ein Zweig der Losung, welcher einem
bestimmten Grenzwert w, zustrebt, wenn sich z auf einem passenden
Wege der singulidren Stelle nihert. Dieser Wert w, erfiillt aber dann
immer mit z, zusammen f, (2,, wo) = 0. Dies folgt sofort aus der schon
mehrfach angestellten Uberlegung, welche an (2) ankniipft. Diese
Gleichung wire ja sonst in der Umgebung von zy, w, regulir. Aber
ihre einzige Losung, welche fiir w —> w, gegen z, strebt, ist z =z, das
aber nicht Umkehrung der jetzt zu betrachtenden Losung sein kann.
Hier reihen sich die singuldren Stellen der dritten Art an, welche wir
im reellen Gebiet schon ausfithrlich untersucht haben.

Wir haben bei diesen Betrachtungen endliche z, und w, angenommen.
Aber man weiB aus der Funktionentheorie, wie man durch die Sub-

o 1 1 . .
stitutionen — =3 oder — = dem Unendlichfernen beikommt.

2. Differentialgleichungen mit lauter festen Singularititen. In diesem
Paragraphen méchte ich nur noch die Frage behandeln, ob es Differen-
tialgleichungen mit lauter festen singuliven Stellen gibt, und wodurch
diese, von beweglichen Verzweigungspunkien threr Lisungen freien, Dif-
feventialgleichungen charakterisiert sind. Wir beschrianken uns dabei von
vornherein auf Differentialgleichungen (1), in welchen die rechte Seite
rational ist. Zahler und Nenner sollen ganze rationale teilerfremde
Funktionen sein. Die festen singuliren Stellen sind diejenigen Stellen
2y, fiir welche der Nenner fiir alle w verschwindet. Dazu kommt even-

tuell noch der unendlich ferne Punkt, wenn der Ubergang zu z = —1%- die

Stelle 3 =0 zu den festen Singularititen iiberfithrt. Die Substitution
1 . . . . .

= aber fithrt die Differentialgleichung (1) in

(3) _zE:_fT—'N

iber. Und hier kann man alle gewiinschten Feststellungen leicht ma-
chen. AuBerhalb dieser festen Singularititen besitzt ein jedes Integral
nach unseren Uberlegungen allenfalls noch Pole.

Soll nun eine Differentialgleichung (1) der angegebenen Art nur
feste Singularititen nichtrationalen Charakters besitzen, so muB der

BIeBERBACH, Differentialgleichungen. 3. Aufl. 9
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Nenner der rechten Seite fiir jedes z;, fiir das er iiberhaupt verschwindet,
identisch in w verschwinden. Er ist daher ein Produkt einer Funktion von
z allein und einer Funktion von w allein. Beide Faktoren sind Polynome.
Richtet man die Aufmerksamkeit auf diejenigen z, fiir die der erste
Faktor nicht verschwindet, so erkennt man, daB im Nenner das »
gar nicht vorkommt. Die Differentialgleichung muf daher von der

Form
dw

= ekEw)

sein, wo ¢ (z, w) ein Polynom in w ist mit Koeffizienten, die rational
von z abhingen. Damit sind bewegliche Singularititen ausgeschlossen,
in welchen w endlich bleibt. Nun miissen noch diejenigen ausgeschlossen
werden, in welchen % unendlich wird. Daher mache ich die Substitution

w = % . Damit geht die Differentialgleichung (1) in

di 1

*) @ == e(ngy)
iber. Nun muB wieder der Nenner von i unabhingig sein (nachdem
man etwaige gemeinsame Faktoren von Zihler und Nenner entfernt
hat). Daher kann ¢(z, w) in w hochstens vom zweiten Grade sein.
Damit haben wir den Satz:

Die einzigen rationalen Differentialgleichungen, deven Lisungen keine
beweglichen algebraischen Verzweigungspunkie besitzen, sind die vom
Riccatischen Typus

dw
(5) 22 = A(2) + A, (2 w + A, (2) w?,
3. Bemerkung. Auch fiir die allgemeineren Differentialgleichungen

f(x: ¥, y,) =0,
wo f(x, ¥, ") ein Polynom in #, y, 3’ ist, wurde durch Fucus und PoINCARE das
Problem gelost, alle Differentialgleichungen mit nur festen Verzweigungspunkten
zu bestimmen. Das Ergebnis ist dieses: Das allgemeine Integral ist entweder
eine algebraische Funktion, oder aber man kann die Differentialgleichung durch
eine algebraische Substitution entweder auf eine RiccaTische oder auf die Diffe-
rentialgleichung

¥ =g® V(1 — 91 — &7
transformieren.

4. Analogon des Picarpschen Satzes. Aus unseren bisherigen Er-
gebnissen ergibt sich leicht ein dem PicarDschen Satz fiir ganze transzen-
dente Funktionen entsprechender Satz fiir die Losungen unserer Dif-
ferentialgleichungen. Er lautet: In der Differentialgleichung

dw

-2 = & w)
sei die rechte Seite eine vationale Funktion. w(2) sei ein Integral der-
selben, welches eine unendlich vieldeutige Umhkehrungsfunktion z(w) be-
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sttzt. Dann gibt es nur endlich viele Ausnahmewerte W, fily welche die
Gleichung w(z) = W nur endlich viele Lisungen besitst.
Zum Beweise betrachtet man die Differentialgleichung

dz 1

T W
welcher die Umkehrungsfunktion unseres Integrals geniigt. Feste Sin-
gularititen und Singularititen dritter Art derselben sind nur in end-
licher Zahl vorhanden. Wir betrachten eine Stelle W, welche nicht
zu diesen Singularititen gehért. An dieser Stelle nimmt die Funk-
tion z{w) Werte an, unter denen, wie ich zeigen will, unendlich viele
verschiedene vorkommen. Es ist ndmlich jeder Zweig unserer Funk-
tion an der Stelle W von algebraischem Charakter. Ein jeder Zweig
aber ist durch seinen bei W angenommenen Wert festgelegt. Da aber
die Funktion nach Voraussetzung unendlich vieldeutig ist, und da
jeder ihrer Zweige auf jedem, die angegebenen Singularititen vermei-
denden Weg bis nach W fortgesetzt werden kann, nimmt die Funk-
tion z(w) an der Stelle W unendlich viele verschiedene Werte an. Darin
liegt der Beweis unseres Satzes.

5. Endlich vieldeutige Integrale. Der Satz in 2, legt die Frage nach
den endlich vieldeutigen Integralen der Differentialgleichung (1) nahe.
Es wurde schon bewiesen, da8 die einzigen rationalen Differentialglei-
chungen ohne verschiebbare algebraische Verzweigungen die RiccaTi-
schen sind. Daher sind jedenfalls auch die Differentialgleichungen,
welche nur eindeutige Integrale besitzen, bei welchen also tiberhaupt
keine, also auch keine verschiebbaren Verzweigungen vorkommen,
unter den Riccatischen zu suchen. Die Bedingungen dafiir, daB eine
Riccatische Gleichung nur eindeutige Integrale besitzt, sind noch un-
bekannt!. Fiir andere Differentialgleichungen hat aber MALMQUIST den
folgenden schénen Satz bewiesen?:

Wenn die rationale Differentialgleichung 'Z—Zg = f(z, w) keine RICCATI-

sche ist, so ist jedes eindeutige Integral derselben eine rationale Funktion.

MarmQuisTt hat in der gleichen Arbeit einen analogen Satz {iber
rationale Differentialgleichungen mit endlich vieldeutigen Integralen
bewiesen. Er ist auch damit iiber den Inhalt der Vermutungen und
Beweisversuche PAINLEVES, dem man die Fragestellung verdankt,
hinausgegangen. Dieser weitergehende Satz lautet:

. . . . . dw , .
Wenn eine rationale Differentialgleichung —— = [(z, w) ein endlich
vieldeutiges Integral besitzt, so ist dasselbe enmtweder eine algebraische
1 Der auf S. 156 gegebenen Darstellung ihrer Koeffizienten durch drei Inte-
grale von (1) S.25 kann man eine Antwort auf diese Frage entnehmen, die aber

nicht voll befriedigt.
2 Acta ‘mathematica Bd. 36.

9*
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Funktion, oder aber man kann die Differentialgleichung durch eine Sub-
stitution der Form

wh oW - -
@ - Bpw™E 4 - + B

in etne RiccaTIsche Gleichung

v =

imw
5 = %+ a1 -+ a, w?

diberfithren. In dieser sowohl wie in der Substitution sind dabei alle Koeffi-
zienten rationale Funktionen von z.

Wegen der Beweise dieser Sitze sel auf die Originalarbeit von
MALMQUIST verwiesen.

6. Ein Satz von Hermite. Von HERMITE rithrt der folgende Satz her,
den er in seinem Cours d’analyse angibt und fiir den auch in PICARDS
Traité d’analyse ein Beweis zu finden ist (Bd. 3, S. 62). Wenn f(z,, 2,)
ein Polynom ist, so ist das allgemeine Integral der Gleichung f(w, w') =0
nur dann eindeutig, wenn die algebraische Kurve f(zy, z,) =0 vom Ge-
schlecht O oder 1 ist.

ie Di Cledei dw __ Cz+D :
§ 2. Die Differentialgleichungen 7’;-_—_— 4 zzi Bziii((:'t?)

in der Umgebung von z=w=0.

Wir wollen wie im reellen Gebiet auf S. 98 annehmen, daB die Po-
tenzreihen PB; und P, in einer gewissen Umgebung von z =w =0
fiir alle komplexen z und w konvergieren, und keine Glieder von niedri-
gerer als der zweiten Ordnung enthalten. Wir wollen das Verhalten der
Integrale in der Ndhe von z =w =0 im komplexen Gebiet unter-
suchen und so in dieser Richtung unsere im reellen Gebiet gewonnenen
Ergebnisse erweitern. Wir beschrinken uns dabei — weiter reichen
die zu entwickelnden Methoden noch nicht — auf den Fall, wo man
durch eine lineare Transformation der z und w» erreichen kann, daf§
C = B =0 ist. Wir nehmen ferner statt der Differentialgleichung der
Uberschrift wieder das System

a
(1) 7);1 = llxl + sBl.(xl’ x2) = Pl(xlr xz); }-1 ={= 0
dxy
7’} = A %5 + B (%1, %) = Py(%1%,), 2y £ 0

vor. Die von PoINCARE erdachte, von LINDELOF verallgemeinerte Me-
thode beruht darauf, daB man die Schar der Losungskurven in der
Form

(2) u(x;, %,) == const



dw Cz+Dw+ P, (2, )
Die Diff.-Gleich. 7 Adz+B @+ Py (2, 0)

geschrieben denkt. Dann ist # eine Losung der linearen partiellen Dif-
ferentialgleichung

in der Umgebung vonz=w=0. 133

ou ou
(3) P13—:,1+P2372=0

und umgekehrt liefert jede (3) geniigende Funktion #u vermoge (2)
Losungskurven von (1). Es handelt sich also darum, diejenigen Inte-
grale # von (3) zu untersuchen, welche im Ursprung verschwinden.
Die Untersuchung soll fiir den Fall geleistet werden, daB 4; und 4, bei
ihrer Deutung als Punkte in der komplexen A-Ebene beide auf derselben
Seite (nicht auf) einer passend gewdihlten Geraden durch den Ursprung
der A-Ebene liegen. Die Voraussetzung ist durch die anzuwendende
Methode bedingt. Der Grundgedanke ist dieser. Man betrachtet an Stelle
von (8) zunichst die beiden anderen Differentialgleichungen

6 6

(4) Py 31;1 + P ul = A,
7 7}

(5) Pl u2+ 23—:%‘—‘12“2

Hat man dann ein Integral #; von (4) und ein Integral «, von (5) ge-
funden, so ist

g
(6) =7
e
ein Integral von (3).
Denn multipliziert man (4) mit
1 -1
ne
so sieht man, daBB
L
U, =uh
der Differentialgleichung
oU
O 1ax1'+P23x1—U1
geniigt. Ebenso findet man fiir ’
1
U2 et u’-e
ou U,
8) 1ax2+Pz 3x2’—Uz-

Multipliziert man dann (7) mit U, und (8) mit U; und subtrahiert
man beides voneinander, so sieht man, daB fiir (6) die Gleichung (8)
gilt.

Wir schreiten zur Durchfithrung des Ansatzes. Wir suchen Inte-
grale von (4) und (5) nach der Methode der unbestimmten Koeffizienten
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zu bestimmen. Setzen wir also z. B. in (4) an

(9) Uy =% + 2C”1": XA,
vt vy =
so erhilt man
(10) WS S — g — 3 R,
vt v, =2

Hier ist

’ o Vv ou ou
(10) 2 R"l"lelxzz = S'Bl ox ! + S‘BZ 1

1+ v, =2
wo das #, von (9) einzusetzen ist.

Hier bedeuten die R, , ganze rationale Funktionen derjenigen
Cpyup Hir die py + py < v, -+ v, ist, und der Koeffizienten von §; und
%B,. Die Methode der unbestimmten Koeffizienten lehrt also, wenn man
auch auf der linken Seite von (10) das (9) eintrigt

(11) Ay + A9y — 4) Copr, = Ry, (v 472 2 2).

Hieraus kann man rekurrent die C, , bestimmen, wofern niemals

Mvi + Ay, — A4, =0
wird. In diesem Falle wird die Bestimmung unméglich, weil die rechte

Seite R, ,, ja nicht gleichzeitig zu verschwinden braucht. Wir wollen
daher nach LINDELOF statt (4) die Differentialgleichung

aul

(12) lax +P23 P=Au @
betrachten, wo
(p = 2 (p"l"’n qu x‘;’z
vy v, =2

eine noch passend zu bestimmende Funktion bedeutet. Machen wir
in (12) wieder den Ansatz (9), so erhalten wir statt (10)

0

a d
(13)  Amylthngt—hu= D (R + ¢) ey

v+ vy =2

und statt (11) kommt
(14) ()'1 151 + }'2 Vg — }'1) C'Vx“’z = R“’z‘”z + Py, (,Vl + Vo 2—- 2)

Nunmehr kann man stets dann, wenn
Avi+Av,— 4 =0
wird,
Py, = — .Rv, v,

setzen und so erreichen, daB man (14) erfiillen kann. C, ,, freilich
bleibt willkiirlich. Wir wollen dann stets C, ,, = 0 setzen.

Bevor wir die Konvergenz der so zu findenden Reihen untersuchen,
wollen wir uns die so zu erreichenden Ergebnisse etwas niher ver-



S ., dw  Cz4Dw4 B, (2, w)
Die Diff.-Gleich. = A:i Bt B, (- o)
gegenwirtigen. Da A; und A, nach Voraussetzung dem Inneren einer
Halbebene angehoren, deren Rand durch den Ursprung geht, so kann
es keine Relation

inder Umgebungvonz=w=0. 1385

1’111 +P212 =0

geben, in der p;, und p, beide nichtnegativ sind. Besteht also eine
Relation »,4; 4+ v,4, — 4, =0, in der,»; und », nichtnegativ sind und
v; + v, = 2 ist, so muB », = 0 sein. Dann ist also

(15) M=l (2= 2)
und man sieht, daB es nicht mehr als eine einzige Relation
nih vl —4=0

gibt und daB diese die Form (15) hat.
Stellen wir die gleichen Betrachtungen bei (5) an, so werden wir
auf Relationen
M+ Ay, =14, (+7.22)
gefiihrt und sehen, daB es nicht mehr als eine geben kann und daB diese
dann notwendig von der Form

(16) Ap=mi (» Z 2)

ist. Vergleicht man (15) und (16), so sieht man, daB man héchstens bei
einer der beiden Gleichungen (4) oder (5) auf eine Relation (15) oder
(16) stoBen kann. Nehmen wir an, bei (12) kdme keine solche Relation
vor, so kénnen wir hier ¢ = 0 nehmen und erhalten durch unsere
Uberlegung — sowie die Konvergenz bewiesen ist — eine Losung u,
von (4). StoBen wir auch bei (5) auf keine Relation, so kénnen wir auch
dort @ = 0 nehmen und finden ein Integral von (5), kommt aber eine
Relation (16) vor, so kénnen wir

¢ = Ku
nehmen und dann K so bestimmen, daB die zu (14) analogen Gleichungen

(2'1 (51 + }'2 Vo — ﬂ'2) C": vy T ‘R“’x“’z + Do1v,
stets 16sbar sind. Dazu geniigt es, wenn

(17) Ay =l (v = 2 ganzzahlig)

die Relation ist,
R,+K=0
zu nehmen, also ¢ = — R,,nuf zu setzen.

In dem Falle, wo eine Relation (17) besteht, ist %, = #{ eine Lésung
von (), wenn #, eine Losung von (4) ist. Man setze nur %, in (4) ein
und multipliziere mit #{~1.

Aus

“w
ouf duf

Prgy T Pagy =AW
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und
Ouy dug
P 157, + P, I Ay tty
aber folgt, daB
(18) n=ul — u,
der Gleichung (3) geniigt. In dem Falle, wo man weder bei (4) noch bei
(5) auf eine Relation st5Bt, ist

(19) =3

u’f‘

eine Losung von (3). Daher werden die Lésungen von (1) entweder
durch

1 1

wle —Culi =0
oder durch
uft— 1y =C
in einer geniigend kleinen Umgebung von %, = %, = 0 dargestellt.
Alles kommt also nun schlieBlich auf den Nachweis an, da8 die
Reihen, auf die wir gefithrt wurden, in einer gewissen Umgebung von
%, = %, = 0 gleichmiBig konvergieren.
Ich gebe zunichst noch einmal den zu beweisenden Konvergenz-
satz an.
Es werden Zahlen C, ,, rekurrent aus den Gleichungen

(20) A+ 249, — ) Cop,=Ros, + @rs,  (n+9,22)
bestimmt. Dabei sind die R, ,, bekannte ganze rationale Funktionen
der Cp ., und u, + g, < +v, und Yo, , 2725 ist eine in der
Umgebung von #%, = %, ==0 gleichmiBig konvergente Reihe, iiber
deren Bestimmung vorhin das Nihere gesagt wurde. % ist 1 oder 2.
Es gibt eine oder keine Wahl der v,, v,, so da8

v + Aovy — Ap =0

ist. Wird das aber Null, so wird auch die rechte Seite von (20) Null
und wir setzen C, ,, = 0. Zu zeigen ist, daB

00
%4 X Gy X7
v+ vy =2

in der Umgebung von x; = %, = 0 gleichmiBig konvergiert.
Besteht keine Relation

1}1]'1 + ?}212 —_ A’k = 0,

s6 gibt es eihe Zahl ¢ > 0, so daB

(914 + vl — X
ey Smet |70



Die Diff.-Gleich. ‘Z_’:’ = j = ig’:i%l ((Zz’, ’:’U))
fiir »; + v, = 2. Schreibt man nidmlich diesen Ausdruck in der Form
Mvitrmdy A

i+ "+

1— 1! ’
vi+va
so sieht man, daB der Punkt « der komplexen Ebene fiir wachsende
¥, + ¥, sich unbegrenzt einem Punkt der Strecke nihert, die A; mit 4,
verbindet, und die also der eingangs genannten Halbebene angehort.
Da aber der Zihler nie verschwindet, so folgt daraus die Existenz von &.
Besteht aber eine Relation
1A+ vhy — A =0,

bei der »; + v, = u ist, so gilt (21) fiir alle »; 4 v, > u.

Zam Konvergenzbeweis bedienen wir uns der sogenannten Ma-
jorantenmethode, indem wir die C,,, mit gewissen Zahlen C;,,
vergleichen, die wir jetzt erkliren wollen. Wir betrachten die Funk-
tionen P} und Py, die aus P; und P, dadurch hervorgehen, dal man
jeden Koefflmenten durch seinen absoluten Betrag ersetzt. Die R;,,,
seien aus den Cj ,, und den Koeffizienten der P} und Pj ebenso
gebildet, wie R, ,, aus den C, ,, und den Koefﬁzienten der P, und
P,. Fiir »; + v, < p setze man

C‘:el"’a = l C“'l‘”z ]
und fiir ; + v, > u bestimme man die C;; ,, rekurrent aus
(22) 8("’1 + "’2 - ]‘) C':el“‘z = R':(.l"’z + I w"l"'z l'
Dann ist '

in der Umgebung von z=w=0. 187

“'1“'2 = I C"Hzl

Wir betrachten dann die Reihe

F* =+ 3 Ch,onng,
v, =2
setzen Py, P3 fir die Potenzreihen mit Koeffizienten, die absolute
Betrige der Koeffizienten von B, und %, sind, und haben dann analog
zu (10’) die formal richtige Gleichung

JF*
(23) Yan t pr = = +2_12€x
Formal richtig, d. h. die Koeffizienten gleicher x}*x}: auf beiden Seiten
stimmen {iiberein. Die Relation (22) ist die Grundlage der Konvergenz-
betrachtungen. Es mogen B, und B, sowie ¢ fir |, [ 7, [#, |7
absolut konvergieren. Dann sei 0 =< ¢ < 7 eine reelle Variable. Ich
schreibe

Fp =%+ Z’ Clo,anale,

Vi+v,=2
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setze darin %, == x, = ¢ und untersuche
Fii1—Fy=1te+1 3 C;,,.

ri+ra=g+1
Wegen (22) ist fiir p > g und »; + v, =0 +1
9826717“2R7171+21¢71%1 ('V]_+72=Q+1)-

Nach (23) aber ist? fiir positive %, %y

Z R}, ana% = [ * ax + By axJ [%faal; + B 66132 L+1

71+"’z—-e+1

oFF
g B axo + S’Bz 6:1

Also wird insbesondere fiir x; = x, =7
OF¥ OF¥
E+1 Z R"'l"a—-[ fa; + EB:-a—;:——]x_
ntrn=p+1 1 2-h=
Nun sei fir x; = %, =7
| B <M, B <MFS =M, .

Dann findet man durch Differenzieren, weil alle Koeffizienten von F Zf
positiv sind

=7

OF ¢ o M, —
T mr < 7 (k=1,2).
Dann ist
i 2M.-Mp-
2 Bl <Tgrtt
. r1+rvy=p0+1 7
Daher wird
2MM [e1]
Z C:i'"’< 7Q+el+ e+1 ’
vt va—o+1 e ¥ Y

wenn unter @ eine geeignete positive Zahl verstanden wird.

So wird

+1
0<FD+1 F;' <(7i>2 Mga)e,
wo
Do =77 + M o0&
gesetzt ist und 0 < ¢ Z 7 ist. Flir ¢ =7 folgt
Myi1<M,(1l+ w,).

Weiter wird

. t\et+2 ¢
0L Fjio—Foi1 < (-/)Q Myr10p41 < wpar(l + we)Mg<7>

o+2

Fiir £ = » wird

My i2.<(1+ 0p)(1 + w41) M,.

1 [fl,4, bedeutet die Glieder (@ + 1)-ter Ordnung von f.



N .. dw  Cz4Dwt P, (2, w)
Die Diff.-Gleich. ¥ i X Bwt%, o)

Allgemein wird
tye+h+1
0§F§+k+1—F§+k<(7>e Wotht+1(l+ Weip) ... (14 @)
Morat1 <A+ @)+ @pp1) v (14 0pqr41) M.
Also sind fiir %, = %, = ¢ die Glieder der Reihe
Fg + Fer1—F;)...
kleiner als die Glieder der Reihe
t\e+1
M,y(1+ @0 (5 )7 4 (1 + @) 01

Der Quotient zweier aufeinanderfolgender Glieder ist

in der Umgebung von z=w=0. 139

¢

14

)9“...) 0<i<r).

Wot+k+1 t
we+k 7

(1 + wp44)

Fiir £ — 0o aber konvergiert w, ;. ; gegen 27—14 Daher konvergiert unsere
Reihe, sobald

I 4
2M
1+

<

ist. Die Reihe
X+ X G 2Py
vy tvy =2
konvergiert also absolut und gleichm#Big, solange
4

oM

—72T4’ |x2|<1

ve re

| %] <

bleiben.

Man kann diese Betrachtungen auch auf Systeme ausdehnen. Man
vgl. dazu LINDELSFL. Wir haben uns im vorstehenden im wesentlichen
an diese Arbeit angeschlossen.

1 Sur la forme des intégrales des équations differentielles au voisinage des
points singuliers. Acta soc. Sc. Fenn. Bd. 22. 1897.



Zweiter Abschnitt.

Gewohnliche Differentialgleichungen
zweiter Ordnung.

I. Kapitel.
Die Existenz der Losungen.

§ 1. Die Methode der sukzessiven Approximationen.

Schon S.386 wurde gezeigt, wie man die Differentialgleichung

1) Y =19
als System schreiben kann. Setzt man y' =z, so ist (1) dquivalent
mit dem System
2 y =4
) 2 =1f(x,9,2).
Der S. 34/35 angefiihrte Existenzsatz liefert dann in Anwendung
auf (2) folgenden Existenzsatz fiir (1)

In einem Bereich B: | x — %y | < @, |y — 3| < b, |2—y,| < ¢ sei
f(x,y,2) eine stetige Funktion. Es gebe ein M, so daf in B

(3) (%, 91,20) — [ (%, 92, 2| < M { |y, — 32| + (21“325}-
Feyner sei' in B
(4) |[7(x,9,2)| <M, b>aM.

Dann gibt es genau eine sami ihver ersten Ableitung in |x — %, | < a
stetige Funktion vy (x), fir die

_ y (%) = Yo, ¥ (%0) = Yo

18t.

Man kann geometrisch den Sachverhalt auch so aussprechen: Ein
gewisser Bereich der x-y-Ebene ist vorgelegt; jedem Punkt sind ge-
wisse zuldssige Tangenten zugeordnet. Das Wertetripel «x,y,y’, wo
%,y einem Bereichpunkt, 3’ einer zuldssigen Tangente in diesem

1 Die Annahme (3) entfallt wieder, wenn B so erklart ist: |# — %y| <a, ¥
und 2z beliebig. Dies trifft also z. B. fiir alle linearen Differentialgleichungen
zweiter Ordnung zu.
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Punkt zugehoren, werde als Koordinatentripel eines Punktes des drei-
dimensionalen Bereiches aufgefafBt. Diese Punkte machen einen Be-
reich aus, in dem f(x v, y') eindeutig und stetig erklart ist und stetige
of

ay’ 63/
x-y-Ebene in jeder zuldssigen Richtung genaw eine Lisung.

Auch die frither bewiesenen Sitze iiber die stetige Abhingigkeit
der Lésungen von den Anfangsbedingungen und vom Parameter lassen
sich ohne weiteres iibertragen.

Ableitungen - besitzt. Dann geht durch jeden Bereichpunkt der

§ 2. Geometrische Veranschaulichung.

Ahnlich wie Differentialgleichungen erster Ordnung kann man
auch Differentialgleichungen zweiter Ordnung geometrisch veranschau-
lichen. Jeder Gleichung zweiter Ordnung entspricht ein Kriémmungs-
feld. Denn die Gleichung ordnet jedem Linienelement x,y,y’ den
Wert f(x, v, y’) fiir die zweite Ableitung 3’* zu. Dadurch ist aber der
Kriimmungskreis der Integralkurve bestimmt. Die Differentialgeometrie
lehrt ja, daB

1+ y23

r ‘V___&.”—_..

14y
§=x-"”i;iix—' !

n=y+ 52

den Kriimmungsradius und den Kriimmungsmittelpunkt festlegen. Man
kann sich hiernach nidherungsweise die Konstruktion einer Integralkurve
so denken: Man fixiere zunichst das Anfangselement, also Anfangs-
punkt und Anfangsrichtung. Alsdann bestimme man den zugehéorigen
Kriimmungskreis und gehe auf demselben ein Stiick weiter. Man halte
an und bestimme zu der letzten Kreisrichtung den neuen zugehérigen
Kriimmungskreis und gehe auf diesem ein Stiick weiter usw.

Man hat also nun nicht mehr nur eine Anfangsbedingung nétig, um
eine Losung festzulegen, sondern deren zwei. Es geniigt nicht, den
Anfangspunkt zu kennen, es mufl auch die Anfangsrichtung in diesem
Punkt gegeben sein, um die Losung festzulegen. Die Losungen bilden
also eine zweiparametrige Schar von Kurven. Als Parameter kénnen
die zu einer bestimmten Abszisse x gehérigen Ordinaten und ersten
Ableitungen angesehen werden.

Man iiberzeugt sich leicht, daB auch umgekehrt jede zweipara-
metrige Kurvenschar unter den nétigen Differenzierbarkeitsbedingungen
als Losungsschar einer Differentialgleichung 2. Ordnung aufgefaBt wer-
den kann. Denn aus der Schargleichung

®(%,9,a,0)=0
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und den abgeleiteten Gleichungen

Yot 9y =0,
Paz+ 2Payy + @y ¥+ @y =0

wird man im allgemeinen @ und b eliminieren kénnen und dadurch
eine Differentialgleichung 2. Ordnung erhalten.

Eine hiibsche Bemerkung ist es, daB man die vorhin gegebene
geometrische Deutung manchmal zur vollen Integration einer Diffe-
rentialgleichung ausbeuten kann. Ich will das am Beispiel

, 1+9y)(xy' —vy

y '=2 ( 2 )_}E 2 )
kurz darlegen. Man findet fiir den zum Linienelement x,, o, ¥, 8e-
horigen Kriimmungsmittelpunkt die Koordinaten

E= (#8 — 98) ¥§ — 2%, 9,

2(%95 — ¥0)

5 — ¥3 + 24,9494
_ 2(%0¥§ — o)
Fiir variables y, hat man hier bei festem #x,, ¥, den Ort der Kriimmungs-
mittelpunkte aller zum Punkt x,, y, gehorigen Linienelemente. Es ist
die gerade Linie

2

17=

28%0 + 2my0 = %5 + %5 -
Sie ist die Mittelsenkrechte der Strecke vom Ursprung nach dem Punkt
%y, ¥o- Daher sind die Kriimmungskreise die Kreise durch den Ur-
sprung und durch #,, y,. Da fiir jedes Linienelement eines solchen
Kreises die gleiche Konstruktion gilt, so besteht er aus lauter Kriim-
mungselementen der Differentialgleichung, und daher ist jeder dieser
Kreise eine Integralkurve. So erkennt man, daB die Integralkurven
aus der Gesamtheit der Kreise durch den Ursprung bestehen. Ihre
Gleichung ist
(x —a)2 4+ (y — b)2 = a2 + b2.

Man verifiziert leicht nachtriglich durch Rechnung die Richtigkeit
dieses Resultates.

Nun zu den Systemen von zwei Gleichungen mit zwei unbekannten
Funktionen. Seien also die rechten Seiten des Systems

%= 9 (%,9,2), gmp(x,y,Z)

in einem Bereich eindeutig, stetig und stetig differenzierbar erklirt.
Jedem Punkt ist dann eine Gerade zugeordnet und die Integrale sind
geometrisch als Raumkurven zu deuten, die in jedem Punkt die dort
vorgeschriebene Gerade berithren. Die Grund- und AufriBmethode der
darstellenden Geometrie gibt leicht die Mittel zur n#herungsweisen
Konstruktion der Integralkurven an die Hand: Man geht vom An-
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fangspunkt aus ein Stiickchen auf der dort vorgeschriebenen Geraden
weiter, im so erreichten Punkt geht man zu der dort vorgeschriebenen
Tangente iiber und verfolgt sie ein Stiickchen usw.

Will man im Reellen — nur davon ist bei diesen Konstruktionen
die Rede — die Genauigkeit dieser Niherungen priifen, so muB man
sich wieder an die Darlegungen des vorigen Paragraphen erinnern.
Denn betrachten wir z. B. noch einmal die Gleichungen 2. Ordnung.
Unsere Naherungsmethode lduft dann darauf hinaus, lings der ein-
zelnen Kreisbogen des zur Niherung benutzten Kreisbogenpolygons
»'" konstant zu nehmen. Kennt man also die Schwankung von f(x, v, 2)
lings des Polygons, so lauft unsere Naherung darauf hinaus, das ge-

gebene System iz iy

E =iy, e
durch ein System g
r4
aw = 1®y2) +4(xy,2),
ay
=

zu ersetzen, in dem A4 (x, v, z) dem Betrag nach nicht gréBer ist als
die erwihnte Maximalschwankung. Daher kann man wie S.39 ff. an Hand

der Methode der sukzessiven Approximationen die Giite der Niherung
abschitzen.

Ahnlich kann man bei der fiir Systeme angegebenen Niherung
vorgehen. Hier sind die Niherungen geradlinige Polygone des x-y-z-
Raumes und lings jeder Polygonseite nehmen wir statt des vorgeschrie-

. . . . d
benen Feldes die durch die Polygonseiten bestimmten Konstantend—i—

d
und E; . Fiir das Ndherungsfeld gilt also

iy
F = ®y)+ 4.2,

d
=992 +Bxy2.

Hier kénnen 4 und B dem Betrag nach die Schwankung der Funk-
tionen @ und o lings der Seiten des Naherungspolygons nicht iiber-
treffen. Damit werden die fritheren Methoden wieder anwendbar, um
den Unterschied zwischen Losung und Niherung abzuschitzen.

II. Kapitel.
Elementare Integrationsmethoden.

§ 1. Einige Typen von Differentialgleichungen.

Bei der Gleichung
y'=710)
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ermoglicht ein kleiner Kunstgriff leicht die Integration. Multipliziert
man nimlich die Gleichung mit ', so hat man

LA Y

Yy =yf®).
Integriert man beide Seiten nach x, so erhdlt man
tyr=[10)dy +h
und das ist dann eine durch Trennung der Variablen zu behandelnde
Differentialgleichung 1. Ordnung.
Auch
ey ¥ =1)
148t sich elementar integrieren. Man fithrt y’ = p als neue unbekannte
Funktion ein und reduziert damit die Gleichung auf eine der 1. Ordnung:

P =1).

Das liefert sofort
.
2) 2= ) 7@ -

Um nun aber weiter zu integrieren, miiite man erst nach p auflésen.
Daher ist es besser, p als Parameter aufzufassen. Dann hat man ja
durch (2) schon x in Parameterdarstellung. Um das noch fehlende y zu

bekommen, geht man von
dy dy dx _ 1

_ [ A TR A 1)
aus und findet

(3) y = T%dp.

(2) und (3) stellen, wie man leicht verifiziert, in jedem Stetigkeitsinter-
vall von f(p), in dem f(p) == O ist, eine Losung von (1) dar.
Auch die allgemeineren Gleichungen

flx,9,9y")=0

werden durch die Einfihrung von y' =p sofort auf Gleichungen
1. Ordnung zuriickgefiihrt:

f(x,8,9") = 0.

Ty, 9) =0
kommt man durch Vertauschung von x und y heran. Dadurch wird
die Gleichung zu

An

ein Typus, von dem gerade die Rede war.
Bei ’

’

(w2, 2)=0

y
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filhrt der Ansatz

zum Ziel. Man hat dann

Yy =uy,
y'=uy +uy=uy+uty.
Trigt man dies in die Gleichung ein, so wird sie
f(x,u,ut 4+ u')=0.
Diese letzte Gleichung zusammen mit
y =uy

ist mit der gegebenen Gleichung gleichwertig.

§ 2. Die Differentialgleichung der Kettenlinie.

Diese Differentialgleichung gehort zwar zu den schon im vorigen
Paragraphen behandelten Typen. Wir wollen aber an ihrem Beispiel
erkennen, daB es hiufig schwieriger ist, die Integraticnskonstanten so
zu bestimmen, daBl den gegebenen Anfangsbedingungen geniigt wird,
als alle Losungen der Differentialgleichung zu finden. Gerade solche
Fragen stehen bei den Gleichungen zweiter Ordnung im Vordergrund
des Interesses. Es ist nur ein ganz spezieller Fall der Randwertauf-
gaben, d.i. der Bestimmung der Integrationskonstanten aus gege-
benen Bedingungen, wenn man diejenige LOsung verlangt, welche
fiir x = x, den Wert y, und deren Ableitung daselbst den Wert yj
annimmt. Bei der Aufgabe der Kettenlinie handelt es sich darum,
die Gestalt eines Seiles von gegebener Linge zu bestimmen, das zwischen
zwel gegebenen Punkten aufgespannt ist. In mathematischer For-
mulierung besagt dies: man soll diejenige Losung von

Y =AY1+y7

finden?, welche fiir x = %, den Wert y, und fiir ¥ = x, den Wert y,
hat und deren zwischen diesen beiden Punkten (x,, y,) und (x;, y,)
gelegener Bogen die Linge L hat. Es scheint auffillig, daB man drei
Bedingungen an die zwei Integrationskonstanten stellen kann. Man
sollte meinen, daB die beiden Bedingungen, die darin liegen, daB} die
Kettenlinie durch zwei gegebene Punkte gehen soll, schon zur Be-
stimmung der beiden Integrationskonstanten ausreichten. Wie sich
dieser scheinbare Widerspruch aufklirt, wird sich bald zeigen?. Trigt
man y' = $ in die Gleichung ein, so hat man

P =2Y1+¢°

1 1 ist eine Konstante.
2 Es liegt daran, daB A auch von der Linge L der Kette abhangt.
BreserBacH, Differentialgleichungen. 8. Aufl. - 10
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zu integrieren. Das liefert?

% =%Q[r@in75 +h,.

Daraus folgt
Y =p=8in(x —h)A.

Nochmalige Integration liefert
— 260] (5 — hy) A + k.

Nun wird die Lange des Kettenlinienstiickes zwischen x, und %,
Ty 2
|
L =fV 14+ 9'2dx = —i—fy" dx = = (&in (v, —Iy) A — Gin (xo — hy) 2)
Xy £

— 7 60f (21220 ) gin (1 7 2).

Also haben wir die Bedingung

(1) L =3 6of (X820 ) gin (1550 7).

Ferner aber haben wir die beiden ,,Randbedingungen‘’ fiir Intervall-
anfang und -ende:

) 1

Yo =‘[@°i (%0 — hy) A+ By,
1

Y1 27@07 (% —hy) A+ By

1 Dabei ist in bekannter Weise der hyperbolische Kosinus durch

T —2
Goix-;f__‘*‘ze_:cosix (i=y=1),
der hyperboiische Sinus durch
eT . g-%
Ginx=—-——2__= —isinix

erklart. Daraus ergibt sich

d , d &i

_____(Soi - Gin » und 48Ginx = Gof »

dx dx

und
Coj2x — Gin2x =1,

Die Umkehrungsfunktionen sind
Ax Cof » und A Gin ».
Fiir sie findet man in bekannter Weise

d Nt Cof 1 d A Binx — 1
= und =

dx -]/xz—l dx Vl—{—x?.
Mit Hilfe der oben angegebenen Beziehungen zu den trigonometrischen Funk-
tionen lassen sich leicht die goniometrischen Formeln iibertragen, die wir im
Text zum Teil benutzen werden.
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Subtraktion beider liefert

@) 31— 90 ="5 Gin (o FI ) gy (e g),

2

Die beiden Bedingungen (1) und (2) miiBten also fiir die eine Inte-
grationskonstante %, bestehen. Es erscheint ausgeschlossen, daB man 4,
diesen beiden Forderungen gemiB wihlen kann. Vielmehr muB man
auch noch den Koeffizienten A der Differentialgleichung als unbestimmt
ansehen. Dann wird sich zeigen, daB man %, und A so wihlen kann,
daB die beiden Gleichungen (1) und (2) erfillt sind. Das hat physi-
kalisch einen wohl bestimmten Sinn, denn der Koeffizient 1 ist gleich
dem Quotienten aus dem Gewicht der Ketteneinheit und der Horizontal-
komponente der Kettenspannung. Diese letztere hingt aber von der
Kettenlinge, und damit von den Randbedingungen ab in einer Art und
Weise, die eben erst nach Integration der Differentialgleichung in der
nun gleich anzugebenden Weise ausfindig gemnacht werden kann. Ich
eliminiere zunichst %, aus (1) und (2), indem ich beide quadriere und
subtrahiere. Das liefert

4 . —
L2 — (y; — y0)? = 7z Sin? (x—————l 5 i) ).)

oder

s X — X
@U’l——‘z f;= ],Lz_(yl_yo)z
S X — %, ¥y — %,
B A
Setze ich
etze i . =5 -
L __"9A=¢ und — =,
17— %o
so habe ich die Gleichung
Ginfza
&

nach § aufzulésen. Das liefert mir den Wert von A. Die Auflésung
geschieht graphisch oder mit Hilfe einer hyperbolischen Sinustafell.

Man sieht sofort, daBl das wegen x; > %, und nach der physika-
lischen Bedeutung von A notwendig positive & durch « eindeutig be-
stimmt ist. Somit ist auch der Parameter A durch die Seillinge und die
Intervallinge eindeutig festgelegt. Kennt man erst einmal A, so bietet
ersichtlich die Bestimmung zunichst von %; aus (2) und dann von
he mit Hilfe von Tafeln keine wesentlichen Schwierigkeiten. Es mag
auffallen, daB nur fiir « > 1 sich Gerade 7 =aé und Sinuskurve
7 = Gin & auBerhalb des Nullpunktes schneiden, denn diese geht unter
45 Grad durch den Nullpunkt. Der innere Grund hierfiir liegt darin,
daB doch sicher die Seillinge gréBer sein muB als der Abstand der

1 Z.B. Janxke-EMDE: Funktionentafeln mit Formeln und Kurven. Leipzig
1909.

10*
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beiden durch das Seil zu verbindenden Punkte. Der Quotient beider
Lingen ist aber gerade «.

Man iiberzeugt sich {iibrigens leicht durch geometrische Betrach-
tungen, daB fiir jeden Wert des Parameters 4 genau eine Kettenlinie
von passender Linge durch die beiden gegebenen Punkte geht. Denn
alle Kettenlinien gehen, wie ein Blick auf ihre Gleichung zeigt, bei
festem 4 durch Parallelverschiebungen auseinander hervor. Man erhilt
also alle Losungen durch einen der beiden Punkte, wenn man eine
Kettenlinie an diesem Punkt entlang schiebt. Dann nimmt sie aber ein
einziges Mal eine Lage an, bei der sie auch durch den anderen Punkt
geht,

§ 8. Lineare Differentialgleichungen.

1. Existenzsatz. Eine lineare gewthnliche Differentialgleichung zwei-
ter Ordnung hat die Form

(1) Do(%)y" + 51 (%) ¥ + P2 (%) y + p5 (%) = 0.
Sie heiBt inkomogen, wenn p4(x) nicht fiir alle in Betracht gezogenen x

vexrschwindet. Sie heifit homogen, wenn $,(x) identisch Null ist. Eine
homogene Gleichung hat also die Form

@2 Do(®) 9" + £ (%)Y -+ Py (%) y = 0.

Wir setzen voraus, daB die Funktionen #;(x) in einem Intervall
a< % = b stetig seien, und daB in diesem Intervall py(x) iiberdies
nirgends verschwinde. Dann ist der Existenzsatz von §1 anwendbar.
Die dort vorgetragene Methode lehrt, daB es genau eine Lisung von (1)
gibt, die an einer Stelle x, des Intervalles einen gegebenen Wert y,, und
deren Ableitung daselbst einen gegebenen Wert vy hat. Uberdies ist diese
Losung samt ihren Ableitungen erster und zweiter Ordnung tm ganzen
Indervall stetig.

2. Die Gesamtheit der Losungen. Sind v, (x) und y,(x) irgend zwei
Lisungen einer lineaven homogenen Differentialgleichung (2) und sind
¢, und c, zwei Konstanten, so ist auch

Yy=0c11(%) + ¢z ¥5 (%)
eine Losung von (2).
Setzt man namlich zur Abkiirzung

(3) L) =p0"+ 115+ 125,

so ist
L(y)=c;L(y;) + c,L(ys),

wie man sofort nachrechnet. Aus L(y,) = L(y,) =0 folgt daher
L{y)=0.
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3. Linear abhingig und linear unabhingig. Zwel Losungen y, und
¥, von (2) heiBen linear abhingig, wenn man die beiden Konstanten
¢; und ¢, so wihlen kann, daB

(4) C1¥1F €y =0

ist fiir alle x, ohne daB ¢; und ¢, beide verschwinden. Gibt es kein solches
Konstantenpaar, so heiBen die Lésungen linear unabhingig. Sind zwei
Losungen linear abhingig, so folgt aus (4), daB ihr Quotient konstant
ist. Dann ist mit (4) auch

(5) ¢191+ 6y, =0

erfiillt, ohne daB ¢; und ¢, beide verschwinden. Daher ist die Deter-
minante beider Gleichungen (4) und (5) Null. D. h. es ist fiir zwei linear
abhingige Losungen

(6) Y1¥2—2:91=0

fiir alle . Umgekehrt folgt aus (6), daB y, und y, linear abhingig sind.
Ist y, = O fiir alle «x, so ist dies gewi8 richtig, da dann

€191+ 0y, =0
ist fiir beliebige ¢;. Ist y; nicht fiir alle x Null, so ist z. B.
Y1{%) 0.
Dann setze man an
__ Ya{x0)
(7) y2 (%) = JrN 01 (%) + d (7).
Tragt man dies in (8) ein, so folgt
(8) 18" —dy; =0,

also eine lineare homogene Differentialgleichung erster Ordnung fiir 4.
Da nun aber d(xy) = 0 ist, so ist d =0 fiir alle x. Denn (8) besitzt
nur diese eine Losung, die fiir x = x, den gegebenen Wert 0 hat. Aus
(7) folgt also
2209 51 () — 52 (1) = 0

fiir alle x. Daher sind y, und y, linear abhingig.

(6) stellt also die notwendige und hinveichende Bedingung fiiv die
lineare Abhingigkeit zweier Lisungen von (2) dar.

Ist y, irgendeine Lésung von (2), so ist jedes Multiplum von v,
linear abhingig von y;. Ist nimlich

Yo =CY, (c konstant)

ein solches Multiplum, so ist

Yo— €y, =0
fiir alle x.
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Ist y, festgelegt durch y,(xe) =0, ¥;(%) =1 und y, durch
Yo (%) =1, y,(xg) =0, so ist

Y1 (%) Y2 (%) — Y2 (%) 1 (%) = — 1.
Also sind y, (%) und v, (x) linear unabhingig.
Ist (6) nur an einer einzigen Stelle erfillt, so ist es fiir alle x erfiillt
und die Losungen y,und vy, sind linear abhingig. Geht man nimlich von

Poyy + P1y1+ P21 =0,

Poys + P1Ys + Doy =0
aus und multipliziert die erste Gleichung mit — v,, die zweite mit y,
und addiert, so kommt

W Do(— ¥1¥e + ¥5¥1) + P1(— ¥y1Vs + y19s) = 0,

d ’ ! ’ ’
(9) Poa (1Y — Y291) + D1 (3195 — Vay1) = 0.

Das ist aber eine lineare homogene Differentialgleichung fiir die linke
Seite von (6), und daraus folgt nach einer schon einmal benutzten
Schlufiweise unsere Behauptung.

4. Je drei Losungen von (2) sind linear abhingig. D. h.: Sind y, (x),
¥ (%), y3(x) drei Lésungen von (2), so gibt es drei Zahlen ¢, ¢,, ¢4, die
nicht alle verschwinden, derart, daf}

€Y1+ C¥s + C¥s =0
ist fiir alle x.
Sind y, und y, linear abhingig, also z. B.

€1Y1 -+ 6Y, =0
fiir alle x, ohne daB ¢; und ¢, beide verschwinden, so ist

€Y1 1 €Y +0y; =0,

also unsere Angabe richtig. Sie bleibt fir den Fall zu beweisen, daf3
¥, und v, linear unabhingig sind. Alsdann greife man eine beliebige
Stelle x, heraus und bestimme die Zahlen ¢, und ¢, so, daB an dieser
Stelle

Y3 (%0) = ¢1¥1(%0) + C2¥5(%0)

Y3 (¥0) = €171 (%) + ¢5¥%(%0)
besteht. Dann ist

Ya == C1Y1 + Co¥s
eine Losung von (2), die bel %, mit y, tibereinstimmt und dieselbe
erste Ableitung wie y; hat. Sie ist daher nach dem Existenzsatz mit
3 identisch.
Zwei linear unabhingige Losungen y, und y, von (2) nennt man

ein Fundamentalsystem von (2). Denn nach der eben bewiesenen Tat-
sache kann man jede andere Losung von (2) gewinnen, indem man
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v, und y, mit passenden Konstanten multipliziert und die Ergeb-
nisse addiert. Man bekommt also alle Lésungen durch lineare Kom-
bination eines Fundamentalsystems.

5. Reduktion auf Gleichungen erster Ordnung. Kenni man eine nicht
identisch verschwindende Losung von (2), so konnen alle #brigen Lisungen
von (2) durch Quadraturen gefunden werden. Ist v, eine solche bekannte
Losung von (2), so gilt (9) fiir jede andere Lésung y, von (2). Aus (9)
aber folgt!

z
(10) Y12 — ¥p¥; = C-exp (—fﬁ—; d E) (C konstant),
a

und dies ist eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung fiir y,.
Solche haben wir S. 11 durch Quadraturen geldst.

6. Die adjungierte Differentialgleichung. Die Frage liegt hiernach
nahe, ob man nicht in gewissen Fillen eine solche Losung leicht finden
kann. Dies ist z. B. dann der Fall, wenn die linke Seite von (2) die Ab-
leitung eines Differentialausdruckes erster Ordnung ist. Ist z. B.

(11) L{y) = 2 (L)

so folgt aus

Ly) =0,
daB
L, (y) = konst. ,

d.i. eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung fiir jedes y.
Je nach Wahl der Konstanten bekommt man alle y heraus.

Ist (11) nicht unmittelbar erfiillt, so kommt man zum gleichen
Ziel, wenn man eine Funktion z(x) kennt, fiir die '

d
2L(y) = = (L, ()
ist, wo L;(y) wieder ein Differentialausdruck erster Ordnung ist. Die
Bestimmung einer solchen Funktion z(x) gelingt manchmal auf Grund
der LAGrRANGEschen Identitdt, wonach
T d 7 ’
2L(y) —yL(z) = 7 (v Poz — (o2) 'y + y2zty)

ist, wenn man

T a2 d
(12) L(z) = 55 (Po2) — 7 (£12) + b2

setzt. (12) heiBt der zu L (2) adjungierte Differentialausdruck. Wihlt man 2

s0, daB L (z) =0 ist, sowird z-L {v) die erste Ableitung eines Differential-
ausdrucks erster Ordnung. Unter Umstdnden kann es ja leicht sein,

1 exp (2) = e=
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eine Losung von L (z) = 0 anzugeben. Es kommt aber auch vor, daB8

L (z) mit L (2) identisch ist. Man nennt dann L (z) einen selbstadjungierten
Differentialausdruck. In diesem Falle kommt man wieder auf das zu-
riick, was weiter oben iiber den Nutzen gesagt war, den man aus der
Kenntnis einer speziellen Losung von L (y) = 0 ziehen kann.

Damit L®) =L

L(z) = poz” + 2 (285 — P1) + 2(h2 — b1 + B1)
L(z) = po2’ + 2Py + 22,
identisch sein. Dafiir ist notwendig und hinreichend, daB p, = # ist.
Also ist i/ dz
ir (Po E) + Pa2

der allgemeinste selbstadjungierte Differentialausdruck (zweiter Ord-
nung). Fiir einen selbstadjungierten Differentialausdruck wird

(13) 2L(y) — yL(z) = = (po(zy’ —y2)).

Man nennt dies wieder die Identitit von LAGRANGE.

ist, muB

mit

7. Die inhomogene Gleichung. Die Integration der inhomogenen Glei-
chung (1) kann durch die Methode der Variation der Konstanten, auf
die der homogenen (2) reduziert werden. Ist vy, (x), ¥,(#) ein Fundamental-
system von (2), so gehe man mit dem Ansatz

(14) Y =, (%) y1 (%) + 2 (%) ¥2 ()
in die Gleichung (1) hinein. Man hat

(15) y' =651+ 6y,
wenn man

(16) 1Y+ 2y =0.
setzt. Dann wird aus (15)

(17) Y=y + ey — pa(#),
wenn man

(18) ciyr+caye + p5(x) =0

setzt. Tragt man (14), (15), (17) in (1) ein, so sieht man, daB (1) erfillt
ist. Die Integration von (1) ist also darauf zuriickgefiihrt, ¢, (x) und ¢, (x)
aus (16) und (18) zu ermitteln. Dies liefert

I GG _
al) = [ S @@ T = B+

Zo

N R N GYAGYE _
wl®) = [ mr e @@ T e =G )

Zo
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wo h; und %, zwei willkiirliche Konstanten sind. Somit ist
Y =y (%) y1 (%) + d5 (%) 2 (%) + 7131 (%) + he 7 (%)
die allgemeinste Losung von (k).

8. Konstante Koeffizienten. Bei linearen Differentialgleichungen (2)
mit konstanten Koeffizienten reicht das bisher Vorgetragene aus, um
durch elementare Rechnung alle Integrale zu finden. Sei

(19) Yt ay' +a,y=0

die Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten. Der Ansatz
y=e®

fihrt auf die quadratische Gleichung

(20) 72+ a7+ a,=0.

Hat dieselbe zwei verschiedene Wurzeln 7, und 7,, so sind
(21) Yy =en?, Yo = e€n®

zwel Losungen von (19), die ein Fundamentalsystem bilden. Damit
ist also

(22) y == 01 ehx + 02 ez
mit konstanten ¢; und ¢, die allgemeinste Losung.
Sind @, und g, reelle Zahlen, so wird man Wert darauf legen, auch

ein Fundamentalsystem aus reellen Losungen anzugeben. Sind 7, und 7,
reell, so sind (21) dazu brauchbar. Anderenfalls sei

a z
= _”2‘1"1‘?1/4“2 a,
a 7
Yo = "'52“?1/4“2*“1
Dann bilden
er,m+ o2 T eNT __ e
g und 27’
d.h.

23] 12
B B D

2 2 1 2
e cos Y4a, —ai und e 2 sing Vda, —af

ein reelles Fundamentalsystem.
Hat aber (20) eine Doppelwurzel, so kennt man aus dem gemachten
Ansatz erst eine Losung
(2]
e 2z,
Wir -haben aber oben Methoden kennengelernt, hieraus alle anderen
Losungen zu ermitteln. Man findet in

o,
xe 2
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eine weitere Losung, so daB dann

a.
Sy,

e 2 (¢t %)
mit konstanten ¢; und ¢, die allgemeinste Losung wird. Hierauf wird
man iibrigens auch durch einen Grenziibergang gefiihrt. Denn sind
zunichst

7, und 7, + 9

zwei verschiedene Losungen von (20), so ist stets
e(r, +dw __ S
4]

eine Losung von (19). LaBt man 6 — 0 streben, so wird aus (19) eine
Differentialgleichung, deren charakteristische Gleichung (20) eine Doppel-
wurzel hat, und aus (23) erhilt man in

(23)

[
—z

xen®=zxe¢ 2
eine Lésung von (19).
9. Ein Beispiel. Von Interesse ist folgende spezielle Differential-
gleichung:
(24) y' 4+ Ay =acosbx (4, a, b sind konstant).

Statt der Durchfilhrung der eben dargelegten allgemeinen Methode
erweist sich hier der Ansatz

y=f.-acosbx

mit konstantem f als zweckmiBiger. Er fithrt zu der Bedingungs-
gleichung

— B+ AB=1
fir B; so wird

a

V= }—_*‘b—z cosbx
eine Losung der inhomogenen Gleichung. Man kann aber dann leicht
alle angeben, wenn man nur beachtet, daB die Zufligung irgendeiner
L6sung der homogenen Gleichung stets eine neue Lésung der inhomo-
genen Gleichung liefert und daB die Differenz zweier Losungen der
inhomogenen Gleichung stets eine Lésung der homogenen ergibt. Da-
her ist

Yy = l—_‘_lbgcosbx + ycos YAx + hysin Y Ax

das allgemeine Integral unserer Gleichung. Dies Verfahren versagt
nur, wenn 4 = b% wird. Aber man kann dann durch Grenzilbergang
leicht eine Losung der inhomogenen Gleichung finden. Jedenfalls ist
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ndmlich stets

4 cosbx—cos @

b+ V2 Yi—b
eine Losung der inhomogenen Gleichung, solange noch ]/E =+ b ist.
Macht man aber hier den Grenziibergang &> J4, so erhilt man

A . -
—xsin JAx,
2}7

und das erweist sich tatsichlich als eine Loésung der inhomogenen
Gleichung
y' 4+ Ay =acos|ix.

10. Zusatz. Nahe verwandt mit den Gleichungen mit konstanten
Koeffizienten sind die Gleichungen

. .
V' LY+ my=0.

¢ und % sind dabei wieder konstant. Man kann sie durch die Substi-
tution

x = ¢t
auf Gleichungen mit konstanten Koeffizienten zuriickfithren. Darin
liegt schon, dall der Ansatz

y=x*
zum Ziel fithren muB. Er fihrt ja in der Tat auf die Bedingungsgleichung

(25) ele—1+ge+hr=0.
Hat die Gleichung (25) zwei verschiedene Wurzeln p; und g,, so sind
¥, =2x& und y,=xe
Losungen, die ein Fundamentalsystem bilden.
Hat die Gleichung (25) aber zwei gleiche Wurzeln, so sind
1—g 1—g

V=% ®  und Vo =% : log %
Losungen, die ein Fundamentalsystem bilden.

11, Die Riccatische Gleichung. Wir hatten auf S. 26 die Riccari-
sche Gleichung (1) der S.25 durch die Substitution (3) in die lineare
Gleichung (4) S. 26 iibergefithrt. Durch diese Substitution wird nun
auch aus dem allgemeinen Integral der einen das allgemeine Integral
der anderen, wobei noch ein konstanter Faktor der Losungen der line-
aren unerheblich bleibt. Wenn nun #, und #, zwei Losungen von (4)
S. 26 sind, welche durch die Anfangsbedingungen #, (x,) = 0, u; (%) = 1,
uy(%g) = 1, u,(%,) =0 festgelegt sein mogen, so ist somit

1 ¢, o) 4 cyuf

y=
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das allgemeine Integral der Riccartischen Gleichung. Insbesondere ist
also

A —ygop (%) #i + up

g ~— Yo Up (%) %y + Uy

Y= —

dasjenige Integral, welches bei %y den Wert y, hat. Es hingt also linear
von der Integrationskonstanten y,ab. Das bedeutet geometrisch, daB das
Doppelverhdltnis von irgend vier Lésungen konstant ist. Wenn man
daher drei verschiedene Integrale y,, ¥,, ¥; der Differentialgleichung (1)
von S. 25 kennt, so kann man diese Differentialgleichung so schreiben:

[y 1y y*!
SV IR S
o1y, T
vi 1 yy 9%

Und daraus kann man entnehmen, wie man die Koeffizienten von (1)
S. 25 durch die drei Integrale y,, ¥,, y; darstellen kann.

12. Nullstellen. Wir wollen aus den allgemeinen Sitzen dieses
Paragraphen noch einige Folgerungen ziehen.

Eine jede nicht identisch verschwindende Losung von (2) besitzt hichstens
endlich viele Nullstellen ina < x =< b. Ineinem Hiufungspunkt wire die
Losung samt ihrer ersten Ableitung Null. Nach dem Existenzsatz wire
daher die Losung identisch Null. Fir (1) gilt natinlich ein solcher
Satz nicht, da man ja p4(x) immer so wihlen kann, daB bei fest
angenommenen pg, Py, P, eine gegebene, zweimal stetig differenzier-
bare Funktion (1) befriedigt.

Zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Nullstellen etner Losung vy, (x)
von (2) liegt genau eine Nullstelle einer jeden von vy, (x) lUnear unabhin-
gigen Losung von (2).

Sind & und 7 zwel aufeinanderfolgende Nullstellen von (2), so
lehrt (10), daB

yo (&) y1(§) und v, (n) v (n)

das gleiche Vorzeichen haben!. Da aber y; (&) und y, () als Ableitungen
in zwei aufeinanderfolgenden Nullstellen verschiedenes Vorzeichen
haben, so haben auch y, (&) und y, () verschiedenes Vorzeichen. Daher
liegt zwischen & und % mindestens eine Nullstelle von y,(£). Ligen
dazwischen mehrere, so lige zwischen je zwei derselben nach der
gleichen SchluBweise wieder mindestens eine von y,(x). Es waren

aber £ und 7 aufeinanderfolgende Nullstellen von y,(x).

1 Wire 9,(§) oder y,(n) Null, so waren y, und ¥, linear abhangig. Wire
¥1'(€) oder 9,'(n) Null, so wire y,(x) =0.
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III. Kapitel

Gewdhnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung
im reellen Gebiet.

§ 1. Randwertaufgaben.

1. Fragestellung. Bisher hatten wir eine Losung meist durch ihren
Wert und den Wert ihrer Ableitung an einer Stelle festgelegt. Schon
bei der Kettenlinie trat uns die Aufgabe entgegen, eine Lésung dadurch
zu bestimmen, daB fiir zwei Werte von x die Werte der Losung gegeben
werden. Da diese in dem von diesen beiden Stellen begrenzten Inter-
vall zu untersuchen ist und die Losung somit durch Bedingungen an
den Riéndern des Intervalles festgelegt werden soll, so sprechen wir von
einer Randweriaufgabe. Es gibt deren noch andere. Es wird immer
darauf ankommen, durch zwei Bedingungen die beiden Integrations-
konstanten festzulegen. Diese Bedingungen moégen durch zwei Glei-
chungen zwischen den Werten von y(x) und 3'(x) an den Enden des
Intervalles %y = 5 < #, geliefert werden, und zwar wollen wir uns
auf den Fall beschrinken, daB eine lineare Differentialgleichung

1) Poy' + 1Y Pyt P =0,

vorgelegt ist, in der pg, #;, P, P; in a =< x < b stetig sein, p, nirgends
verschwinden mége. Zwei lineare Gleichungen mogen die Randbedin-
gungen liefern. Diese werden allgemein so aussehen:

o0 ¥ (@) + a9, V' (@) + a0y (D) + ay, v (b)) = A
290 Y (@) + agy y' (@) + a3y (b) + a3, y' (b)) = A",

Wir teilen die Randwertaufgaben zunichst in homogene und inhomo-
gene ein. Bei den homogenen sind sowohl Differentialgleichung wie
Randbedingungen homogen, d.h. es verschwinden sowohl in (1) wie
in (2) die von den y freien Glieder, so dal wie im vorigen Paragraphen
eine Losung nur bis auf einen konstanten Faktor bestimmt sein kann.
Die Randwertaufgabe, die uns im vorigen Paragraphen begegnete, und
die auch bei der Kettenlinie vorlag, wollen wir die erste nennen. Hier
sind also an den Intervallenden die Werte der unbekannten Funktion
vorgeschrieben. Von der zweiten wollen wir reden, wenn an Anfang
und Ende der Wert der Ableitung gegeben ist. Dariiber hinaus gibt es
noch mancherlei andere, denen wir keine besonderen Namen geben
wollen. Bei der ersten homogenen Randwertaufgabe liegt also eine
Differentialgleichung

3) boy’ +hy +hy=0
vor und es werden Losungen gesucht, fiir die

(4) y(a)=0, y(()=0

@)
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ist. Bei der zweiten homogenen Randwertaufgabe wird statt (4) ge-
fordert

(5) y' (@) =0, ¥ (b)=0.
Besonderes Interesse haben die SturRM-LioUviLiLEschen Probleme

gefunden. Bei ihnen handelt es sich darum, Losungen einer selbst-
adjungierten Differentialgleichung

(6) (5 2) + 12y =0
zu finden, wihrend
M a1y (a) + a4y y" (@) =0,
Y () + a5y () =0
vorgeschrieben ist. Diese Probleme werden uns auch in den folgenden
Paragraphen in erster Linie beschiftigen.

2. Beispiele. Zunichst mdge an einigen Beispielen die Sachlage
etwas geklirt werden. Betrachten wir z. B. die Differentialgleichung

y'—y=0.
Ihre allgemeinste Losung ist
Y = ¢;6% + cpe .

Betrachten wir das Intervall ¢ < x < b und suchen die erste Rand-
wertaufgabe zu 16sen: Es soll sein

6% - cpe % =0,
C16% 4 coe = 0.
Die Determinante des Gleichungssystems ist
ed—b _ pb—a
Dies ist aber fiir 2 & b nie Null. Also muB ¢, = ¢, == 0 sein. Die einzige
Losung unseres Randwertproblemes ist die triviale y = 0. Sollte das

stets so sein, so hiitte es wenig Sinn, jene Aufgabe zu behandeln. Betrach-
ten wir ein weiteres Beispiel:

y'+y=0.
Die allgemeinste Losung ist
Y =c¢,sinx 4 €5 CO8 X .

Nehmen wir das Intervall
a<Lx<Lb

und studieren die erste Randwertaufgabe, Es sei
¢;sina + cy,cosa =0,

cysind 4 cycosb = 0.
Die Determinante ist
sin (@ — )



§ 1. Randwertaufgaben. 159

und dies wird Null wenn @ — & = k@ und /4 ganzzahlig ist. Nehmen
wir also z. B. a =0, ¢ =n, so haben wir in
y =sinx

eine nichttriviale Losung der ersten Randwertaufgabe. Ebenso gibt es
hier Losungen jedesmal dann, wenn die Intervallinge ein Vielfaches von
7 ist. Fir

yll + C2y — O
wird

y=sincx

eine Losung der ersten Randwertaufgabe fiir das Intervall

0<x<‘

Diese Beispiele mogen lehren, dal es lohnen mag, den Randwert-
aufgaben etwas niher nachzugehen.

3. Die Alternative. Ich beginne mit einer allgemeinen Beziehung zwi-
schen homogenen und inhomogenen Randwertaufgaben, die in den
linken Seiten von (1) und (3) {ibereinstimmen. Da gilt der Satz: Die
inhomogene Aufgabe ist stets dann Iosbar, wenn die zugehdrige homogene
keine triviale, d.h. wicht identisch verschwindende Ldsung besitzt. Ist
aber die homogene 10sbar, so besitzt eine zugehdrige inhomogene nur dann
Losungen, wenn die vechten Seiten moch gewisse Zusatzbedingungen er-
fiillen, ist also im allgemeinen nicht losbar. Diese Alternative erinnert
an eine bekannte Alternative aus der Theorie der linearen algebraischen
Gleichungen, und tatsichlich folgt auch unser Satz unmittelbar aus
diesem algebraischen. Wenn nimlich 3, und v, ein Fundamentalsystem
der homogenen Gleichung (3) bilden, soist nach S. 152/153 die allgemeine
Ldsung von (1) selbst durch

x X
®) v =220l b € 48 + By () + Be ()

a

gegeben, wihrend die allgemeinste Losung der homogenen Gleichung (3)

Yy (%) = By vy (%) + By, ()
ist. Im homogenen Fall liefern dann die Randbedingungen (2) mit
A = A’ =0 fir #, und h, die beiden homogenen linearen Gleichungen
Ly, + hyL, =0,
(9) MmLi+hyly=0.
Hierbei sind die linken Seiten von (2) abkiirzend mit L; und L} be-
zeichnet, wenn sie fiir y = y, gebildet werden. Im inhomogenen Falle (1),

(2) stehen auf der rechten Seite von (9) gemaB (8) statt 0 Ausdriicke,
die %,, h, nicht enthalten, sondern durch A4, A4’, p; bestimmt sind.
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Hiernach ist nach bekannten Eigenschaften der linearen Gleichungen
die Alternative sofort klar.

4. Explizite Lésung. Wir wollen nun noch im STURM-L10UVILLEschen
Fall die Randwertaufgabe im inhomogenen Fall explizite 16sen, wofern
die homogene Aufgabe Losungen nicht besitzt. Wir beschrinken uns
dabei auf homogene Randbedingungen (7).

Zunichst schreiben wir (8) etwas anders. Nach S. 151 ist

ml’l -
— | = d¢§

Y1 (%) 95 (%) — y (%) y{ (¥) = Ce =7
Im SrurM-LiouviiLeschen Fall ist p, = $], also haben wir

Po (a)
Po (%)~

Vi(®) vz (%) —y2 (9) 31 (9) = C

Trdgt man hier x = a ein, so wird
C =y.(a) ¥z (a) — 5 (@) ¥1 (a).

Also haben wir

Y1 (%) ¥5 (#) — ¥2 (%) 1 (%) _ Do (a)

Y1(@)y3(@) —y2(a)yi(a) Do (%)
Nun wollen wir noch die in y, und y, willkiirlichen konstanten Fak-
toren so wihlen, daf

#o(@) (1 (@) y3(a) — 5 (a) 3 (a)) = 1
ist. Dann kann man (8) so schreiben

@) y= ‘.f(% (%) Y2 () — Y2 (%) ¥1(&)) £5(8) Do () dE + 1y yy (%) + hoys (%)

Nun wollen wir zur Randwertaufgabe iibergehen und annehmen, daB
es keine Losung von (6) gibt, fiir die (7) gilt. Dann soll die Randwert-
aufgabe fiir

(9) (B0 2L) + by + =0, ps=0

gelost werden. (8') ist die allgemeine Losung. %, und %, sollen so be-
stimmt werden, daB fiir (8') die (7) gelten. Wir entscheiden uns zunichst
fiir eine zweckmiBige Wahl des Fundamentalsystems. Wir wihlen
namlich y; so, daB es bei * = a der Randbedingung (7) geniigt, und
¥z so, daBl es bei x = b die Randbedingung (7) befriedigt. Dann sind
gewif} y, und y, linear unabhingig, da doch fiir (6) die Randwertaufgabe
nicht lésbar sein soll.

Zur Bestimmung von %; und 4, liefern dann die Randbedingungen
(7) die Gleichungen
hy(@115(2) + a1593(a)) = 0,

?

By (a5 31 (8) + @391 (8)) + [ (@3371(0) + 41595 (8)) 95 (£) 5 (8) o (E)dE = 0.

a
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Also wird
—-fy;, Po(£) dE, hy=0.

Die Losung der Randwertaufgabe (7) fir (9) wird also
= J (01(9) 92(6) — 925 31()) £4(€) 2o (€) @
— 5 J yal pol§) dé

b
= — [ (@50 £ po(6 fyz PAGEAGENOLES
Wir setzen nun
1) G(58) =00 ) n a<E<w,
=y1(%) ¥2(£) po(§) In xS ELD.
Diese Funktion heiit die GREENsche Funktion der Differentialglei-

chung (6) fiir das Randwertproblem (7). Man kann die Loésung von
(9), (7) dann so schreiben

b
(11) y(x) = —{ G(x, &) ps(5) d

Die GreENsche Funktion ist in ¢ £ x £ b,a < & < b stetig. Sie ist
symmetrisch. D.h. es ist

G(x,&) =G, %),
wie man an (10) abliest. Thre erste Ableltung 7 erleidet bei x = ¢
einen Sprung. Es ist namlich

B o el o= (RO 70O + 310356 £o(8) =

§ 2. Die Gestalt der Integralkurven.

1. Ansatz. Wir kniipfen unsere Betrachtungen weiterhin stets an
die Differentialgleichungen von SturmM-LiouviLLeschem Typus an. Es
sel also

M =t ) +awy=0

vorgelegt. Hier seien  (¥) und ¢(x) in 2 < x < b stetig und? p(x) > 0.
Man mag noch bemerken, daB man die allgemeinste lineare Differen-
tialgleichung

Do(%)y" 4 D1(%) ¥ + o (%) y = 0,
$o >0, alle p; und p; stetig,

1 Wenn man will, mag man noch p’(») als stetig annehmen. Man -kommt
aber stets ohne diese Annahme aus.

BieBeRrBACH, Differentialgleichungen. 3. Aufl. 11
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durch die Substitution

b1 — b0
i —f—l’o dx
Y = ye

in eine vom STURM-LiouviLLEschen Typus iiberfithren kann.

Zur Diskussion des Verlaufes der Integralkurven ist es zweckmiBig,
(1) als System zu schreiben

dz
(2) s,
dx  p
Nun fithre man durch
(3) y=opsind, z = pcos?

zwei neue unbekannte Funktionen p und & ein. Dann werden nach kurzer
Rechnung die Differentialgleichungen

Z—f:: (%———g)gsinﬁcosﬁ,
g o _x
E;—?cos -+ gsinéd.

Zur zweiten mag noch bemerkt werden, da8 ein Faktor g, der zunichst
auf beiden Seiten auftritt, gestrichen worden ist. Wir haben damit
nur darauf verzichtet, auch die triviale Losung ¥y = 0 von (1) auf die
zweite Gleichung (4) mit heriiber zu nehmen. Dann entsprechen die
Losungen von (1) und die von (4) mit o > 0 (oder die mit o < 0) ein-
ander umkehrbar eindeutig. Es filit ndmlich auf, daB in der zweiten
Differentialgleichung (4) nur ¢ und ¥ vorkommen und daB man aus der
ersten (4) g durch eine Quadratur ermitteln kann, wenn man erst ¢ (x)
kennt®. Man findet ja dann

z

(5) log|e]| =f(%——q> sin # cos 9 d& + konst.
a

Hiernach ist y(x) durch #(x) bis auf einen konstanten Faktor be-
stimmt: Linear abhingige Lisungen von (1) fiihren zum gleichen O (x)
und gleiches O (x) fihrt zu lauter linear abhingigen Lisungen von (1).

Das fithrt zu der Frage, wodurch die Losungen von (1) charakteri-
siert werden kénnen, die zum gleichen @ (x) von (4) gehoren. Sei z. B.
#(a) = . Dann ist nach (3)

y(a)cosow — z(a)sing =0
oder

(5) y(a)cosn — p(a)y' (a)sina = 0.

1 Der Existenzsatz S. 27/28 lehrt, daB jede Losung & (#) ina < # < b stetig ist,
/ ]
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Die Losungen von (1) also, die zwei Randbedingungen vom STURM-
LiouvitLeschen Typus
y(a)coso — pla)y (@)sine =0,
y(b)cosf—p(b)y (b)sinf =0
geniigen, gehen in diejenigen Losungen von (4) {iber, fiir die
Q) Ha) = a, H(0) =8

ist. Dabei sind « und g natiirlich nur bis auf Vielfache von z durch (6)
bestimmt. Fiir die erste Randwertaufgabe hat man insbesondere !

(6)

a=0, =0 mod =,
fir die zweite

7T 7T
a=, ,3:~2— mod =

zu nehmen, Ubrigens sind die (6) die allgemeinsten Randbedingungen
von der Form

ayy(a) + a1,y (@) =0,

@y ¥ (0) + a5,y (b) = 0.
Denn man kann z. B. Zahlen 4 und « stets so bestimmen, daf

@y = Acosa, a, = — Ap(a)sin a

ist. Man muf3 nur sorgen, daB
‘ afy

32
P — A

a3 +

ist und kann dann « ermitteln.
Wir wollen nun zunichst den Losungen von (1) nur eine der Rand-
bedingungen (6) auferlegen, z. B. verlangen, da8

(8) y(a)cosa — p(a)y (a)sina = 0

ist und wollen uns einiges iiber den Verlauf einer solchen Losung ver-
gegenwirtigen: Wir kénnen sie dann noch eindeutig festlegen, indem
wir entweder den Wert von ¥ (2) oder den von y’(a) noch vorschreiben.
Dann sind also stets y(a) und y’(a) vorgeschrieben. Fiir (4) bedeutet
dies, daB3 wir ¢ (a) und g (@) vorschreiben. Wir interessieren uns zunichst
fiir #(x). Die Fille, wo ¢(x) < 0 ist, unterscheiden sich z. B. wesentlich
von denen, wo g(x) > 0 ist. Da aber mit &(x) auch #(x) 4 sz, % ganz
eine Losung von (4) ist, so geniigt es, anzunehmen

0P (@=a<m.
An jeder Stelle, wo & = hx ist, wird g—f =5 >0; an jeder Stelle,

wo ?x) = (24 -+ 1) —:’23 ist, wird giz =g. Zur niheren Untersuchung

1 =0 modx heiBt: f = 0 bis auf Vielfache von 7.
11*
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lassen wir nun eine Einteilung nach dem Vorzeichen von ¢ eintreten.
Insbesondere interessieren uns die beiden Fille, wo in a < x < b
durchweg g(x) << 0 oder durchweg g(x) >0 ist.

2. DerFallg (x) < 0in a £ x £ b. Jede Losungd(x) passiert wach-
send die Vielfachen von m# und abnehmend die ungeraden Vielfachen

von —;1 . Daraus folgt, daB} jede Lésung, die durch#(2) = o« bestimmt ist,

im Intervall ¢ =< x = b zwischen zwei Schranken liegt. Die untere
Schranke ist das groBte unter o gelegene Vielfache von m, die obere

Schranke das kleinste iiber o gelegene ungerade Vielfache von —;—

Zwischen diesen Schranken liegt hochstens ein ungerades Viel-

faches von % und hochstens ein Vielfaches von . Daher verschwinden

cos? und sin® fiir a < ¥ < b nur héchstens je einmal. Und zwar ist
nie sowohl eine Nullstelle von cos ¥ wie eine von sin &4 vorhanden.
Da p(x) stets einerlei Vorzeichen hat, so folgt, daB y(x) und 3’ (x) nur
je einen Zeichenwechsel erfahren kénnen und daB nur bei héchstens
einer der Funktionen ein Zeichenwechsel vorkommt. Daher sind fiir
y(%) in @ = x = b nur folgende Fille denkbar:

y (%) ¥ (x)
1. >0 >0

2. >0 <0
3. Vorzeichenwechsel | ' > 0

4. >0 Vorzeichenwechsel

sowie die Losungen, die sich hieraus durch gleichzeitigen Vorzeichen-
wechsel von y und 3’ ergeben.
Im Falle p =1, d. h. fiir

y'+q(x)y=0,

kann man dies {ibrigens aus der Untersuchung von Konvexitit und
Konkavitit der Losung auch unmittelbar entnehmen. Im vorliegenden
allgemeineren Falle sind natiirlich Angaben iiber Konvexitit und
Konkavitit der Losung ohne weitere Annahmen {iber $(x) nicht mog-
lich.

Jedenfalls lehren diese Betrachtungen, daB fiir keine Differential-
gleichung mit ¢(x) <0 die erste oder die zweite Randwertaufgabe
16sbar sein kann. Natiirlich kann man fiir jede gegebene Losung « und g so
wihlen, daB durch (6) Randbedingungen geliefert werden, die gerade
durch die gegebene Lgsung befriedigt werden. Man kann aber nicht
am Anfang und am Ende unabhingig voneinander beliebige Rand-
bedingungen vorschreiben.
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a
8. Der Fallq(x)>0in a<x<b. Jetzt ist durchweg Zi_g > 0.

¢ ist also eine monoton wachsende Funktion. Sobald # ein Viel-
faches von # wird, wird y(¥) =0 und sobald es ein ungerades

Vielfaches von —;—[— wird, ist ¥" (%) =0. Nunmehr ist es durchaus denkbar,

daB gegebenen Randbedingungen (6) bzw. (7) fiir passende positive ¢
geniigt werden kann. Es wird nicht fiir jedes ¢ jeder Randbedingung
geniigt werden kénnen, da ja durch Angabe von & (a) das 9 (x), also
auch & (b), bestimmt ist. Aber es ist jetzt durchaus denkbar, daB fiir
gewisse Differentialgleichungen die erste Randwertaufgabe losbar ist.

4. Vergleich verschiedener Differentialgleichungen. Um dariiber
Klarheit zu gewinnen, untersuchen wir, wie bei gegebenem ¥ (a) das
@ (b) von ¢ abhingt. Wir stellen fest:

Sind zwei Differentialgleichungen (1) bzw. zwei Systeme (4) gegeben
mit g =q,(x) und g =q,(x) und ist g,(x) >g,(x) m a=x=0D
und sind 9,(x) wund Vy(x) die entsprechenden Lisungen von (4),
Py (a) = 0, (), so ist Dy(x) > O (%) fiir a < x = b.

Es ist ndmlich

ad, 1

(9 =7 cos?d, + g,sin?,,
d .
(10) —;;l = %cos2 P + gy sin?d, .
In einem gemeinsamen Funkt beider Losungen ist
a9, < dd,
Tr ZTx

Das Gleichheitszeichen steht hier nur dann, wenn an jener Stelle
sin®, =sin®; =0 ist (es ist ja ¢, > ¢, angenommen). Da 9,(x) wie
¥, (x) monoton wachsende Funktionen sind, gibt es nur endlich viele
solcher Schnittpunkte. Wenn aber in einem derselben ¢, — 9, von
positiven zu negativen Werten {iiberginge, so betrachte man statt
¥, (%) eine Losung J,(x) von (9), die durch einen anderen Punkt von
& =1, (x) geht, der geniigend nahe bei dem eben betrachteten Schnitt-
punkt liegt. Daher ginge in der Nihe des bisherigen Schnittpunktes
auch @,(x) — @ {(x) von positiven zu negativen Werten iiber. Da es
sich aber jetzt um Schnittpunkte handelt, in denen #; bzw. ¥, kein
Vielfaches von 7 ist, so ist dies nicht méglich. Daher geht in jedem
Schnittpunkt &, — ¢}, bei wachsendem x zu positiven Werten iiber. Da
By(a) =, (a) ist, so ist ¥y >, fir ¢ < x = b. Namentlich also ist
By (b) >0 ().

Bei dem eben bewiesenen Satz ist kein Gebrauch von g, >0 gemacht
worden. Es gilt also fiir beliebige stetige Funkttonen g, (x).
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5. Differentialgleichungen mit Parameter. Wir betrachten nun na-
mentlich eine einparametrige Schar von Funktionen

g (x) =g (x, 4)
und nehmen an, daB gleichmiBig in 2 = ¥ = b sei
lim g(x,4) = — o0,
A>—c0

11
an lim g (% 4) = + co.
A->+ oo
Man kann also z. B. g(x, A) = ¢o(%) +27(x),7(x) > 0 nehmen. Be-
trachten wir die Differentialgleichungen

a9, 1 1 .

T = —jb—cos2 *+ —q—aln2 91,

so wird nach dem Bisherigen ¥, (b) eine mit A zugleich monoton wach-
sende Funktion von 4. Dazu ist jetzt

lim &, () =0, lim 9, (b)) = + oo,

A—>—o0 A—>+ o

wenn man 0 <9, (@) = « <& annimmt, wie schon weiter oben bemerkt
war. Man wihle eine Zahl o', fiir die 0 < a < o’ < & ist. Wir wihlen
alsdann eine Zahl A, so, daB fiir A <4, und

(12) 0<ps=d=d,
L oosrg + Lsine
5 C0S 9 + 5 sin <0
ausfillt. Die Kurve & =, (x) kann dann keinen Punkt mit der Geraden

z?=oc'+(x——a)’3_“l

b—a

gemein haben. Denn fiir x = a ist 4, (a) << &', die Kurve also unter der
Geraden gelegen, und in jedem Punkt der Geraden, die ja dem Streifen
(12) angehort, wire

dd;
Also ist
Da man 0 < 8 < &’ beliebig annehmen kann, so ist damit
lim 9;(0) =0
A—>—c0
bewiesen.

Man wihle andererseits eine Zahl 8 > o und bestimme einen die
Punkte (a, o) und (b, B) bestimmenden Streckenzug der (x, #)-Ebene so,
daB fiir & Werte, die Vielfache von 7 sind, seine Ableitung kleiner als

—;—wird, Wihlt man dann A hinreichend gro8, so ist fiir alle Punkte des
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Streckenzugs
dd;
dx

groBer als das ‘—2—; des Streckenzugs. Da aber bei x = a die Kurve

4 =1 (x) den Streckenzug schneidet, so muB sie in ihrem weiteren Ver-
lauf stets eine groBere Ordinate haben. Also ist

Und damit ist auch
lim 9;(b) = + c©

A>3 00
bewiesen.

Aus diesen Uberlegungen folgt, daB man A stets auf genau eine Weise
so wahlen kann, daB &#(a) = «, & (b) = B gegebene Werte sind, fiir die
0=<a<um, B >0ist.

Hieraus wieder flieSt der Beweis fiir das

6. Oszillationstheorem. In a = x < b seien die Koeffizienten p(x),
go(%), 7 (x) von

(13) (PO + G+ Ara)y =0

stetig, dazu set p > 0,7 > 0. Dann gibt es genau eine Folge von Para-
meterwerten
A<t <...
mit A, — OO derart, daf die Differentialgleichung (13) fiir A = A, eine
den Randbedingungen (6) gemiigende Lisung besitzt. Die zu A, gehorige
Losung ist bis auf einen Faktor eindeutig bestimmi und besitzt im Inter-
vallinneren a << x << b genau n (einfache) Nullstellen.
Es gibt genau einen Wert 4,,, fiir den
i;i" = %0052 P, + (o + A, #)sin2 9,
eine Losung besitzt, fir die #(a) =, 9(0) =8 + nxist 0 < x <7),
(0 < B <a). Diese Losung ist eindeutig bestimmt. Die ihr zugeord-
neten Losungen y, von (1) sind bis auf einen Faktor bestimmt. Fiir sie
ist (6) erfiillt. Da & (f) monoton mit A wichst, so ist 4,,, >4,, und da
P (b) — oo fiir A -+ 00, so ist A,, — oo fiir » — 0o,

7. Eigenwerte und Eigenfunktionen. Man nennt die 4, die Eigenwerte
und die y, (x) die Eigenfunktionen der Differentialgleichung

(14) = (62 + @+any=0

tiir die gegebenen Randbedingungen (6). Die S. 152 angegebene Iden-
titit

YL (2) — 2L () = 7= (p (2 — 23"))
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lehrt, wenn man sie auf
a du
L) = 5= (p 5) + g0

und zwei verschiedene Eigenwerte 4,, und 4,, und die zugehorigen Eigen-
funktionen v, und v, anwendet:

d ’ 4
Daraus folgt wegen (6) und wegen 1, & 4,

b

Wir sprechen dies aus, indem wir sagen: die Eigenfunktionen ver-
schiedener Eigenwerte seien orthogonal zueinander. Da v, nur bis auf
einen Faktor bestimmt ist, so darf man annehmen, daB

b
Jryzax =1
a
ist. Wir nennen dann die Eigenfunktionen normiert. Ist

(15) F(®) = co%o (2) 4 c1 31 (8) + .-

eine gleichmaBig konvergente Reihe mit konstanten Koeffizienten ¢,
so folgt durch gliedweises Integrieren analog wie in der Theorie der

FouriERrschen Reihen
b

(16) c,,=frfyndx.

a

So erhebt sich die Frage, inwieweit man gegebene Funktionen f(x)
durch (15) und (16) in Reihen nach den Eigenfunktionen entwickeln
kann. Die nun folgenden Ausfilhrungen haben die Beantwortung dieser
Frage zum Ziel. Wir nennen den sich schlieBlich ergebenden Satz den
Entwicklungssatz.

8. Vergleich von Differentialgleichungen. Zum Schlufl dieses Para-
graphen mégen nun noch einige Abschitzungen mitgeteilt werden,
betreffend die Lage der Nullstellen der Losungen einer Differential-
gleichung (1) und damit im Zusammenhang, betreffend die GroBe der
Eigenwerte. Die zum Beweis des Oszillationstheorems vorgefiithrte, von
PrRUFER erdachte Methode erscheint fiir diesen Zweck hervorragend
geeignet, da sie es erlaubt, in bequemer Weise die Erfiillbarkeit beider
Randbedingungen nachzupriifen. Es mag auch eine reizvolle Aufgabe
sein, den Beweis fiir die monotone Abhingigkeit des 9, (b) von A auf
S. 166/167 zu einer Abschitzung durchzubilden. Einfacher erscheint es
mir aber, zu diesem Zwecke unmittelbar an die Differentialgleichung (1)
anzukniipfen. Fiir sie gilt nimlich eine Bemerkung analog der, die wir
S.165 fiir die zweite Differentialgleichung (4) bewiesen haben. Hier
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gehort in gewissem Sinne zur Differentialgleichung mit gréBerem g
die kleinere Ldsung.
Sind n#mlich
L) +nn =0,
an :
L9 + g2y =0

zwei Differentialgleichungen mit gleichem p, aber verschiedenem g¢,
so mogen Losungen betrachtet werden, die bei ¥ = a derselben Rand-
bedingung (6) geniigen. Multipliziert man die erste Differentialgleichung
(17) mit y, und die zweite mit y, und subtrahiert, so wird

d , d ,
Yegs (py1) _ylﬁ(ﬁyz) F (1 — ) ¥:¥,=0

oder, was dasselbe ist,

d ’ ’
(18) d_x(lb (Ve¥1 —192) — (@1 — @2) Y1 ¥, = 0.
Nun ist bei x = a

Ya¥1—91%2 =0.
Denn wir haben ja dort

cosay, (@) —p(a)sinay; (a) =0,
cosa ¥, (@) — p (a)sin o y; (a) = 0.

Da aber cos« und p(a) sin « nicht beide verschwinden, so ist die
Determinante dieser beiden Gleichungen Null. Integriert man daher
(18) von a bis x, so kommt

x

(19) ﬁmﬁ—%m=j@®—%@%m%@a.

Nun sei g,(x) > ¢;(#) in @ =< x < b. Weiter seien bei x = a sowohl
y(a) wie y'(a) vorgeschrieben, und zwar y,(a) = y,(a), ¥, (a) =y}(a)
und es sei entweder y,(a) >0, oder yj(4) >0, so daB also entweder
bei x = a4 oder dicht hinter x = a sowohl v, (x) > 0, als y,(x) > 0 gilt.
Dann ist die rechte Seite von (19) positiv, solange x > a so nahe bei
a liegt, daB keine weitere Nullstelle von y, (x) oder von ¥, (%) zwischen
a und x liegt. So lange ist also

Y2 Y1 — 1Y > 0.

Also auch
Y2 V1 ;%3’1 Yo =0
fiir alle diese x > a. D. h.
2 ("
dx (3’2) >0
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fiir alle diese ¥ > a. Da aber

lim2t =1
x—a¥2

ist, so folgt, daf3

(20) ¥1 (%) > y5 (%)
fiir alle x > a, die so beschaffen sind, daBB zwischen 4 und x weder eine
Nullstelle von y, noch eine von y, liegt. (20) lehrt aber, daB die auf a
folgende Nullstelle von ¥, (x) sicher weiter von a entfernt ist, als die
auf a folgende von y,(x). Je groBer also ¢ wird, um so n#her riickt eine
etwa vorhandene, zunichst bei 2 gelegene Nullstelle an a heran. Kénnen
wir also fiir irgendein ¢ die Existenz und Lage einer auf 4 folgenden
Nullstelle angeben, so haben wir fiir alle gréBeren ¢ eine obere, fiir alle
kleineren ¢ eine untere Schranke fiir den Abstand, den die auf a fol-
gende Nullstelle von a besitzt. Zu prizisen zahlenméBigen Abschitzun-
gen gelangt man also durch das Studium spezieller Differentialglei-
chungen.
Am bequemsten zu iibersehen sind nun Differentialgleichungen
2t mtz=0
mit konstantem # und mit ihnen sind dann bequem Differentialglei-
chungen

(21) 24 QE)z=0
zu vergleichen.

9. Srturm-Liouviiesche Differentialgleichungen. STURM-LIOUVILLE-
sche Differentialgleichungen (1) sind nun aber durch eine gewisse Sub-

stitution in Differentialgleichungen (21) iiberzufithren. Betrachten wir
namlich die Funktion

1 d dt
(22) y(x) = V_ﬁz( =)
so wird
£ (08) 00050 = (e o[- L ()

Driicken wir also in dem Koeffizienten von z gemal

¢ d
¢
=
: 740]
% durch § aus und bezeichnen ihn dann mit Q(¢), so wird durch (22)

eine umkehrbar eindeutige Bezichung zwischen den Lésungen von (21)
und denen. von (1) hergestellt. Beachtet man noch, da dabei das Inter-
4

val a<x<b in 0L&L at

= W ibergeht und daB Randbedin-
“
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gungen (6) in gleichartige Randbedingungen fiir 2 an den Enden des
Bildintervalles i{ibergehen, so mag es gerechtfertigt erscheinen, wenn
wir die weiteren Betrachtungen an SturRM-LiouviLLeschen Differential-
gleichungen mit $ = 1 ankniipfen.

10, Abschitzung der Nullstellen. Wir betrachten also nun weiter
(23) )y =0
mit Randbedingungen (6).

Wir betrachten zunichst die Randwertaufgabe (6) fir

y:+mPy =0
bei konstantem m? > 0. Setzt man die allgemeine Lésung in der Form
Yy =c,cosm(x — a) + c,sinm(x — a)

an, so rechnet man leicht nach, da8 die Randbedingungen (6) dann,

und nur dann, eine nichttriviale Losung zulassen, wenn m der Glei-
chung

sinm (b— a) {(cosa cosf + m? sinesinf) —m cosm (b —a)sin(f —a) =0

geniigt. Also sind z. B.

h2
(b — a)?
die Eigenwerte fiir o = f. Merkwiirdigerweise sind es fir alle diese
Randbedingungen dieselben. Also Eigenfunktionen ergeben sich

m? = h=1,2,3..)

y = msino-cosm(x — a) -+ cosasin m(x — a).

Fiir beliebige m geniigen diese der Randbedingung (6) bei x = a. Ist
m ein Eigenwert, so geniigen sie beiden Randbedingungen (6). Fiihrt
man noch einen Winkel y ein, fiir den

m sin o cos o
pe———— % CoOsmy = ————————
Jeos? o ++ m2sin? Vcos? a + m? sin? o

sinmy =

ist, so kann man auch 0 S o <x), (0 =y <m)

sinmy cosm(x — a) + cosy sinm(x — a),
d.h.

y=sinm(x —a +y)

als Eigenfunktionen betrachten. Ihre erste auf a folgende Nullstelle
liegt bei

7T
a + W -7,
und die dbrigen Nullstellen unterscheiden sich davon um Vielfache

von % . Betrachtet man dann eine Differentialgleichung

(22) Yy +q(x)y=0,
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in der g > m? ist, und betrachtet fiir sie auch die Randbedingung (6),
so besitzt die zugehérige Losung nach den schon durchgefiihrten Uber-
legungen jedenfalls zwischen

a und a—{—%——y

eine Nullstelle, wofern % —y < b —a ist, also sicher dann, wenn
7t <m(b — a). Betrachtet man aber eine Differentialgleichung mit

g < m? und 15st fiir sie die Randwertaufgabe (6), so besitzt die Losung
sicher keine Nullstelle zwischen

2 und a-{—%——”/.

Wie steht es aber mit den dbrigen Nullstellen? Hier ergibt sich aus
unseren allgemeinen Betrachtungen iiber den Vergleich der Losungen
zweier STURM-LiouviLpLescher Differentialgleichungen das folgende
Resultat:

Wenn in dem Intervall a < x < b

(23) 0<m < q(x) < M2

isf, SO gilt. fiir den Abstand O zweier aufeinanderfolgender Nullstellen
einer beliebigen Losung von (22) die Abschitzung

(24) TECESS

Betrachtet man nimlich zwei aufeinanderfolgende Nullstellen einer
Lasung von (22) aus dem Intervall ¢ < x < b, so ziehe man zum Ver-
gleich diejenigen Losungen der Differentialgleichungen

yu + me2 y = 0,
Y+ My =0
heran, die an derjenigen der beiden Stellen verschwindet, welche die

kleinere Abszisse besitzt, und wende unter Heranziehung der ersten
Randwertaufgabe das bisher Gesagte an.

11. Abschitzung der Eigenwerte. Hieraus ergeben sich unmittelbar
Abschitzungen iiber die Anzahl der Nullstellen, welche eine Lésung
von (22) bei (23) in @ =< x < b besitzt. Es ist ndmlich, wenn man nur
die Nullstellen im Intervallinneren zdhlt, fiir ihre Anzahl »

b—a
4

b—a

(25) M.

T

Da nun nach dem Oszillationstheorem der #-te Eigenwert dadurch
charakterisiert ist, da in das Intervallinnere #» Nullstellen der Lésung
fallen, so ergibt sich z. B. fiir Differentialgleichungen

Y+ Ag(x)y =0



§ 2. Die Gestalt der Integralkurven. 173

fiir den #-ten Eigenwert die Abschitzung

2 2 7% 7®
(26) F—apir =S e

Betrachten wir weiter Differentialgleichungen
(27) Y+ @) + 4y =0.
Dann folgt nach (25) fiir die Anzahl der Nullstellen

m2

—YME 7,

Also

(b_-a_)2<_7_"i+_;'>g g(b_ﬂf(%_*_&‘,)_

n2 n2 n 7[2 n2 n2
Fiir » — oo folgt hieraus
(6 —alPl, _
2 nz =

lim
n—> o
Man schreibt dafiir auch
0
(b—ay’
Dies bemerkenswerte Ergebnis besagt, daB das asymptotische Ver-
halten der Eigenwerte fiir alle Randwertaufgaben (6) der Differential-
gleichung (27) das gleiche ist.
Das Ergebnis (25) kann man noch wie folgt verschirfen: Man be-
trachte zwei Differentialgleichungen:
¥+ 01 %)y, =0,
¥z + ¢:(%) v, =0 9:>¢; in a<x<b.
Man betrachte Lisungen beider, die bei x = a die gleiche Randbedin-
gung (8) erfiillen. Dann wird die k-te auf a folgende Nullstelle von
yo (%) vor der k-ten auf a folgenden Nulistelle von v, (x) angetroffen. Fiir
die erste auf a folgende Nullstelle wurde diese Angabe oben bewiesen.
Wir beweisen sie durch vollstindige Induktion allgemein. Sie sei also fiir
die n-ten Nullstellen richtig. Die n-te Nullstelle %,, von y,(x) liege also
vor der #-ten Nullstelle &, von ¥, (x). Alsdann konstruiere man eine
Losung %, (%) der ersten Differentialgleichung, welche bei %, verschwin-
det und suche ihre folgende Nullstelle. Die erste auf 7, folgende Null-
stelle von ¥, (x) liegt dann erst jenseits von 7,,,,, weil ¥, (x) und y, (%)
bei #, beide verschwinden und 3, zum Differentialgleichung mit klei-
nerem ¢ gehort. Die beiden Losungen v, (x) und ¥, (x) dieser Differential-
gleichungen stimmen nun entweder in ihren Nullstellen iiberein, oder
aber zwischen je zwei aufeinanderfolgenden der einen liegt nach S. 156
genau eine Nullstelle der anderen. Da aber &, zwischen den beiden

Ay i~

aufemanderfolgenden Nullstellen #, und £, 1 von ¥, liegt, so liegt
&,y erst ]enbelts &‘n 41, also erst recht (wie En+1) jenseits 7,,;.
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§ 3. Hilfssdtze zum Beweis des Entwicklungssatzes.

1. Interpolation. Sind y,, yy. . . ., Yn_q1 di€ n ersten Eigenfunktionen,
so kann man stets n Zahlen c,, . . ., c,_y SO bestimmen, daf

€Yot F+Cho1Vn

an n in a << x <b gelegenen Stellen vorgeschriebene Werte annimmit.
Sind x, ... %, die Stellen, f, ... [, die vorgeschriebenen Werte, so
handelt es sich um die Auflosung des linearen Gleichungssystems

(1) :g_}jy,.(xi) =1 (=1,2...,m).
Dazu ist zu zeigen, daB
Ez,yj(xz) =0 (t=12,...,n)
nur durch ”
Co==C = +++»=¢, ;=0

befriedigt werden kann. Daraus folgt ja, daB dann die Determinante
von (1) von Null verschieden ist. Es ist also zu zeigen:
Hat
CoYo(#) + -+ - + Cp1Yna(®)

n verschiedene Nullstellen in a < x < b, so ist
Co=Cy ==+ :cn_l—;:O,

Der Beweis beruht auf den folgenden Eigenschaften, die nach §2
der Funktion y,(x) zukommen.

a) Es gibt drei in @ < x < b definierte Funktionen, ¢, ¢, 7, so daf3
>0, >0 und daB jedes y,(x) fiir einen geeigneten Wert von 4
einer Differentialgleichung

@) (pZ)+@+2rny=0

geniigt. Fiir verschiedene y, hat der Parameter A verschiedene Werte.
b) Fiir x — a, und fiir x — b ist

(3) lim % (¥oy — ¥2%0) = 0.
¢} Fir x — a und fir x — b existiert
(4) “lim 2*
Yo
und ist == 0.

d) yx(x) hat in @ << x < b héchstens & Nullstellen.
Die genannten vier Eigenschaften kommen auch den Funktionen

(5) 2 = P(VoVh41— Yrt+1%0), (k=0,1...n—1)
zu.
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1. Wendet man namlich die LAGrRaNGEsche Identitit (13) von S. 152
auf ¥ =y, und z = v, ., an, so kommt

a , )
©) ax (Vo¥e+1 — Ye+1¥0) = YoL (¥r+1) — ¥a+1L (o).
Dabei ist

d d

(7) L) == (p55) +av.
Also ist
8 dzy - 2 '
®) H_(O- E+1)7YoVh+1-
Daher wird

d/14d d (1 z
(9) g;(;}—%d—zc) = E(}‘y—g(lo —Ak+1)ryoyk+1> = (o —Ar+1) 53 -

0

<

2. Es ist fiir x — 2 und fiir x — %
limz, =0.

Nach (8) existiert wegen (4) der Grenzwert von

1 dz, Vi
Ldan g e Y
rar = o= A1) =0

Daher ist fiir x — a und fiir x - &
. 1 , ,
hmr—yg (2023 — 22g) = 0.
3. Aus 2z, — 0 folgt wegen (4), daB

lim % = lim % _ lim (o — A+ 0) 907k 43
2y 36 (}‘0 - z'1) ¥Yo¥1
existiert und == 0 ist.

4. Zwischen zwei aufeinanderfolgenden Nullstellen von vy, liegt hich-
stens eine Nullstelle von z;. Wegen (8) kann nimlich z;, sein Vorzeichen
nicht wechseln, solange ., ein festes Vorzeichen hat. Denn auch
7 und y, wechseln ihr Vorzeichen nicht. Zwischen @ und der ersten Null-
stelle von y;,,, und zwischen der letzten Nullstelle von ¥,,, und b
kann z, nicht verschwinden. Denn dazwischen hat 2z, einerlei Vor-
zeichen und es ist y, — 0 fiir x > & und fiir x — 5.

Nun kann die Behauptung tiber die Interpolation durch vollstindige
Induktion bewiesen werden. Sie ist gewiB richtig fir » =1, weil y,
im Intervall nirgends verschwindet. Sie sei richtig fiir weniger als
» Funktionen, also z. B. fir z,...z,_,. Hat dann

fx) =covo+ +++ 4+ Cue1Yn-1
mehr als #» Nullstellen in @ << x < b, so hat

M%,;ix(i

y0> =0yZg+ ++r + Cum1Zu_2
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mindestens # Nullstellen. Daher ist ¢, =¢, =+ -+ =¢,_; == 0 und also

1(x) = co¥s-
Diese hat aber fiir ¢y == 0 iiberhaupt keine Nullstellen in a << x < b.
Also ist auch ¢, =0,

2. Die Abgeschlossenheit. Ist eine stetige Funktion f(x) zu allen
Eigenfunktionen orthogonal, so ist sie identisch Null.

Aus
b

(10) 7y dx =0 (n=0,1,...)

a
folgt also /=0 in a < x<h.

a) Wir nehmen an, es gebe eine nicht identisch verschwindende stetige
Funktion f(x), die allen Gleichungen (10) geniigt und konstruieren
eine weitere solche Funktion g(x), die auBerdem eine stetige Ableitung
hat, und fiir die pg’ ebenfalls eine stetige Ableitung besitzt, und die
auBerdem den Randbedingungen (6) auf S.163 geniigt. Wir nennen eine
solche Funktion regulir. ‘Man wiahle fiir A einen Wert, der von allen
Eigenwerten verschieden ist, und bestimme g so, da8

= (65E) + @+ ane=7
ist, und daB (6) von S. 168 erfiillt ist. Da A kein Eigenwert ist, so ist
dies nach S. 159 méglich. Nun wende man die LacrRaNGEsche Identitit
(13) von S. 152 auf g und y, an. Man setze darin

L) = & (22) + gu.

Dann liefert sie
d ' !
— A7y + yidrg — i = 7 (Bo(gvk — ¥:8')) -

Man integriere von a bis b, so kommt

b b
f (A— A)7gypdx = frfykdx.
a a
Denn fiir ¥ = 2 und fiir x = b ist
(11) gy —yig =0.

Z.B. bei ¥ = a ist doch

cosay,(a) —sinep (a)y: (a) =0,
cosag(a) —sinap (a)g (@) =0.

Da cosa und $(a) sin « nicht beide verschwinden, so gilt (11). Aus

b
A= 2; und fffykdx= 0 folgt also
a

b
f"gyk=0-
a
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b) Verschwindet eine regulire Funktion g(x) fiir alle in ¢ < x < b
gelegenen Nullstellen eines y; (%), so ist

b b
(12) fgL (g)dx + }ykfrgzdx <0.

Da g denselben Randbedingungen wie y, geniigt und im Intervall-
inneren an den gleichen Stellen wie y, verschwindet, so ist ;g— in
a = x = b stetig. Wenn nimlich y, am Rande verschwindet, so auch
g wegen der Randbedingungen. y, hat aber nur einfache Nullstellen,
weil es nicht = 0 ist.

Nun ist nach der Identitdt von LAGRANGE

d P , g
77 (5 e —e9h) = = (L () — g L ()

+ L g — o2
Vi
=gL(®+hre+ ﬁ(g’—iy@z

an allen Stellen richtig, wo y, == 0 ist. Da aber - durchweg stetig ist,
so liefert die Integration von a bis b

2
_‘yk> ax,

b
0==afgL(g)dx+lkfrg2dx+f;b<g’———;‘;

worin die Behauptung liegt.
c) Geniigt eine regulire Funktion | den Gleichungen

b
frfykdx=0, R=01,..,n—1,
12

so ist
b

b
(13) [iLydx+ 2, [rrdx <0.

a

Man bestimme nach 1. einen Punkt

00y0+ s+ Cn—1Yn-1>

der an den # Nullstellen von y, () aus ¢ << x << b mit f iibereinstimmt.
Dann ist

g(x) =1(%) —coYo * * * — Cpe1Vn

reguldr und verschwindet an den # Nullstellen von y, aus a < x < b.

Daher ist b) auf ¢ anwendbar. Aus der LaGRaNGEschen Identitit folgt
aber

b b b
[vil(hds = [fL(y)dx = — 2, [rfy,dx =0 (=0,1,...,n—1).

BieserBacH, Differentialgleichungen. 3. Autl. 12
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Ferner ist fiir normierte Eigenfunktionen Vi
_ [Oftiri 7,
fyz yJ dx——lf”yzyadx {~/1jfurz=7

Daher wird

n-—1

b b
fgL(g)dx = JiLtax— [ .,

7 de—— 7f2dx—|— Z,‘ .
g =0

Triagt man dies in d1e in b) bew1esene Formel ein, so wird

b
J1L(fdx + 2, f pdx + z 2, —A)
Wegen
A > A, i=0,1,...,n—1)

folgt hieraus die Behauptung c).

d) Wenn nun ein f(x) den Gleichungen (10) geniigt, so bilde man
nach a) ein regulires f(x), das dieselben Gleichungen erfiillt. Nach c)
wird dann fiir alle »

b b
(14) Mfrfrax < — [fL(f)dx

b
Nun ist aber 4, — oo fir # — oo, Wire frfzdx == 0, so enthielte
a

b
(14) etwas Ungereimtes. Daher ist f 7f2dx = 0. Da f stetig ist, so

a
folgt hieraus f = 0, womit die Abgeschlossenheit bewiesen ist.

§ 4. Beweis des Entwicklungssatzes.

1. Reduktion auf eine Konvergenzfrage. Der in § 3 bewiesene Ab-
geschlossenheitssatz erlaubt es, die Entwicklungsfrage auf eine Kon-
vergenzfrage zu reduzieren. Wenn nimlich f(x) eine stetige Funktion
ist, und wenn die mit den Koeffizienten

b
co=[ry.fdx (k=0,1...)
a
gebildete Reihe?
Yo+ ¥+ -
in a < x < b gleichmiBig konvergiert, so ist

f(x) =cyyo + 619+

! Die ¥, sind normierte Eigenfunktionen.
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ina=<x<b. Setzt man nimlich

D(x)=](x) —co¥o—C1¥1---
so ist D(x) in ¢ =< x < b stetig und

b
[ry.Ddx =0 (k=0,1...)
a

Nach dem Abgeschlossenheitssatz ist daher D(x) =0ina< x < b.

Es bleibt somit nur die gleichmiBige Konvergenz jener Reihe fiir
gewisse Funktionenklassen f(x) zu beweisen.

Der Beweis ergibt sich aus einem allgemeinen Konvergenzsatz,
den ERHARD ScHMIDT an die Spitze seiner klassischen Abhandlungen
iiber Integralgleichungen gestellt hat, Abhandlungen, die weit iiber

die Probleme hinaus, denen sie zundchst galten, bahnbrechend ge-
wirkt haben.

2. Allgemeiner Konvergenzsatz iiber Orthogonalfunktionen. Es sei

P1(%), @a(%), ...,

eine Folge in a = x = b stetiger normierter Orthogonalfunkiionen. Es
sei also :

_ 4 017,
(15) raf%%dx={1 i=7.

Es sei f(x) in a < x = b erklirt und es existiere

b b
afﬁ(x)dx und afF[(x)]zdx.

Esset G (%, &) fiir a < x=0b, a < &b erklirt; es ses
b
(16) JIGx o dx =G () < M2

[

fiir alle a < & < b, wober M eine von & unabhingige Zahl ist.
Dann kownvergiert

w b b
Z'lfF(pndx-fG(pndx
n=1lgq a

ma < &S b absolut und gleichmifig .
Aus (15) folgt
b n b b )
[IF—Z¢.[Foasliz = [Frax— J{[Fp,axf zo0.
a a 1 o

a

Da somit die Partialsummen der Reihe nichtnegativer Glieder

o b
(17) ?{fF(pidx}z

12%
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unter der von # unabhingigen Schranke
b
[Fax

a
liegen, so ist die Reihe (17) konvergent. Schreibt man statt F ein G
und halt & fest, so findet man durch die gleichen Uberlegungen und
unter Beachtung von (16), daB

@ b
26 8 pudn)* < 2.
n=1 g

Nun beachte man, daf
+p b b ntp b +p b
(3" | [Fpuas||fcpanP < S {[Foan)t- 3 {[Gp.anp
t=n gq a 1=n g rt=n q

istl,
Daher ist

ntp b b "> b
(18) ié{IfF(pidfoG%degMVigb{fF‘Pid"}z'

Da aber die Reihe (17) konvergiert, so kann man # so groB wéhlen,
daB die rechte Seite kleiner als eine vorgeschriebene positive Zahl ¢
wird. Da die Schranke, oberhalb deren dazu » liegen muf, von p un-
abhingig ist, so ist die Reihe linker Hand von (18) konvergent. Damit
ist der allgemeine Konvergenzsatz bewiesen.

3. Entwicklungssatz. Wir formulieren nun den Entwicklungssatz.
Entwicklungssatz?: Ist f(x) in ¢ < x =< b stetig und zerfillt das
Intervall ¢ < x < b in endlich viele abgeschlossene Intervalle, in deren
jedem f(x) eine stetige Ableitung besitzt, ist auBerdem f(x) an jedem
Intervallende Null, an dem fiir die Eigenfunktionen y, verschwindende
Randwerte vorgeschrieben sind, so ist die Reihe
b

(s o]
Sy (%) [ 71y, dé
n=o0 a
in a < x < b absolut und gleichmiBig konvergent.
1 Setzt man
b b
a;=|[Fg;dx|, b= |fGp;dx',
a a
so bedeutct dies, daB3
(Zabf < Xa3-Xb3
ist. Nun aber ist fiir beliebige reelle x;, #,
I (wya; + b2 =22 X al 4 25,5, 3 asb, + 23 207 2 0.
Also ist
(X a;b,)2— 2a; 'Zb? 0.

2 Man vgl. die Bemerkungen von S. 178/179 iiber die Moéglichkeit, den Entwick-
lungssatz als Konvergenzsatz zu formulieren.
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Man gewinnt den Beweis, wenn man in dem allgemeinen Kon-
vergenzsatz statt der ¢,,F,G geeignete Funktionen eintrigt. Wir
nehmen

%=“1?_}‘0(yn—&yf,> n=1, 2...

Wenn an einem Intervallende Randwerte Null vorgeschrieben sind,

( )

so verstehe man dort unter 37— " den Grenzwert von - bei Anndherung

an den Randpunkt. Dann sind die ¢,(x) in a < » < b stetig. Sie sind
normiert und orthogonal. Denn es ist

b

Yo¥i— Y3¥%
. [ LA ____l—d
af%% = Vi=x %m zoﬁ’ yo¥i — ¥:9%) ( 7 )

fﬁ Yo¥i — Vi¥e) 1= (y—> dx

174 =4 ]//1 — 7
1 V; ,
m{[ PWovi— ¥: yo):la

b

y; 4 / /
- 371 dj(i’ (Yo y; — ¥:¥0))dx%
a
Der ausintegrierte Bestandteil ist Null nach einer schon S. 176 benutzten
Bemerkung. Unter dem Integral wende man die Identitit von LAGRANGE
an. Dann bekommt man

b

b
1
af%%dx——mzof oL (y:) — v L(y0))dx
1 b
I m] (— 27y Y0+ Ao 7y ¥0) dx

A— 2 {0 17,
= ; d. = . .

m_%m_%fryzy; T =y
a

Nun nehme man
— YAl i_ ’
F= V? (f y0y0> .
Das Intervall zerfillt nach unseren Voraussetzungen iiber f in endlich

viele abgeschlossene Intervalle, in deren jedem F stetig ist. Daher existiert

b b
dex und fF2dx.
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Dann ist
b b
[Fyax=y2,—2 [riy.dx.
a a

Man beweist dies, indem man in der gerade vorhin angestellten Be-

trachtung ¢; durch Py also y; durch Vl,-f—- 7 ersetzt. Da f

stetig ist, kann auch die partielle Integration unveriandert durchgefiihrt
werden.

Weiter setze man

z
5 .
G(x, & =~A(——frt 2(0) dt, <x<§,
(%, &) Y509 700 (&) ¥5() asx<§
®©
Gxé& =—_!_-L’—frt 2(t)dt, E<x=<b.
8 V@ s 050
G (x, &) ist beschrinkt und fiir x &= & stetig!. Fiir ¥ = & aber wird
b
1 1
GE+0,8)—G &—0,f=———:frt 2@)dt = — ———.
( ) —G(¢ &) 56 (#) ¥5 (@) 7%

Somit existiert

5 3
fG(x, &dx  und fG2(x, &dx

und gibt es eine Zahl M2, so daB

b
[G2(x,8) dx < M2

‘a

fir alle ¢ < &£ < b. Dann wird

b
= P (%) Vi
fG%dx f x)yo x)f (&) yo(®) y — (yz yo)d

a

706) f” e s Y2 (0
15 000, (&) ¥5(2) Y (yt 03’0)

1 Wenn z. B. y4(a) = 0 sein sollte, so ist fir » < &

z

—L)fy(t)yg(t)dt:.o

z>0 Yo #
a

und fiir ¥ > & und geniigend nahe bei a gelegene x

[P (&) <|@o(x)]-
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z

b &
— Yl [ (% 2 )
f(}%dx— —— f‘“ (yo)fr(t) V() dt-dx
a a

a

z

L %@ f%(&)fy(t)y%(t)dt-dx

}'Ai —‘}.0 Yo
g b

oy

&
— yo(&) yi(é) f,t 2 tdt’—'—L(EL yi—(x)r x 2 X dx
FAi—24 308 05 yli_l—oa Yol) e

3 &
__%)__y_._‘(é)fr(t)y%(t)dt—l— 200 fmr(x)y%(x)dx

Vi~ 7 Yo (8), vﬂb Yo ()
b b
= ?%_i{__%;fr(t) va(t) dt —ﬁ;"—%l};fryoyidx
_ e “
YA —2

Trigt man die gefundenen Ergebnisse in den allgemeinen Kon-
vergenzsatz ein, so erkennt man die Richtigkeit des Entwicklungs-
satzes.

4, Fouriersche Reihen. Dieser allgemeine Entwicklungssatz er-
innert an den analogen Satz in der Theorie der FouRrIERschen Reihen?.
Dort wird gelehrt, daB man jede in —x < ¥ = abteilungsweise
stetig differenzierbare Funktion in der Form

fx) = —12—a0 -+ Z(an cosnx + b, sinnx)

n=1

entwickeln kann. Hier ist

1 T
a, = ;ff(x) cosnxdx,l

b, = %—ff(x) sinnxdx .

Die Fourierschen Reihen sind kein Spezialfall der allgemeinen

SturM-LiouviLLEschen Entwicklungen. Denn die Funktionen
(19) 1, cosx, cos2x,..., sinx,sin2x«,...

sind keine Funktionenfolge, die fir — & =< x <z Randbedingungen

1 Vgl. z. B. meinen Leitfaden der Integralrechnung. 3. Aufl., S. 78ff. Leipzig:
B. G. TEUBNER 1928.
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vom STURM-Liouviiieschen Typus geniigen. Sie sind gewil Integrale
der Differentialgleichungen
yll + 71'2 y — O
der cos #x und sin #x geniigen. Bei x =z aber sind
. cose.cosna fur 1y, =cosnx,
Cos Yy, () — sinwyy, (@) = . . .
sinacosnm fir y,=sinnx.

Fir kein o sind beide Werte Null. Daher ist die Folge (19) keine
Folge SturMm-Liouvirigscher Eigenfunktionen. Wenn aber f(x) in
—7 = % S ostetig ist und f(—x) = f () ist, so entwickle man

1) + f(—2»)
2

in 0 < x =7 nach den Eigenfunktionen von
(20) ¥+ Ay=0,
und den Randbedingungen

W (0) =u'(7z) =0

und 1#) — f(—2)
2

in 0 =< » < x nach den Eigenfunktionen von (20), die

#(0) = u(mw) =0
geniigen. Beide Male sind die Eigenwerte 4 = #2. Im ersten Fall sind
die Eigenfunktionen abgesehen von der Normierung

1, cosx, cos2x,...,
im zweiten Falle
sinx, sin2%,....

Also wird
W:%&_}_alcosx_}_...,
W:blsinx—*_..._
Daher ist
f(x)=—(;—°+(a1cosx—|—blsinx)+‘—- fir 02
und
f(~—x)=—“23-{—(alcosx~—blsinx)—l—--- fir 0<x< .
Somit ist

]‘(x)=%’—+(alcosx+blsinx)+--- auch fir —a<x<0.

Die Voraussetzung f(z) = j(— n) muBte gemacht werden, damit

1(x) — H{—%)
2
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fiir x = 0 und fiir ¥ = x verschwindet. Denn die hier gewihlten Eigen-
funktionen verschwinden bei 0 und . Unser allgemeiner Entwicklungs-
satz bezieht sich aber in solchen Fillen auf Funktionen, die gleichfalls
bei 0 und & verschwinden.

§ b. Die BEssELsche Differentialgleichung
v+ v+ (1— ) y=0.

1. Bessersche Funktionen. Ich behandle sie als Beispiel zu den all-
gemeinen Erorterungen der vorstehenden Paragraphen, obwohl dabei
nicht alle Voraussetzungen jener Paragraphen erfiillt sind. » sei eine
reelle, nichtnegative, nicht notwendig ganze Zahl.

Zunichst wollen wir feststellen, daf3 diese Differentialgleichung stets
ein bei x = 0 endliches Integral besitzt, obwohl x = 0 ein singulirer
Punkt ist. Zu diesem Zweck machen wir den Ansatz

y = x".p (n=>0).
Fiir v ergibt sich dann die Differentialgleichung
20+ 2n 4+ 1)v +xv=0.
Wir versuchen nun, derselben durch eine Potenzreihe
v=ay 4 a;x + a;x* - -
zu geniigen. Setzt man sie ein, so erhilt man
X0 =ayx +ax2+ .-+ ay, 2"+t L g, o x2mE2 4.
e+ 1v=2n4+Da, +22n+ Vay,x -+ 320+ 1) agx2+ - - -
+ 2n+1)(2m + 2)ay,,  ,x2m T
+ (27 + 1) (2 + 3) Gy 5 ¥ 7 F2 A - -
20" = 2a,% 4+ Bagx® + - - -+ (2m 4+ 2) (2m + 1) 4y, x2™ 1
+ 2m + 3) 2m + 2) a4y, g ¥2m T2 . .
Da die Summe Null sein soll, so geniigt man der Gleichung, wenn
man die Koeffizienten der einzelnen x-Potenzen in der Summe Null
setzt. Das fithrt zu den Gleichungen
a, =0
ay+4mn+1)a, =0
a+32n+3)a; =0
ay+8(n+2)a, =0

“2;n+“2m+2'2(2'm+2) (m+n+1)=0
Bom+1 + Bamys (27 + 3)(2(n + m) + 3) = 0.
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Man berechnet daraus
a, =0
ay = —

11 1 1 1

“2m:(— l)m"iz_ﬁ;ﬁ—!'n_'_l'n_f_2 e n+m‘a0

Am+1= 0.
So findet man als Losung schlieBlich
m=
(1) vmay 3 (— gt
m=0 T (n+ k)
=1

Da diese Potenzreihe nun offenbar einen von Null verschiedenen Kon-
vergenzradius hat, so ist nachtriglich einzusehen, daB8 unser Verfahren,
das ein gliedweises Differenzieren der Reihe usw. benutzte, in Ord-
nung ist.

Die Methode, die wir hier verwendeten, heifit Methode der un-
bestimmten Koeffizienten. Wir werden sie noch hiufig bei der Inte-
gration der linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung verwenden.

Ich setze nun noch wie iblich

1
=% Tm+1)
und bezeichne
an 3 m 1 1 1 om
2) ]n(x):mmv:méo(_l) grtn Tt ) Fmfad D>

Man nennt die hierdurch dargestellte ganze Funktion die BEsseLsche
Funktion n-ter Ordnung'.
2. Nullstellen. Uber ihre Nullstellen bekommen wir Aufschluf,
wenn wir durch die Substitution
1

= y’;

¥y Z

1 Wir wollen uns jetzt nicht dabei aufhalten, nachzuweisen, daBl das ge-
fundene das einzige bei ¥ = 0 endliche Integral ist. Denn spéter, S.219, wird
sich das aus allgemeinen Methoden ganz von selbst ergeben. Bei nicht ganz-
zahligem # allerdings kann man sich davon sebr leicht im Rahmen der eben an-
gestellten Rechnung iiberzeugen. Man braucht nur, statt wie eben in dem An-
satz y = x"v » positiv zu nehmen, y = x#~"v(n > 0) anzusetzen. Man findet
dann wieder fiir v eine konvergente Potenzreihe. Aber y wird nun bei ¥ =0
unendlich, unterscheidet sich also von der ersten Losung nicht blo8 um einen
konstanten Faktor und bildet daher mit dieser zusammen ein Fundamental-
system. Daher sind alle anderen Lésungen bei # = 0 unendlich. Die Durchfithrung
zeigt, daB nur fir nicht ganzzahliges # ein neues Integral J_,(x) gefunden wird.
Fiir ganzzahlige # aber wird J_, () sinnlos. Wie man hier ein zweites nicht end-
liches Integral findet, wird sich S.220 ergeben.
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von der BEesseLschen Differentialgleichung zu einer anderen iiber-
gehen, in der die erste Ableitung fehlt. Die durch

2= V% -], (%)
erklarte! Funktion geniigt dann der Differentialgleichung
17 4n®—1
(3) z —i—(l—%z——)z:O.

Da mit wachsendem x der Koeffizient gegen Eins strebt, so strebt
nach S.172 der Abstand zweier aufeinanderfolgender Nullstellen mit
wachsender Nummer gegen . Ich betrachte die positiven Nullstellen «,,
von z(x) und denke sie mir der GréBe nach numeriert. Da sie sich
im Endlichen nach S.156 nirgends hiufen, und alle einfach sind, so
bilden sie eine monoton gegen Unendlich wachsende Zahlenfolge. Zu
jedem & > 0 gehort eine ganze positive Zahl 2 = k(e), so daB
4n*—1
4?7

Fir die p-te auf «;, folgende Nullstelle ist dalier nach S. 172

l—e<1— <1l4e fiir x> o

g ™ %, B Uy ™ %
~——n~——(1~—8) «,u<f—~—n———(1+e).
Daher ist
@ km (u+R)n o, kr
1— ")1—8—[— < <<1—~—~—~>1+£+ .
( a]c-f—y ( ) o‘Ic:—}—‘u c‘CI(:—}—,u o‘Ia-}-,u ( ) “k-{—‘u
Daher gibt es eine positive Zahl u(e), so daB fir 4 > u(e
p u H = p
1—2e<®HRT 3,1 9,
alt-i—k
Dabher ist
lim %: 1,
¥ > O

wofliir man o, ~ v7 zu schreiben pflegt.

8. Orthogonalsystem. Nunmehr betrachte ich die Funktion

4) p(x) =z2(A%) = Vax],(A%).
Sie gentigt der Differentialgleichung

17 4n*—1
(5) Y +(12—%>¢=0-

Ich fasse A als Parameter auf und suche ihn so zu bestimmen, daB
die Differentialgleichung Losungen besitzt, welche bei x = 0 und bei
% =1 verschwinden. Dies ist dann und nur dann der Fall, wenn A
einer Nullstelle «, von [, (x) gleichgesetzt wird. Denn }/;;; Jn (o, %) ist

1 Unter y; sei der positive Wert verstanden.
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bei x = 0 Null; aber es ist auch fiir ¥ = 1 Null. Denn esist J,(x,) = 0.
Ist aber y(1) =0, soist Y1 J,(4) =0, d.h. A einer der Nullstellen von
J.(x) gleich (oder Null). Diese Eigenfunktionen sind nach S. 168 zu-
einander orthogonal. Daher sind alle a, reell. Denn sonst miilten
zwei konjugiert imaginire Eigenfunktionen, als zu verschiedenen Eigen-
werten gehorig, zueinander orthogonal sein, ohne dafl die Eigenfunktionen
identisch verschwinden. Das geht aber nicht an. Die Eigenfunktionen
sind aber noch nicht normiert. 4, und A, seien zwei beliebige Werte
des Parameters 4, also nicht unbedingt Eigenwerte. Ich setze

Y=V hxJax) uwnd g, =12x],(12).
Ich schreibe die beiden Differentialgleichungen

i+ (5 =25, —0,

" o 4502 —1
¥y + (A,——7>1p,=0
an, multipliziere die erste mit ,, die zweite mit y, und subtrahiere:

Yy — ¥ = (B — 1) Yus -
Nun untegriere ich von Null bis Eins und erhalte

1
Y (1) 9, (1) — v (1) 9, (1) = (23 — A3) Of Puprdx.

Wenn insbesondere 4, und 4, zwei verschiedene Eigenwerte sind, dann ist
%(1) = 'l/),u(l) =0,

1
medx =0

und wir haben aufs neue die Orthogonalititseigenschaft. Nun schreibe
ich aber bei beliebigen A, 4, das Resultat unter Verwendung von (4) so:
1

V}Tu—l; A# e (}'ﬂ) ]u (Z'v) _ }“v ];L (lv) ]n(l[l-) - .
A+ Ay Ty — A —f% Y, dx

0

und mache den Grenziibergang 4, — 4,. Nach den Regeln der Diffe-
rentialrechnung erhilt man dann

1
A o2 () — TR T (A) — A S (A) T (B) = Q(J‘widx-
Wihlt man nun fiir 4, einen Eigenwert o, , so hat man wegen [, («,) =0
1
éfwfl dx = 5o, J (o).

Dividiert man also die
Yu(¥)
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durch .
% Tl
so erhilt man die normierten Eigenfunktionen

2 1 12x

deren Quadrat von Null bis Eins integriert den Wert 1 liefert.
In den J,(x.x) schreiben sich die abgeleiteten Orthogonalitéts-
relationen so:

1
J 2T n(ou) Tl ) dx =0 (4 7)

1

SxJ2(, ) dx=1]2(a,).
]

4, Entwicklungssatz. Nun erhebt sich weiter die Frage nach den
Entwicklungen nach diesem Orthogonalsystem. Die Uberlegungen der
§§ 1 bis 4 sind hier nicht ohne weiteres verwendbar. Denn die dort ge-
machten Voraussetzungen sind nicht erfiilit. Bei ¥ = 0 liegt ja ein Pol
der Koeffizienten. In der Tat bemerkten wir ja auch schon S.186 und
werden es S. 220 niher bestitigt finden, dafl es bis auf einen konstanten
Faktor nur eine bei # =0 endliche Losung von (5) gibt. Dementspre-
chend haben wir es hier mit einem anderen Randwertproblem zu tun,
als den bisher behandelten. Es handelt sich hier darum, Funktionen
zu betrachten, die bei x = 0 endlich bleiben und die bei ¥ =1 ver-
schwinden.

Ein dhnliches Randwertproblem kommt auch bei den Kugelfunk-
tionen vor. Hier bei den LEGRENDREschen Polynomen handelt es sich
um die bei x = + 1 und bei x = — 1 endlichen L&sungen von

(=) ) 12y =

Wir werden sie spiter S. 235 ff. bestimmen lernen.

Wir diirfen hier um so eher auf eine weitere Darlegung verzichten,
als die Entwicklung nach BessELschen Funktionen in dem dieser Samm-
lung angehérigen Buch von CoURANT und HIiLBERT: Methoden der
mathematischen Physik, eine ausfiihrliche Darstellung gefunden hat.
Zugleich méchte ich noch auf die sehr einfache und elegante Dar-
stellung hinweisen, die Herr PRUFER kiirzlich in den Mathematischen
Annalen Bd. 95 gegeben hat. Er hat in dieser Arbeit, die auch in den
§§ 1 bis 4 wesentlich herangezogen wurde, gezeigt, wie sich seine Methode
auch fiir die BesseLschen Funktionen und fiir die LEGENDREschen
Polynome umbauen 148t.
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§ 6. Zusammenhang mit der Theorie der
Integralgleichungen.

Wir diirfen nicht zu anderen Fragen iibergehen, ehe wir nicht
wenigstens in groBen Ziigen den Zusammenhang der Randwertprobleme
mit der Theorie der Integralgleichungen aufgedeckt haben. Wir zeigen
ihn wieder am Beispiel der ersten Randwertaufgabe. Es sei die Diffe-
rentialgleichung

(1) L)+ g+ any=

so beschaffen, daB fiir A =0 eine gegebene Randwertaufgabe (6) von
S.163 nicht 1ésbar ist. Dann besitzt diese Gleichung, wie wir wissen,
eine GReENsche Funktion G(x, ). Somit gilt nach (11) S. 161 fiir
die den Randbedingungen (6) der S. 163 geniigende Losung von (1)
die homogene Integralgleichung

2) y(x) = —lfoE 7 (&) y (&) d&.

Ebenso findet man fiir die an den Réindern verschwindende Losung
der inhomogenen Gleichung

a d
3) () + g+ ANy +st) =0

die inhomogene Integralgleichung

(4) =—Af d&——fG(xEs(g

Unsere Sitze lehren also, daB die Alternative besteht, wonach ent-
weder die homogene oder die inhomogene Integralgleichung lésbar
ist. Beide zugleich sind aber nur fiir gewisse Funktionen s(x) lésbar.
Ferner wissen wir, da8 die homogene Gleichung nur fiir gewisse Eigen-
werte A; durch gewisse Eigenfunktionen y,(x) losbar ist. Diese Sitze
sind Spezialfdlle der gleichlautenden Sitze iiber allgemeinere lineare
Integralgleichungen mit symmetrischem Kern K (x, £). Symmetrisch
soll dabei der Kern heiBBen, wenn wie bei den GREENschen Funktionen
K(x, & = K(& %) ist.
Wir betrachten dann die beiden Integralgleichungen:

b
(5) qo(x)—zafK(x,sw(s)df:o,

b
(6) p(x) — A af K(x, &) p(&)dé = y(v).

Uber den Kern ist dabei vorauszusetzen, daB er stetigist fiira < x < b,
a =< £<Z b oder daB er doch wenigstens quadratisch integrierbar ist,
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d. h. daBl das Integral
bb
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